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Bei der Entstehung der M axweLL’schen Elektrodynamik wurde die
Quaternion Notation oft benitzt, die heutzutage in allen Textbiichern
durch die Vektornotation ersetzt wurde. Hétten die Begrunder der
Elektrodynamik die Quaternionen mit deren wichtigsten Eigenschaft
der Vierdimensionalitét verwendet, dann wére die Relativitét einige
Zeit vor VoiGT, LorenTz und EinsTEIN erfolgt. Es wird eine neue
Quaternion-Notation eingefiihrt und anhand der Elektrodynamik
Uberprift. Es folgt daraus ein Set von erweiterten M AXwWELL‘ schen
Gleichungen, die fur die klassischen LorenTz-Bedingung ubergehen
in die heute bekannte Form. Darliber hinaus kbnnen Quaternionen
auch fur die Quantenmechanik und fur andere Disziplinen der Physik
verwendet werden..

Einleitung

Eine der groften emotionalen Auseinandersetzungen im spédten neunzehnten
Jahrhundert war Uber die mathematische Notation fir die Gleichungen der
Elektrodynamik™. Die heutige Vektor-Notation war zu dieser Zeit noch nicht voll
entwickelt und einige Physiker — unter ihnen war auch James Clertk MAXWELL —
waren von der Quaternion-Notation Uberzeugt. Das Quaternion wurde 1843 von Sir
William Rowan HAMILTON® | erfunden“. Peter Guthrie TAIT™ war der grofte
Verfechter der Quaternionen. Anderseits haben sich Oliver HEAVISIDE® und Josiah
Willard GBBS™ unabhangig voneinander entschieden, dass sie einen Teil des
Quaternions besser fir Berechnungen nutzen konnten als das gesamte Quaternion,
weshalb sie mit dem weitergerechnet haben, was heute als dreidimensionae
Vektoralgebra bekannt ist. Vor EINSTEIN wurden praktisch alle Berechnungen mit
dreidimensionalen Vektoren durchgefihrt. Das Quaternion ist aber eine
vierdimensionale Zahl. Um nun das Quaternion fir die urspringlich dreidimensionale
Elektrodynamik von MAXWELL brauchbar zu machen, haben Hamilton und Tait vor
den skalaren Teil des Quaternions das Zeichen ,S." und vor den vektoriellen Teil das
Zeichen V. angebracht. Diese Notation hat dann MAXWELL™® auch in seiner Treatise
verwendet, worin er etliche Gleichungen mit dieser Schreibweise publiziert hatte. Doch
mit der Anwendung dieser Prefixe wurde der ganze Vorteil der Quaternionen nicht ge-
nutzt. Deshalb fihrte MAXWELL auch keine Berechnungen mit Quaternionen durch
sondern prasentierte nur die Schlussergebnisse in der Quaternion Form. Dies
entspricht dann eher einer Rechnung mit Skalaren und Vektoren wie es heute meist
durchgefihrt wird.
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HAMILTON'S Quaternionen

Ein allgemeines Quaternion hat einen (realen) Skalarteil und einen (imaginéren) V ektor-

teil. Im unteren Beispiel ist,a der Skalarteil und ‘bi + ¢j + dk’ der Vektortell.
Q=a+bi+cj+dk (@]

Darin sind a b, ¢ und d reelle Zahlen und i, j, k sind die sogenannten
HAMILTON'schen Einheitsvektoren mit dem Betrag von O1. Diese efillen die
Gleichungen

iP=f=k=ijk=-1 @

ij=k jk=i ki=j

j=-ji  jk=-kK ki=-ik
Eine schone Erkldrung Uber die Rotationseigenschaften der HAMILTON'schen
Einheitsvektoren in einem dreidimensionalen ARGAND Diagram wurde von GouGH™!
publiziert.
Ein Quaternion ist eine hyperkomplexe Zahl. Der Radius (Betrag) des Quatemions

im vierdimensionalen Raum ist &hnlich definiert wie fir gewohnliche komplexe Zahlen:

|QJ° XE+xE+x3 4% 3
oder durch die Einfiihrung eines konjugierten Quaternions
Q* =a-bi-cj-dk 4
folgt fir den Betrag eines Quaternions auch
|Q° QU =4x¢ +xE x5 +x5 . )

Das vierdimensionale Quaternion eignet sich gut zur Darstellung eines Ereignissesim
Vierdimensionalen Vektorraum':

X = (%o # X+ xf+xk) O XOx,+xi+X,j+Xk . (6)

Erweiterung der Quaternionen mit imaginaren Zahlen

Eine Erweiterung der Quaternionen zu achtdimensionalen Zahlen kann dadurch
erreicht werden, dass die Variablen a, b, ¢, d neu nicht reelle sondern komplexe Zahlen
sind. Ein komplexes Quaternion ist dann:

Q=(@+iA)+(b+iB)i +(c +iC)j + (d +iD)k @)
Diese Zahl unterscheidet sich vom Oktinion (bekannt aus der LIE-Algebra) dadurch,
dass weiterhin die HAMILTON'schen Einheiten i, j, k aleine gultig sind und keine
weitere vier neue Einheiten hinzugefiigt werden. Ein komplexes Quaternion ist eine
Zahl in zwei sich durchdringenden Raumen, dem vierdimensionalen Raum des
Quaternions und dem zweidimensionalen Raum der komplexen Zahl. Das komplexe
Quaternion Q kann in zwei Unterrdume aufgeteilt werden gemal3:

Q =(X o+ iXo )+ (Xg +iXy )i+ (X, +iX )] +(x5 +iX5)k
= (iXo + Xqi +X, | +X3K)+ (Xo +iX, i +X,j +iX;k) =Q+Q
Untersuchungen an dieser achtfachen Zahl haben gezeigt, dass sich der erste Term

hervorragend zur kompakten Beschreibung der Elektrodynamik und weiterer Gebiete
der Physik eignet, wenn gleichzeitig der zweite Term immer Null gesetzt wird.

U Die Einheitsvektoren im dreidimensionalen Raum sind in Fettschrift miti, j, k
bezeichnet, die HAMILTON schen Einheiten i, j, kin kursiver Schrift und die imaginére
Einheit i in Normalschrift.
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Definitionen

Die nachfolgenden Definitionen beziehen sich immer auf das komplexe Quaternion Q.
Definition1:  Ein komplexes Quaternion wird in zwei Teile zerlegt, wobel der Zweite
Teil immer Null ist:

Q =(Xo+ ixo )+ (Xq +iXp)i+ (X, +iX,)j +(x5+iX5)k

= (ixo + X,i +X, | + %K) +(X, +iX,i+iX, ] +iX; k) ®)

© (ixg + X4 +X, | +X3K) =Q
Definition2:  Der Quaternion-Nabla Operator ist:

yo L il 1, 9., 1, ©
X et X %, W,

Definition3:  Der Quaternion-LAPLACE (oder D‘ ALEMBERT ) Operator ist:
_11]2 ﬂz ﬂ2 ﬂz_lﬂz s

mo-jvf=-wvwv=_"__"__"_ ' -— T _{KN 10
M It K o X Nt (10
Definition4: Dastotale Differential nach der Zeit ist:
d
—=-VVv 11
p” (11)
Dasist analog zur bekannten Gleichung
E:l+ VN
dat 1t

Definition5;  Der Betrag des Quaternionsist:

QI T xir ®@

Quaternionen im vierdimensionalen Raum

Aus obiger Darstellung zum flachen, vierdimensionalen Raum kann die analoge Dar-
stellung des gekriimmten vierdimensionalen MINKOWSKI-Raumes dargestellt werden
mit

AX = (ict +x,0 +x4 +xk) U XOict +x, i+ X,j+ XK . (13)
Der Betrag (Lange) gemaR (3) fuhrt zu:

X =|¥] =\/x1x1 +X X, + X X4 - Ct? (14)

Dieser Betrag weicht von der Definition 6 ab, ist aber nach Auffassung der speziellen
Relativitétstheorie invariant zum Inertialsystem. Das gilt auch fir das Differential dX.
Eine Division durchic ergibt eine weitere Invariante:

Lix = Jatz - L (e + a2 +dx?) = b f1- Vo = 15
ax= t-C—z(1 X, x3)— -?—t (15)

Dies stellt die aus der Relativitatstheorie bekannte Zeitdilatation dar. Fir das
Differential eines Ereignisses gilt ferner

dX = icdt +ax, i+dx ,j+ kK . (16)

so dal? daraus die bekannte Vierergeschwindigkeit U folgt zu:
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v1|+v21 +v Kk

A :

Die Herleitung der Zeitdilatation erfolgt aus dem Betrag eines Ereignisvektors,
wahrend die Herleitung der Vierergeschwindigkeit auf den Vektor allein angewendet
wird. Dies ist inkonsistent, wie schon Yong-Gwan YI festgestellt hat. Die Konzepte
der Zeitdilatation und der Vierergeschwindigkeit (17) schlieffen sich nach Vi
gegenseitig aus.

Ohne diese Betrachtungsweise im gekrimmten Raum kann die Vierergeschwindig-
keit auch angegeben werden gemal3. Diese soll fur die weiteren Ausfihrungen als die
effektive (absolute) Geschwindigkeit eines Korpers im flachen vierdimensionalen
Raum betrachtet werden.

V:%:i(ﬁvli HV,j VK (18)

Die Quaternion Elektrodynamik

Analog zur Geschwindigkeit setzen wir die Quaternion-Potentiale an zu:
Aol +A i+Aj+A K (19)
c

Die Quaternion-Strome sind demnach:
Joicr +Ji+J,j +J.k (20)
Dann gilt fir das Potential:

vao ZLU LA TA, TS S TA ML TA TA G
&Pt X, X, Meg & Mt cTX, X, T g

a ﬂAZ i 1'[] ﬂA T[ASO & T[As i T“ +&_ Tl'A‘lgk

—_—

gc 1t cﬂx2 X5 ﬂx”a gc ft cxs X, X g

Darausfolgt mit den Substitutionen

-E=Nj +ﬂ B=N"A (2Da, b
it
die komprimierte Schreibweise
Vvi=- ae—'m—+N.A°+aﬂE +B,%+&E,+8,9 +&E, +8,% @
It c o 8 ] 80 [}

Nach Definition 1 ist der reelle skalare Teil gleich Null und nach Definition 1 ist der
imagindre vektorielle Teil gleich Null. Dies entspricht der bekannten LORENTZ-
Bedingung (Eichung) und ist:

19 iRea=o0 @
Z 1t
bé B=R"A und E=0

Diese LORENTZ-Bedingung gilt nach Definition 1 nur fir E= 0 immer, sonst ist sie frei
wéhlbar. Aus der Definition der Felder aus den Potentialen gemal? (21) ist fur die
Divergenz des Vektorpotentials A zwar eine beliebige Annahme méglich, doch fir
E=0ist die LORENTZ-Bedingung (23) zwingend. Ebenso gilt fur die Stromdichte:
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al+&+&+ ﬂJ_39+ m;ﬁ+ icﬂ_r+&_ &3

V]=- =T ¢ 5
et Tx X, x;g éc it Ixs ™ X g (24)
A T 1 190 +?&+- BRILEIR N & B
gc Tt 1x, ﬂx3 X,y &c Tt ;s ™, ™o g
Auch hier kdnnen zwei neue Substitutionen durchgefiihrt werden
-G:CZNI'+%, c=N"J (25)a, b

womit die kompri mierte Schreibweise

= S +N-JO+§eCIG +Cl"'+8 'G,+C, _1 +g 6, +c, 9k 26)

moglich wird. Nach Definition 1 ist der reelle skalare Teil gleich Null und der imaginare
vektorielle Teil gleich Null. Dies entspricht der bekannten Kontinuitatsbedingung

(Erhalt der Ladung) und ist:
qr

—+RN.J=0 2
- (27)

bé C=N"J und G=0
Neu an dieser Formulierung ist, dass die Kontinuitétsbedingung — éhnlich wie die LO-
RENTZ-Bedingung — nur bei G = 0 zwingend gilt, sonst aber wegen C=K" J weitere
Interpretationen zulafit.
Die LorenTz-Kraft
Definieren wir den Quaternion-Impuls mit

Po Lw+pi+ pj+p,k (28)
c
so gilt fUr den Quaternion-Impuls eines Potentialfel des auf eine elektrische Ladung q:
]Pq =-gA (29)
Daraus berechnet sich die gesamte elektrische Energie W, einer Ladung q
W, = -qj (30)
und der dreidimensionale Impuls mit
Pg =-0A (31)
Definieren wir die Vierer-Kraft mit
Fo lp+Ei+F,j +Fk 32
c
so folgt fur die Kraft des Potentialfeldes auf eine Ladung q:
dA
F, :qE:q(VV)A ()
Das ergibt fir den vektoriellen Teil
. 1
F,=VE, =qgE+v’ B)-v gezﬂlﬂ\m +|ae(B-X'E%§ (34)
e C

Der erste und zweite Term entspricht gemal3 Definition 1 einer physikalisch reellen
Kraft. Der erste Term beschreibt die bekannte LORENTZ-Kraft auf eine freie Ladung

F,=q(E+v’B) (35
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Der zweite Term entspricht der LORENTZ-Bedingung (23) und ist nicht zwingend Null.
Der dritte Term in (34) ist gemaR Definition 1 gleich Null. Daraus folgt der bekannte
Zusammenhang:

V.,
B :? E (36)
Der skalare Teil von (33) ist
é i &l 1
P, =SP, =qa& veB+—V:E- ic ——+N A (37
q q g C 8 &i

Nach der Definition 1 ist der erste und zweite Term physikalisch existent, wahrend fir
den dritten Term gilt:

veB =0 (38)
Folgt die Bahnkurve einer elektrische Ladung genau den Feldlinien von B, so wird auf
diese Ladung keine Kraft ausgelibt. Der zweite Term ist abhangig von der LORENTZ-

Bedingung (23) gilt. Der erste Term entspricht der Energieaufnahme- bez. —abgabe
(Lestung) P, = dW/dt einer Ladung, welche sich in einem elektrischen Feld bewegt:

q

dw,
P = i E (39

Die Transformation der Felder

Will man die LORENTZ-Gleichung (35) ohne das magnetische Feld schreiben, so kann
dazu (36) in (35) eingesetzt werden:

< vV, ;. \U

Fq:q§E+C—2 (v E)EI (40)

Ist die Leistung P, = 0 so ist v>xE= 0, und aus (40) wird
F, = agl- v v % (41)
g

Dieser Zusammenhang wurde auch von MEYL!® aufgestellt, er ist aber, wie oben
gezeigt, nicht allgemein glltig.
Die MaxweLL'schen Gleichungen

Wird der LAPLACE-Operator auf das Quaternion-Potential angewendet, so folgt mit
(21) nach etwas Algebra fir den Skalartell

SHA =- N-B +l§<|.E+1aei2ﬂL+ R.A S “2)
c&  ft&c? a
und fir den Vektorteil
1 9E 1 5 B .. 6
VEA=R" B-—ﬂ— nEL I N-A?-lad] +RES 43)
&2t c&Mt 7]

Ahnliche Gleichungen wurden bereits von HONIG” vorgestellt. Aus dem Imaginérteil
folgt mit Definition 1 direkt dasAMPERE' sche Gesetz

1B iR E=0 (44)

qt
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Wahlen wir nun den Ansatz

WA =m] (49)
so folgt mit (42) das erweiterte COULOMB' sche Gesetz
N.E+1£i2ﬂ_J+N.A2:L (46)
Tt&c 1t 5 e

welches mit der LORENTZ-Bedingung (23) Ubergeht zur bekannten MAXWELL* schen
Gleichung

eN-E=N.D=r @7
Der gleiche Ansatz mit (43) liefert das erweiterte FARADAY* sche Gesetz mit
. 1E .eel - 0
R e-~TE RE TRl (48)
c T &c? 1t o]

was mit der LORENTZ-Bedingung (23) Ubergeht in die bekannte MAXWELL‘sche Glei-
chung

N"B->—=m 49
e (49)

Dieletzte MAXWELL ' sche Gleichung fol gt aus dem realen Skalarteil und ist
NeB=0 (50)

Die erweiterten MAXWELL ' schen Gleichungen ohne Einfuhrung der LORENTZ-Bedin-
gung fir lineare Medien sind somit:

- 11E ~aelff . 0
N'B-—>—=m)- Noe"— +N.A = 48
T T “8
R E+IB - (44)

qt
- r Yellfj ~ 0

NeE= —- —ay—+NeAZ 46
e Tt&c 1t P “8)
N.B=0 (50)

Mit der klassischen und meist verwendeten LORENTZ-Bedingung gehen die oben
vorgestellten erweiterten MAXWELL'schen Gleichungen Uber in die heute
gebrauchliche Form.

Betrachten wir nun die Quaternion-Stromdichte, so kann diese auch mit der
Quaternion-Geschwindigkeit definiert werden zu:

JorV=icr+Ji+J,j +J,k (51)

Das bedeutet, eine Ladungsdichte r bewegt sich im vierdimensionalen Raum. Dies
entspricht der Vorstellung eines elektrischen Stromes.
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Kinematik — Analog zur Elektrodynamik

Der Impuls eines GeschwindigkeitsfeldesU auf eine Masse m ist
P, =mU (52

Die Analogie mit (29) ist deutlich. Weil die elektrischen Potentialfelder bei Ladungen
dem gleichen Impulsgesetz gehorchen wie die Geschwindigkeitsfelder bei Massen,
lassen sich die Vorgange der Elektrodynamik analog zur Strémungsmechanik
darstellen. Das elektrische Feld des Viererpotentials entsprecht dem Feld der
Vierergeschwindigkeit, die Ladung q entspricht der Masse m.

Waéhrend in der Definition des Ladungsimpulses (29) ein externes Feld Verwen-
dung findet, wird Ublicherweise bei der Definition des Massenimpulses(52) die Eigen-
geschwindigkeit der Masse m (gegentiber einem Beobachter) verwendet. Die Impuls-
gesetze fur die Ladung und fur eine Masse sind demnach nicht gleich definiert. Dies
ist nachfolgend gedndert. Die vierdimensionale Eigengeschwindigkeit ist in analoger
Schreibweise zu (19):

2

Uois +iU,+jU,+kU,=ic +iU, +jU,+kJ ,=i +U (53)
c
Daraus folgt mit der Definition des Impulses(28) die gesamte Energie einer Masse m
W, =mc? (54
und der dreidimensionale Impuls
P, =muU (59

Jeder Korper beschreibt im vierdimensionalen Raum — analog zum MINKOWSKI-Raum
—eine Weltlinie. In der Physik macht die Definition einer absoluten Geschwindigkeit U
keinen Sinn, sondern nur die Definition einer relativen Geschwindigkeit u zwischen
zwei Korpern. Diese Relativgeschwindigkeit ergibt sich aus der Differenz der
vierdimensionalen Geschwindigkeiten zweier Korper zu

U=V -W =i(vy- wy)+j(Vy-w,)+K(vs-ws) =iy +u, +ku, =u (56)

In der Physik kann der Impuls nur bezogen auf eine Relativgeschwindigkeit u
gemessen werden, also zwischen mindestens zwei Kérpern. Deshalb wird der Impuls
oft definiert gemals:
P =Mu (57)

Dem gegeniiber wird die gesamte Energie einer Masse nicht zwischen zwei Massen
sondern auch auf einzelne Massen definiert, weshalb (54) weiterhin gliltig ist.

Ahnlich wie in der Elektrodynamik, welche Kréfte zwischen Ladungen beschreibt,
kann fur die Krafte zwischen Massen ein zu (21) aguivalenter Ansatz formuliert
werden:

c=tm=rt- ¥ g T=R"U (539ab
m it
mit

F.. Kraft auf eineMassem [N] =[kgm/s?]
G: Kinemassisches Kraftfeld [m/s

U.  Geschwindigkeitsprojektion der Masse min R3 [m/¢]

f:  Gravitationspotential [n? /s

T: Drehungsfeld [1/9]
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Das kinemassische Kraftfeld kann in zwei bekannte Teile zerlegt werden:

G,=-Nf ud G, =- %—T (59)ab
mit
Gg: Gravitationsfeld [m/s
Gr: Trégheitsfeld [m/s7]
Damit folgt mit (32) fur die Kraft auf eine Masse m mit der Eigengeschwindigkeit V:
F,, _moc'iitj_- (Vw)u (60)

Das ergibt fir den vektoriellen Teil:

G

Fm:V.Fm:mg(G+V'T)-VaeiE+NU %i%r- V- % @
é ¢ it & ¢ &
Der erste Term ist die gravitative Lorentz-Kraft

=m(G+V ') (62)

Der zweite Term ist analog zur Lorentz-Bedingung und der dritte Term bildet den Zu-
sammenhang

(€3

_|

1
W<

o

Der skalare Teil von (60) ist

éi el It
P, =S, =mgv.G- ic ——+ Ne S_+v-T (64)
& & A
Der erste Term entspricht der Energieaufnahme- bez. —abgabe (Leistung) P, = dW/dt

einer Masse, welche sich in einem Gravitationsfeld bewegt:

P =—=mv.G (65)

m

Wie bei der elektrischen Kraft [a3t sich auch die Gravitationskraft mit (63) in (62) zu-
sammenfassen zu

é. VvV, ., _\U
F,.=maG+=" (v G)/, 66
n=mest (v G)g (69
IstdieLeistungP,=0s0istvxG=0, undaus(66)wird
—mai ; 67)
e ;a

Wie gezeigt, kénnen die Kréfte auf eine Masse analog zur Elektrodynamik
beschrieben werden. Will man allerdings die Kraftwirkungen zwischen Massen auf
grundlegendere Kréfte zwischen Ladungen zurtickfihren, so diirfen keine Potentiale f
und U angenonmen werden, die unabhangig von j und A sind. Es wird in einem
anderen Papier*? dargelegt, daR dies eventuell méglichist.
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Kinematik — nach Newton

Im Gegensatz zu obiger Beschreibung ist in der NEWTON’schen Mechanik die
Geschwindigkeit oder die Beschleunigung immer die Bewegung einer Masse relativ zu
einem Beobachter. Es gilt die Grundgleichung:

Fy = ma (68)
oder in Quaternion-Schreibweise:
Fy :mZ—Y:-m(VV)V (69)

Daraus folgt mit P =iW/c +ip; +jp, + kps und V =ic +iv, + jv, + kv sofort:
W =m¢? und p=myv (70)

Bevor wir (69) weiter behandeln, soll wie schon vorgangig praktiziert, der Quaternion-
Nabla-Operator auf die Geschwindigkeit ausgelibt werden:

v

WV =-Nev+N" v+i— (71)
1t
womit mit der Definition 1 fir den skalaren Teil die bekannte Kontinuitatsgleichung
Nev=0 (72)

folgt, welche nur fur v/t = 0 (imagindrer Vektortell gleich Null) giltig ist. Fir den
vektoriellen Teil von (69) gilt nun:

i v - P e~ v, vdl
Fu =V By =mi e v(f)- v (@7 v) IR v e g P

Der reelle Teil entspricht wiederum einer physikalisch reellen Kraft. Diese Kraft ent-
spricht der Tragheitskraft einer beschleunigten Masse, welche umgekehrt zur
Richtung der Beschleunigung wirkt. Es ist beachtenswert, dass diese Tragheitskraft
im mittleren, reden Term von dem aus der Fuidmechanik bekannten
Beschleunigungsfeld nicht abweicht, denn diesesist

=WV RO v (). (74)

Fir eine geradlinige Beschleunigung ergeben beide Gleichungen noch dieselben
Tréagheitskréfte, nicht aber fur krummlinige Beschleunigungen. Der imaginédre Term ist
wie bisher Null zu setzen, so dass ein neuer Zusammenhang folgt:
~ v, v
N v=—"— 75
Z (79
Man beachte wieder die starke Ahnlichkeit zur Elektrodynamik mit der Gleichung (36).
Der skalare Teil von (69) ist:
[ =% v vl
Py =SFy =mj Vve(N" V)+iciN eV+ —e— 76
N N : ( ) 8 c 9t % ( )

Aus dem reellen Teil ist mit Definition 1 ersichtlich, dass N~ vimmer senkrecht auf v
stehen muss, damit dieser Term zu Null wird.
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Quantenmechanik

Relativistische Wellengleichung

CoNWAY'? hat 1937 eine mdgliche Schreibweise der relativistischen Wellengleichung
mit Quaternionen gezeigt, wenn man die HAMILTON'schen Einheiten als Pre- und
Postfaktoren verwendet. Nachfolgend wird mit der hier vorgestellten Quaternion-
Notation die relativistische Wellengleichung hergeleitet. Dazu benitzen wir den
Impulssatz

P=mVv @
und die Definition der gesamten Energie einer Masse
E° c|P| @

so dass daraus und mit der Definition 5 die EINSTEIN‘sche Formel hergel eitet werden
kann fir m=1..3:

E2=m’'+ éQ 1, ©)

Bis hierhin wurde die Energie a's eine skalare Funktion ausgedriickt, welche beispiels-
weise fir einen ruhenden Korper einen konstanten Wert annimmt. Die Quantenphysik
hat aber gezeigt, dass dies nicht korrekt ist, sondern dass die Energie oszilliert und
somit einer Wellenglei chung geniligen muss. Die Gleichung (3) kann somit nur als, sta-
tistisch gemittelte’ Gleichung einer Ansammlung vieler einzelner , Energieoszillatoren”
verstanden werden. Fir einzel ne sogenannte Elementarpartikel wird die Schwingungs-
eigenschaft der Energie sichtbar.

Gleichung (3) ist bereits in einer quadratischen Form, wie dies auch bei den Dif-
ferentialoperatoren einer Wellengleichung der Fall ist. Um die Wellengleichung hinter
der Energiegleichung zu finden, werden die in der Quantenphysik bereits etablierten
Substitutionen fur die Differentiale notwendig

E® A und p,® Y

, 4
ic Tt i X @

worin 72 dem PLANCK' schen Wirkungsquantum entspricht. Diese Differentiale miissen

nun auf eine neue Funktion angewendet werden. Dies ist nicht anderes als eine (ein-
heitslose) Wellenfunktion Y. Diese Wellenfunktion kann ebenfalls durch ein
komplexes Quaternion dargestellt werden:

Y =iy, +y ity j+y.k ®
Damit folgt durch Einsetzen in (3) DIRAC' s relativistische Wellengleichung
2.2
AW ov+MCy oo )
c° Mt h

Teilchen ohne externe Potentialfelder
DIRAC hat die Energiegleichung (3)

E:icﬁzcué_pri ©

durch Wurzelziehen l6sen kdnnen, indem er Matrizen eingefiihrt hatte. Anderseits
bietet die Gleichung (2) eine andere Mdglichkeit ohne Wurzelziehen durch direktes
Vewenden des Quaternion-Impulses. Das Vorzeichen des Quaternion-Impulses darf

copyright © (2000) by AW-Verlag; www.aw-verlag.ch Seite 11



sich darin allerdings nicht andern. Dies kann durch ein Umformen von Gleichung (2)
erreicht werden:

E° +cP  dennesist E=|E|=+c|P| ®

Die beiden moglichen Vorzeichen zum Energiezustand in (7) und (8) hat DIRAC
veranlasst, die Existenz von Antiteilchen — insbesonders des Positrons — zu
postulieren. Durch Einsetzen der Substitutionen (4) in (8) folgt eine weitere Gleichung
DIRAC'S:

?‘Y ﬂY ﬂY 1ﬂ_-ch 0, ©)
efxy ‘Isz ‘nx3 c Mt g

Diese Gleichung unterscheidet sich auf den ersten Blick zur originalen DIRAC-
Gleichung dadurch, dass keine Matrizen verwendet werden. Allerdings lassen sich
auch die HAMILTON'schen Einheiten als Matrizen schreiben (siehe Anhang A).
Durch Ausmultiplizieren von (9) folgt so das Gleichungssystem:

hiyo - mey, - h%+ﬂy_2+ﬂy_3._?:
c It iédMx ™ Mg
_M_ mcyl h?m M+w_22:
c Tt é X X, T g (10
1 aa1 My, W6,
39
EM_ mey , ?h-%- M
c 1t efx, Tx, ﬂxsﬂ

Wie bei dem DIRAC' schen Gleichungssystem werden auch hier vier Gleichungen fiir
ein Teilchen ohne externe Potentialfelder vorgestellt. Analog zum Vorgehen ohne
externe Potential e kann auch mit externen Potential en vorgegangen werden.

Teilchen im externen Potentialfeld

Durch ein externes Potentialfeld andert sich der Impuls eines geladenen Teilchens.
Definiert man den Impuls eines externen Feldes auf eine Ladung g mit

P, =-0gA (11)
so folgt flr dessen Energie
E, ° c|B,|=- calal 12
und
E, = FcoA (13
Die Gesamtenergieist dann
E =c(+PFqA) (14)

Die erweiterte DIRAC Gleichung folgt daraus wieder durch die Substitution der Energie
und des Impulses:

Taeﬂ o ae'ﬂ 0. e 6 19¢
hii - A, 4 - 4j+oc—- gA J<+—— mc+ =0
1S, q : gﬂ X A, J T, q IV) q ) (15

Auch in diesem Fall kbénnen Quaternionen anstelle von Matrizen verwendet werden.
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Zusammenfassung

Mit der Einfuhrung von komplexen Quaternionen nach den Definitionen 1 bis 4
konnten alle Grundgleichungen der Elektrodynamik in sehr kompakter Form erfaldt
werden. Es ergeben sich daraus sogar neue Ansédtze zur Schreibweise der
MAXWELL‘schen Gleichungen in Abhangigkeit von der Verwendung der LORENTZ-
Bedingung. Dieses Ergebnis darf aber nicht darliber hinwegtéuschen, dass keine
befriedigende Erklarung vorliegt, warum gerade diese Art einer vierdimensionalen
Zahl in der Elektrodynamik so erfolgreich verwendet werden kann.

Neben der Elektrodynamik eignen sich Quaternionen auch gut zur Anwendung in
anderen Gebieten der Physik, wie beispielsweise der Kinematik oder der Quantenme-
chanik. Ganz besonders interessant ist die Struktur der verwendeten komplexen
Quaternionen, hat doch diese Zahl keinen reellen Term mehr.
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Anhang A
Nach Arthur CAYLEY lassen sich komplexe Zahlen als Matrizen darstellen:

) o
a+ib=goo mi i:g@ © 1)
&b €l Oy

Beispidl:
-16a® - 16 21 06
i2:ii:gé) Sg@ S @)
gl 0gdl Og &0 -1g
DieHAMILTON' schen Einheiten der Quaternionen bilden zusammen mit den Zahlen 1

und -1 eine nicht-ABEL‘sche Gruppe achter Ordnung, deren ersten vier positiven
Elemente sind:

s 06 . a0 16 @ i A 06
i= = j= + =¢c. = 1= = (€)

%0 -ip &1 0 i 0 €0 1,

Setzt man nun fir die imaginére Einheit i die Matrix aus(1) ein, so folgt:
® 10086 =00 106
i_glooo:__goo 017
“¢00 0 1+ '7¢100 0+
€00 -10; o -100;

20 0 0-16 & 0 0 05
0010 S 100
=¢ = 1= : (4
€0 -1 0 0% ~ €00 1 0%
€1 000; 00 15

Das Quadrat dieser Matrizen ergibt jeweils —1, wie es die HAMILTON’ sche Definition
(2) verlangt.

k
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