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Einleitung 1

Dieses essential handelt von Modulformen und ihrer Bedeutung als fundamentale
Werkzeuge in der Mathematik. Diese — zunéchst rein analytisch definierten — Funk-
tionen treten in sehr vielen Bereichen der Mathematik auf: Sehr prominent in der
Zahlentheorie, aber auch in der Geometrie, Kombinatorik, Darstellungstheorie und
der Physik.

Hiufig tauchen Modulformen auf, wenn man erzeugende Reihen von inferes-
santen Folgen a(n), n € N, komplexer Zahlen betrachtet. Interessant kann hierbei
bedeuten, dass man eine zahlentheoretische Funktion betrachtet, aber auch andere
Funktionen, beispielsweise aus der Physik, sind denkbar. Mdchte man nun zum Bei-
spiel Aussagen iiber das Wachstum der a (n) treffen oder eine alternative Darstellung
oder einfachere Beschreibung finden, so ist ein Ansatz, die sogenannte erzeugende
Reihe der a(n) zu betrachten, namlich

Z a(n)q".
n=1

Hierbei ist ¢ zuniichst eine formale Variable. Setzt man nun g := ¢2"?, wobei z ein
Element der oberen komplexen Halbebene H := {z € C | J(z) > 0} ist, so erhilt
man hdufig eine Modulform. Alleine die Eigenschaften von Modulformen ermog-
lichen es, Wachstumsaussagen zu treffen und héufig auch eine einfache Formel fiir
die a(n) zu finden.

In diesem essential wiederholen wir im ersten Kapitel zunichst die notwendigen
Grundlagen aus der komplexen Analysis und definieren dann das fundamentale
Objekt, ndmlich Modulformen. Im dritten Kapitel konstruieren wir Modulformen
und geben einige Anwendungen in der Zahlentheorie an. Das vierte Kapitel greift
zwei wichtige Aspekte der Theorie rund um Modulformen auf, ndmlich Hecke-
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2 1 Einleitung

Operatoren und L-Funktionen von Modulformen. Hier beleuchten wir kurz die
Verbindung zu elliptischen Kurven. Den Abschluss bildet ein Kapitel iiber reell-
analytische Verallgemeinerungen von Modulformen, die in der aktuellen Forschung
eine bedeutende Rolle spielen.

Zum Schluss sei darauf hingewiesen, dass dieses essential nur einen sehr kleinen
Bereich von Anwendungen der Theorie der Modulformen abdeckt. Fiir ein deutlich
umfassenderes Bild verweisen wir auf [KK07, BvdGHZO0S8] und [Ono04]. Eine
Einfiihrung in rechnerische Aspekte bietet [Ste07].

Zudem mochte ich Markus Schwagenscheidt dafiir danken, dass er dieses Buch
sorgfiltig Korrektur gelesen hat.
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Grundlagen der komplexen Analysis

2.1 Holomorphe Funktionen
Die komplexen Zahlen bezeichnen wir wie iiblich mit C.

Definition 2.1 Sei U C C eine offene Teilmenge von Cund zg € U. Eine Funktion
f : U — C heiit komplex differenzierbar in zg, wenn

lim L@~ f&o)
m —

>0 Z2—20

existiert. In diesem Fall heit f'(zo) := lim,_, f(z;:ifo(zo) die Ableitung von f an
der Stelle 7.

Beispiel 2.1 1. Sei p(z) = Y 5 anz" € Clz] ein Polynom. Dann gilt fiir z # zo
nach der geometrischen Summenformel

m m n—1
p(2) — p(zo0) " =z ion—1-j
= E an = E an E 7'z,
< <0 n=1 < <0 n=1 =0
m n—1 m
— E ay E 1871 = E nanzgfl.
720
n=1 j=0 n=1

Also ist p(z) komplex differenzierbar in allen Punkten z( € C.
2. Die Funktion f : C — C, z — R(z) ist in keinem Punkt zo € C komplex
differenzierbar. Es gilt ndmlich
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4 2 Grundlagen der komplexen Analysis

fGo+/n) — fo) _1/n _  floti/n)—fzo) _

= , - 0.
20+ 1/n—20 1/n z0+i/n—20

Definition 2.2 Sei U C C eine offene Teilmenge von C und zg € U. Eine Funktion
f : U — C heilt holomorph in zp, wenn f in einer Umgebung von zo komplex
differenzierbar ist. Die Funktion f : U — C heiBt holomorph, wenn f in allen
Punkten zg € U komplex differenzierbar ist.

Holomorphe Funktionen der Periode 1 besitzen eine besondere Darstellung als Fou-
rierreihe, die wir im folgenden Satz beschreiben.

Theorem 2.1 Seien —0o <a <b <oound S, :={z € C:a <J(z) < b}ein
Streifen in C. Sei f : S, — C eine holomorphe Funktion mit der Periode 1. Dann
ldsst sich f eindeutig als Fourierreihe darstellen

f@= > ame™m™,

n=—00

die auf dem Streifen S, absolut konvergiert und lokal gleichmdiflig gegen f kon-
vergiert. Fiir einen Punkt zo € S, p und n € Z gilt

1
a(n) = / fx +iy)e_2”i”(x+iy)dx, y € [a, b].
0

Fiir eine genaue Beschreibung des komplexen Integrals verweisen wir auf [FB93].

2.2 Meromorphe Funktionen

Auch Funktionen mit gewissen Singularititen werden fiir uns interessant sein. Sei
U C C eine offene Teilmenge von C. Wir betrachten isolierte Singularititen a €
U von f: Dies sind Punkte @ € U, zu denen ein r > 0 existiert, sodass die
Einschrinkung von f auf K, (a) \ {a} holomorph ist. Hierbei bezeichnet K, (a) den
Kreis mit Mittelpunkt @ vom Radius r > 0.

Definition 2.3 Sei U C C eine offene Teilmenge von C. Weiter sei f : U \ {a} —
C eine holomorphe Funktion, die in @ € U eine isolierte Singularitit hat. Gilt
lim;_,, | f(z)| = 0o, so sagt man, dass f in a einen Pol hat.
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Zu einem Pol a einer holomorphen Funktion f : U\{a} — Cexistierteine eindeutig
bestimmte natiirliche Zahl n € N und eine holomorphe Funktion /2 : U — C mit

f@=@G@-a)" h(z), zeU\{a}, h(a) #0.

Man nennt die Zahl n die Ordnung oder Vielfachheit des Pols in a. Man schreibt
—n = ord, (f).
In diesem Fall besitzt die Funktion f eine sogenannte Laurent-Entwicklung der

Form
o0

f@= ) bm@z-a"
m=—n
Die Koeffizienten b(m) sind eindeutig bestimmt und konnen explizit beschrieben
werden (siehe dazu zum Beispiel [FB93]).

Definition 2.4 Sei U C C eine offene Teilmenge. Eine holomorphe Funktion f :
U\ Py — C heilit meromorph, falls Py eine diskrete Teilmenge von U ist und f
in den Punkten von Py Pole besitzt.
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3.1 Die Operation der Modulgruppe auf der oberen
Halbebene

Wir betrachten im Folgenden die obere Halbebene der komplexen Zahlenebene
H:={ze€C| () > 0}.

Die spezielle lineare Gruppe der 2 x 2-Matrizen mit Eintrégen in den ganzen Zahlen

SLy(Z) = {M - (‘C’ Z) € 72 | det(M) = 1}

operiert auf der oberen Halbebene mittels gebrochen linearen Transformationen
(oder Mobiustransformationen)

az+b ab
2> Mz = td’ M = (c d) e SLy(7Z).

Fiir M = (45) gilt

3(z)
lcz +d|?*’
also ist die Operation wohldefiniert. Ebenfalls rechnet man schnell nach, dass Ez =
z, wobei E die Einheitsmatrix bezeichnet, und dass M(Nz) = (M N)z fir M, N €
SLy(Z) gilt. Man nennt die Gruppe SL»(Z) auch die Modulgruppe.

I(Mz) =

Beispiel 3.1 1. Die Matrix T = (1) wirkt durch Translation Tz = z + 1.
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8 3 Modulformen

2. Die Matrix § = (? Bl ) wirkt durch eine Inversion am Einheitskreis Sz = —%.
Ein fiir uns wichtiges Resultat ist der folgende Satz.
Theorem 3.1 Die Modulgruppe SLy(Z) wird von den Matrizen S und T erzeugt.

Ein Beweis dieser Aussage findet sich beispielsweise in [KKO07].

3.2 Die Modulfigur

Wir beschreiben nun einen Fundamentalbereich fiir die Operation von SL,(Z) auf
der oberen Halbebene. Hierbei handelt es sich um eine offene Teilmenge . C H,
sodass keine zwei verschiedenen Punkte aus .# dquivalent unter der Operation von
SL;(Z) sind und jeder Punkt z € H unter der Operation von SL;(Z) zu einem Punkt
in % dquivalent ist.

Theorem 3.2 Die Menge

11 1
F = {Z €eH N e (—5, 5], 2l = 1, |z > 1 fiir R(z) € (—5,0“

ist ein Fundamentalbereich fiir die Operation von SLy (Z) auf der oberen Halbebene
(siehe auch Abb. 3.1).

Beweis Wir zeigen zunichst, dass es zu jedem z € H eine Matrix M € SL,(Z)
gibt, sodass Mz in der Menge

~ 1 1
F = H >1, 0N -, =
=ze | 1z] > (z)e[ 3 2“

liegt.
Das Gitter Zz + Z liegt diskret in C (siehe zum Beispiel [KK07]). Also gibt es
ein Paar (c, d) € 72 \ {(0, 0)}, sodass

|mz 4+ n| > |cz+d| fiir alle (m,n) € 7? \ {(0,0)}.

. . _ k 3k : 1 1 1
Wir wihlen Mo = () € SLy(Z), dann gilt i = Tezyar und damit
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Abb. 3.1 Der Fundamentalbereich .%

S(Mz) < I(Mpz) fiir alle M € SLy(Z). 3.1

Zu 7 := Moz betrachten wir nun zo +n = (") zo mit n € Z. Durch geeignete
‘Wahl von n kann man annehmen, dass [N (zg)| < % da sich der Imaginirteil von zg
dadurch nicht dndert.

Wihlen wir in (3.1) speziell M = (? _01 ) Moy, so folgt

0—1 J(zo)
I(z0) = 3 20)=—5.
(o) = <<1 0) °> 20l
also |zo]2 > 1.

Wir bemerken nun noch, dass die Punkte z € H mit R(z) = :i:% durch die
Operation der Matrix T (z +— z + 1) zueinander dquivalent sind. Die Punkte z € H
auf der linken und rechten Hilfte des Kreisbogens |z| = 1 werden via S (z — — %)
ineinander iiberfiihrt.

3.3 Der Vektorraum der Modulformen

Definition 3.1 Sei £ € Z. Eine Funktion f : H — C heilit Modulform vom
Gewicht k zu SL(Z), wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. f ist holomorph auf H;
2. Esgilt
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ab

f(Mz) = (cz +d)¥ f(z) fiir allez € Hund M = (c J

) € SL2(Z);

3. f ist holomorph in co.
Falls f in oo verschwindet, nennt man f eine Spitzenform vom Gewicht k zu SLy(Z.).

Wir wollen den letzten Punkt in der Definition, die Holomorphie in co, genauer
beleuchten. Die Invarianz unter der Matrix 7T impliziert die 1-Periodizitit einer
Modulform f. Nach Satz 2.1 besitzt f also eine Fourierentwicklung.

Die Abbildung H — {g € C: 0 < |g| < 1}, z > e¥i% =: g ist surjektiv und

holomorph. Wegen der 1-Periodizitit von f ist die Funktion g(q) = f (logq>

2mi
wohldefiniert und holomorph fiir 0 < |g| < 1. Also besitzt g eine Laurent-
Entwicklung g(¢) = >,z a(n)q". Dass f holomorph in oo ist bedeutet nun,
dass g(q) = ZZO:O a(n)q" gilt. Damit besitzt f eine Fourierentwicklung der Form

fl)= X:a(n)ez”i"Z mit a(n) € C.

n=0

Falls f eine Spitzenform ist, gilt a(0) = 0. Weiter ist a(n) = fol flx +
iy)e_zni”("+iY)dx, wobei y > 0 beliebig ist.

Anmerkung 3.1

1. Seik € Z ungerade. Dann gilt

@) = f(=E)) = (=D f) = —f(2),

also gibt es keine Modulformen von ungeradem Gewicht zu SL,(Z).

2. Wegen SLy(Z) = (S, T) reicht es, die Transformationseigenschaft in 2. fiir die
Matrizen S und T zu iiberpriifen.

3. Sei f eine Modulform vom Gewicht k zu SL,(Z) und g eine Modulform vom
Gewicht £ zu SL;(Z). Oftensichtlich hat f - g dann Gewicht k - £.

Definition 3.2 Fiir £ € Z bezeichne M} den C-Vektorraum aller Modulformen
vom Gewicht k zu SLy(Z) und S; den C-Vektorraum aller Spitzenformen vom
Gewicht k zu SL, (Z).
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Die Vektorraume M und S sind endlichdimensional. Um eine Identitdt zwischen
zwei Modulformen zu zeigen, muss man also nur eine endliche Anzahl von Fou-
rierkoeffizienten vergleichen. Im Folgenden bestimmen wir in einigen Fillen die
Dimension dieser Vektorrdume. Zunichst bemerken wir, dass M = {0} fiirk < O
gilt.

Zunichst leiten wir die sogenannte %-Formel her.

Theorem 3.3 Sei k € Z und f € My, f # O, eine nicht triviale Modulform vom
Gewicht k zu SLy(Z). Dann gilt:

1 1 k
F0rdi (f) + Ford, (f) + ordoo () + Z} ord:(f) = 1
z#p,i

mit p = e3 . Hierbei sei

o0

ordeo (f) = min{n : a(n) # 0}, wobei f(z) = Za(n)q”.

n=0

Beweis Wir geben eine kurze Beweisskizze an.

Man integriert die Funktion h(z) = % entlang des in der Abb. 3.2 dargestell-
ten Weges y,, der den Rand des in Hohe J(z) = T abgeschnittenen Fundamen-
talbereichs gegen den Uhrzeigersinn ablduft, und benutzt den Residuensatz aus der
komplexen Analysis. Dabei wihlt man ¢ so, dass y, alle Null- und Polstellen von
f auBer p und i in .% einschlief3t. Dann gilt

1
— h(z)dz = ord, f.
27i Jy, Zé
Z#p,i

Die Integrale iiber die einzelnen Segmente des Weges liefern dann die entsprechen-
den Beitrige in der Formel (nach dem Grenziibergang ¢ — 0).

Mit Hilfe leichter Uberlegungen kann man aus der %—Formel folgende Aussagen
folgern.
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Ye

—1 -

=
11—

Abb. 3.2 Der Weg ;.

Korollar 3.1 Es gilt:

1. My =1{0}, k <0;

2. My=C, Sy = {0};

3. My ={0);

4. dim My < 1 und Sy = {0} fiir k = 4, 6, 8, 10.

Zum Abschluss dieses Kapitels beschreiben wir das Wachstum der Fourierkoeffizi-
enten von Spitzenformen.

Theorem 3.4 Ist f(z) = > oo a(n)q" € S eine Spitzenform vom Gewicht k zu
SL,(Z), so gilt
a(n) =0 (nk/2> fir allen € N.
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Beweis Wir setzen zunichst
f@ =G |f@)l. zeH

und bemerken, dass diese Funktion fiir y = 3J(z) — oo schnell abfillt, also
beschrinkt ist (hier beachte man die Form des Fundamentalbereichs). Es gilt also

If@)] <ey™?, z=x+iyeH,

wobei ¢ > 0 nur von f abhingt. Fiir die Fourierkoeffizienten a(n) von f hat man

1
a(n) = ¥ . / Flx+iy)e 2Ty,
0

fiir alle y > 0. Mit obigen Uberlegungen erhilt man, dass
la(n)| < ey™/2e>m

gilt. Setzt man nun y = % erhilt man die Behauptung.
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Konstruktion von Modulformen und 4
Beispiele

4.1 Eisensteinreihen

In diesem Abschnitt fiihren wir die Eisensteinreihen ein, die man als Bausteine fiir
Modulformen sehen kann.

Definition 4.1 Sei k € Z mit k > 2. Wir definieren die FEisensteinreihe vom
Gewicht k zu SL»(Z) durch

1
Gi(2) = 2: GE?:B?’ZEEE

c,de’
(c,d)#(0,0)

Wir zeigen nun, dass Eisensteinreihen fiir k > 2 Modulformen vom Gewicht
k zu SL,(Z) sind. (Fiir ungerade k verschwinden die Eisensteinreihen identisch.)
Die Holomorphie auf H folgt aus der Konvergenz der Eisensteinreihe, die man mit
klassischen Methoden aus der Analysis zeigen kann. Weiter rechnen wir nach, dass

1
G (T2)) =Gr(z+ 1) = —— = G (2),
K(T2)=Giz+ )= Y et = 0@
c,deZ
(c,d)#(0,0)

indem man im letzten Schritt eine Indexverschiebung durchfiihrt.
Weiter gilt, dass

1 1
Gi(52) = G (—7) = > 1 -
¢ iz (c(=2) +d)
(c,d)#(0,0)
1
I Z _ k
=z —— =(1-z+0)"Gi(2).
— )k
c,deZ (dz —c)
(c,d)#(0,0)
© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2020 15
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16 4 Konstruktion von Modulformen und Beispiele

Wir haben also die notwendige Transformationseigenschaft unter den Matrizen S
und 7" und damit ganz SL,(Z) gezeigt.

Die Holomorphie in oo folgt aus der folgenden Aussage zur Fourierentwicklung
der Eisensteinreihen.

Theorem 4.1 Sei k > 2 gerade. Es gilt

202mi)k & ;
Gi(z) = 2¢(k) + =1 > o1,
" n=1
wobei q = 2Tt g, (n) = ZO<d|n dt die Teilersummenfunktion und ¢(s) =

Y 2, n~" die Riemannsche Zetafunktion bezeichnet.

Anmerkung 4.1 Wir betrachten im Folgenden héufig die normierte Eisensteinreihe

Ex(z) = ﬁGk(z) mit Fourierentwicklung

2k &
1= n
B =1-3 Y ok-1(mg”.
n=1
Hierbei bezeichnet By die k-te Bernoulli-Zahl, die durch e,’fl =y %t" defi-

niert ist. Es gilt die Eulersche Formel

B Qmi)k

2000 = -

- By, k > 2 gerade.

Beispiel 4.1 Wir haben

o0
E4(z) =14240) 03(n)g" = 1 +240q + 2160q> + 6720¢° + ...

n=1

Eine einfache Folgerung aus Korollar 3.1 ist nun, dass
M, = CE

fiir k =4, 6, 8, 10 gilt.
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Beispiel 4.2 Es gilt
E4(2)* = Ez(2),
denn die Dimension von Ms ist 1 und sowohl E4(z)? als auch Eg(z) haben fiihrenden

Koeffizienten 1, stimmen also iiberein.
Daraus folgt direkt die folgende Beziehung zwischen Teilersummenfunktionen

n—1
o7(n) —o3(n)
os(m)yos(n —m) = ————
”; 120

4.2 Die Diskriminante

Wir kommen nun zur Definition der Diskriminante, einer Spitzenform vom Gewicht
12.

Definition 4.2 Die Diskriminante oder A-Funktion ist definiert durch

E3(2) — EX(2)
A7) = 22020 — 2447 +252¢° + ...
(2) 1728 q q~ +252q° +
Auf Grund der Definition und wegen A(z) = g + . .. sieht man sofort ein, dass
A € Sy gilt.

Anmerkung 4.2 Man bezeichnet die Fourierkoeffizienten der Diskriminante auch
mit t(n).

Zu den Eigenschaften der 7(n) gibt es weitreichende Vermutungen von Rama-
nujan. Er bemerkte, dass 7(pg) = t(p)t(g) fiir Primzahlen p und ¢ mit p # ¢
gilt. Diese Eigenschaft wurde von Mordell bewiesen und von Hecke stark ver-
allgemeinert (er entwickelte die Hecke-Theorie fiir Modulformen, man vergleiche
Abschn.5.1).

Ramanujan vermutete ebenfalls, dass |t (p)| < 2p'!/? fiir alle Primzahlen p gilt.
Diese Aussage wurde erst 1974 von Deligne bewiesen. Es ist eine Folgerung aus
den von ihm bewiesenen Weil-Vermutungen.

Eine weitere Vermutung iiber die Fourierkoeffizienten t(n) ist, dass t(n) # 0
fiir alle n € N gilt. Diese Vermutung stammt von Lehmer und ist bis heute offen.

Anmerkung 4.3 Die Diskriminante besitzt die Produktentwicklung

AR =q ] —-gm*.

n=1
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Die Abbildung
My — Skt12, fr> f-A

ist offensichtlich C-linear und ihr Inverses ist gegeben durch Sg4+10 — My, g — %.
Es handelt sich also um einen C-Vektorraumisomorphismus.

Beachtet man S, = A - Mj_1»> und die %-Formel, so folgen mittels einer Induk-
tion die folgenden Dimensionsformeln fiir gerade k:

k
H5l+1, k#£2 d 12),
dimM; = lezj + #2 (mod 12)
L1zl k=2 (mod 12).
Wir sind nun in der Lage, eine explizite Basis fiir den Raum der Modulformen
festen Gewichts anzugeben.

Theorem 4.2 Sei k € Z und seien a, b € Ng mit 4a 4+ 6b = k. Die Modulformen
E{ ~Eg bilden eine Basis des Raums My, der Modulformen vom Gewicht k zu SL,(Z).

Beweis Die Fille k < 20 und k£ = 14 haben wir bereits behandelt. Mittels einer
Induktion nach dem Gewicht k zeigen wir nun die Behauptung.

Wir wihlen a, b € No mit 4a 4 6b = k. Da der konstante Term von g := EY Eg
gleich 1 ist, handelt es sich bei g nicht um eine Spitzenform. Sei nun f € My
beliebig. Wegen g(oo) = 1 # 0 gibtes ein @« € C mit f — ag € Sg. Weil
f — Af ein Isomorphismus ist, gibt es ein h € My_12 mit hA = f — «ag. Nach
Induktionsvoraussetzung ist / ist ein Polynom in £4 und E¢ mit den entsprechenden
Potenzen. Dies gilt nach Definition auch fiir A, also auch fiir f.

Nun zeigt man noch mittels elementarer Uberlegungen, dass es keine nichttri-
vialen Relationen zwischen den Ef Eé’ geben kann.

Zum Ende dieses Abschnitts betrachten wir die sogenannten Ramanujan Kongru-
enzen.

Beispiel 4.3 Fiir die Koeffizienten t(n) der Diskriminante A gilt
t(n) =o11(n) (mod 691) fiirallen € N.

Es gilt

E1n(2) — E¢(2))

1
AQ) = —2
@ = 73048 (

mit



4.3 Die j-Invariante 19

08 - 65

10 > >
En@) =1+ —g— ) onmq", Es@)=1-5043 os(n)".

n=1 n=l1

Wir setzen A := ) 2, 011(n)q" und B := Y 7, 05(n)q". Damit gilt

756 A(2) = 756 -
S64(2) =756 258 691

=65-A+691-(B—252-B%).

691 1008 - 65
(1 -A—1+2-504.B—5042-B2>

Wegen B — 252 - B? € Z ergibt sich bei Betrachtung dieser Gleichung modulo 691
mittels eines Koeffizientenvergleichs die Behauptung.

4.3 Die j-Invariante

In diesem Abschnitt betrachten wir sogenannte Modulfunktionen, Modulformen
vom Gewicht 0. Da es keine holomorphen Funktionen auf kompakten Riemannschen
Fldchen (wie SL,(Z) \ H U {oco}) gibt, miissen wir Pole endlicher Ordnung in co
zulassen.

Definition 4.3 Wir definieren die absolute Invariante oder j-Invariante durch

EjR)
AZ)

jz) = ' +744 4+ 196884g + ..., z € H.

Anmerkung 4.4 1. Aus der lk—z—Formel ergibt sich A(z) # 0 fiir z € H, d.h. j ist
holomorph auf H.

2. Die j-Invariante hat Gewicht 0, also j(Mz) = j(z) fiir alle M € SL,(Z).

3. Die j-Invariante besitzt eine Fourierentwicklung der Form

oo
J@Q=q""+) " jng"

m=0

d.h. j hat einen Pol der Ordnung 1 in oo.
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Theorem 4.3 Die Funktion j : H — C ist holomorph und nimmt in F jeden Wert
aus C an.

Die j-Funktion dient als Prototyp fiir die folgende Definition.

Definition 4.4 Sei k € Z. Eine Funktion f : H — C heit schwach holomorphe
Modulform vom Gewicht k zu SL(Z), wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

1. f ist holomorph auf H;
2. Esgilt

f(Mz) = (cz + d)* f(2) fiir alle M = (Z’ Z) € SLy(2), z € H;

3. Die Fourierentwicklung von f in oo ist von der Form

f@) =) amq"

n=m

mit m € Z. D.h. f hateinen Pol endlicher Ordnung in co.

Den Raum der schwach holomorphen Modulformen vom Gewicht k zu SLy(Z)
bezeichnen wir mit M ,'C

Der Raum der Modulfunktionen, den schwach holomorphen Modulformen vom
Gewicht 0, ist durch komplexe Polynome in der j-Invarianten gegeben.

Theorem 4.4 Es gilt M) = C[].

Einen Beweis dieser Aussage findet man beispielsweise in [KKO07].

4.4 Thetareihen

Wir betrachten die Darstellungsanzahlen einer natiirlichen Zahl n € N als Summe
von vier Quadraten, also

ra(n) = {(a, b, c,d) € Z* | a®> + b* + 2 + d*> = n).
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Allgemeiner kann man auch r(n) mit k € N betrachten.

Wie in der Einleitung beschrieben, versucht man nun mittels der Betrachtung
der Erzeugendenreihe weitere Informationen iiber r4(n) zu erhalten. Es stellt sich
heraus, dass

o0 o0 )
D gt =1+2) ¢" =9()*
n=0 n=1

gilt, wobei ¥ (z) =),z q”2 die klassische Jacobi-Thetareihe ist.
Offensichtlich gilt
V() =0+ 1).

Das Transformationsverhalten unter der Inversionsmatrix ist nun etwas komplizier-
ter. Wir werden sehen, dass ¢/ (z) eine Modulform zu einer sogenannten Kongru-
enzuntergruppe von SL,(Z) ist.

Theorem 4.5 Fiir alle z € H gilt
1
1) (—4—Z> =+ =2iz9(2).

Beweis Wir wenden die Poissonsche Summenformel

D fm =) fametmm

nez mezZ

auf die Funktion f(x) = ™7 ”‘2, t € R. ¢, an. Fiir die Fouriertransformierte f y)
von f(x) gilt

—nyz/t 2
e " du =

N Vi

Fo) = f Fe vy =
R

wenn man im zweiten Schritt die Substitution u = /7 (x — %) durchfiihrt.

Nach der Poissonschen Summenformel gilt somit

1 2
X:e—ﬂnt2 - Zg—rm It
NG

nez nez

Dies zeigt die Gleichung fiir z = % . Durch analytische Fortsetzung folgt die Behaup-
tung.
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Dieses Transformationsverhalten legt nahe, dass es sinnvoll ist, Modulformen zu
Untergruppen von SL;(Z) zu definieren.

Typischerweise betrachtet man sogenannte Kongruenzuntergruppen. In diesem
Buch beschrinken wir uns dabei auf Gruppen der Form

TH(N) = {(‘; z> €SLy(Z) [e=0 (mod N)} .

= (31). (2 9). ()

Wir halten zunichst fest, dass SL(Z) auf der projektiven Gerade PLQ) =
Q U {oo} tiber QQ ebenfalls durch gebrochen lineare Transformationen operiert. Zu

x € P1(Q) betrachtet man
ab ax+b
X = .
cd cx +d

Zum Beispiel gilt

Dabei setzt man

a 0,
ab co=1c°¢ c# sowie ab x = o0, fallscx +d = 0.
cd 0o ¢=0, cd

Definition 4.5 Die Menge der I'H(N)-Bahnen von P1(Q) heiBt die Menge der
Spitzen von I'y(N). Wir schreiben dafiir C(/p(N)) und [x] fiir die Bahn von x €
P(Q) unter der Operation von IH(N).

Beispiel 4.4 1. Es gilt C(SLy(Z)) = {[o0o]}. Sei % € Q mit ggT(a, c) = 1. Nach
dem Lemma von Bézout gibt es b, d € Z mit ad — bc = 1. Damit gilt

ab ab a
(c d) € SLy(Z) und <c d) o0 = =

2. EsgiltC(Ip(4)) = {[oc], [0], [1/2]}. (Einen Beweis dieser Aussage findet man
in [BvdGHZO08].)

Man verallgemeinert nun Definition 3.1 wie folgt.

Definition 4.6 Sei k € Z. Eine Funktion f : H — C heilit Modulform vom
Gewicht k zu I'y(N), wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
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1. f ist holomorph auf H;
2. Esgilt

ab

f(Mz) = (cz+d) f(z)fiiralle z € Hund M = (c J

) € I'H(N);

3. f ist holomorph in allen Spitzen C(IjH(N)). Dies bedeutet, dass fiir My =
(‘Cl Z) € SL2(Z) mit Mgoo = x gilt, dass (cz + d)_kf(Moz) holomorph in co
ist.

Falls f in allen Spitzen verschwindet, nennt man f eine Spitzenform vom Gewicht
k zu I'h(N).

Man kann zeigen, dass diese Definition unabhingig von der Wahl von x € P'(Q)
und My € SLy(Z) ist. Mit My (IH(N)) (Sx (Ip(N))) bezeichnen wir den Vektorraum
der Modulformen (Spitzenformen) vom Gewicht k zu I'H(N).

Nun geben wir ein Beispiel fiir eine Modulform vom Gewicht 2k zu I5(4) an.

Theorem 4.6 Sei k € N. Die Funktion 9% (z) ist eine Modulform vom Gewicht 2k
zu Ip(4).

Beweis Die Holomorphie von 9% (7) auf der oberen Halbebene ist klar. Wir miissen
weiter zeigen, dass %K (z) das richtige Transformationsverhalten unter den Matrizen

T, —E und (}1?) besitzt und an den Spitzen von I (4) holomorph ist.
Das Transformationsverhalten unter 7 und — E ist leicht zu bestimmen. Weiter-

hin gilt
4z +1 442 —4(=1-4)

Nun verwenden wir Satz 4.5 und erhalten

2k
ph(— L )= (—2i <—1 - i)) 9 (—1 - i)
—4(-1-4) 47 47
= (—4)F <4Z+1)2k 9k (_1 _ i) = (—4)k (4Z+l>2k R <_i)
4z 4z 4z 4z)°

wegen der 1-Periodizitidt von ©. Eine weitere Anwendung von Satz 4.5 ergibt
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2k
(—a)f (4%1) (—2i)* 0% (2) = 4z + D*V(2).

Nun miissen wir noch die Holomorphie in den Spitzen zeigen. In der Spitze [oo]
ist dies klar. Exemplarisch zeigen wir noch die Holomorphie in [0], die in [1/2]
rechnet man mit dhnlichen Methoden nach. Es gilt Soo = 0 und

o2k gk (_;) % (?)zk 1941{(2) _ (_l)klc}étk(z)

nach einer leichten Verallgemeinerung von Satz 4.5. Somit folgt die Holomorphie
in [0] aus der Holomorphie in [oo].

Wir zeigen nun, dass 9 mit einer bestimmten Linearkombination von Eisenstein-
reihen iibereinstimmt. Dazu definieren wir die Eisensteinreihe vom Gewicht 2 durch

Exz)=1-24) o1(n)q".

n=1

Eine lange Rechnung zeigt (siehe zum Beispiel [KK07]), dass
1 2 .
E, _E =27°E»(z) — 2micz

gilt. Die Funktion E5(z) transformiert also nicht wie eine Modulform vom Gewicht
2. Mit Hilfe eines Tricks von Hecke kann man allerdings zeigen, dass die Funktion

E;(z) :=E -

5 (2) 2(2) 3@
wie eine Modulform vom Gewicht 2 zu SL,(Z) transformiert. Insbesondere trans-
formieren E73(2z), E3 (4z) wie Modulformen vom Gewicht 2 zu I (4). Die Linear-
kombinationen

E3(z) —2E5(2z) = Ex(z) — E2(22), E5(2z) — 2E5(4z) = E2(22) — 2E»(42)
sind holomorph. Da sie zudem linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis von

M>(I(4)), da die Dimension von M>(1p(4)) gleich 2 ist.
Wir sind nun in der Lage, eine Formel fiir 74(n) anzugeben.
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Theorem 4.7 Es gilt
94(z) = 8(Ea(2) — 2E2(22)) + 16(E»(22) — 2E»(42)), z € H,

und

ra(n) = 8 Z d.

din.4d

Beweis Wir zeigen zunichst die erste Behauptung. Da dim M>([p(4)) = 2 ist,
reicht es zu zeigen, dass die ersten beiden Fourierkoeffizienten auf der linken und
rechten Seite tibereinstimmen. Es gilt

o0 4 oo
94(2) = (1 + Zq”2> =Y ag(n)q",
n=1 n=0

und damit ay4(0) = 1 und ay4(1) = 8.
Auf der rechten Seite gilt fiir den ersten Fourierkoeffizienten

8(—1/24 —2(—1/24)) + 16(—1/24 — 2(—1/24)) =1

und fiir den zweiten 8 - o1 (1) = 8, womit die Behauptung folgt.
Fiir den zweiten Teil der Behauptung vergleicht man die Koeffizienten von ¢".
Es gilt

8E>(z) — 16E2(27) + 16E2(27) — 32E5(42)

o0 o0
=148 o1(ng" —32) oi1(n)g™".

n=1 n=1

Gilt nun 4 { n, so folgt, dass r4(n) =8 Y_ d.Gilt4 | n, so erhalten wir
d\n, 44d

ra(n) = 801 (n) — 320 (%) -8 Y d
dln,a4d
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Weitere Aspekte der Theorie 5

5.1 Hecke-Theorie

Hecke begann Ende der 30er Jahre damit, gewisse lineare Operatoren auf dem Raum
der Modulformen systematisch zu untersuchen. Mittels dieser Hecke-Operatoren
kann man auch die von Ramanujan gefundenen Eigenschaften der Koeffizienten
7(n) der A-Funktion erkliren:

e 7(n) ist multiplikativ, dass heift fiir m, n € N mit ggT(m, n) = 1 gilt t(mn) =
t(m)t(n).
e Fiirr > 1 und p prim gilt: 7(p"t1) = t(p)(p") — p'le(p' ).

Definition 5.1 Seien n € N,k € Z und f € M;. Wir definieren den Hecke-
(k)
Operator T,"’ durch

®) £ k=1 —kd_l az+b
TR f=n*"1>"d Zf(T).

ad=n b=0
d>0

Anmerkung 5.1

1. Man kann Hecke-Operatoren auch fiir Funktionen definieren, die nicht wie
Modulformen transformieren.
2. Die Fourierkoeffizienten von T,,(k) frf=3% a( 7)g? € My sind gegeben

J=mo
durch mn
—1
an = 3 ey ().
d|ggT(m,n)
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mit
0, falls mp = 0,
m> {1, falls mg > 0,
nmg, fallsmg < O.

3. Sei I, .= {M € 72%2 | det(M) = n} mitn € N. Man nennt I" \ I, Rechtsver-
tretersystem von I, mod I", wenn gilt

e Firalle M € I, gibtesein L € ' mit LM € I'" \ [,;
e Sind M|, My € '\ I,, mit M\ = LM, fiirein L € I, dann gilt L = E;.

Nun kann man schreiben: Tn(k) f= nk—1 > flkM.

Mel\T;,
Man sieht so schnell ein, dass Tn(k) € M.

Theorem 5.1 Alle Hecke-Operatoren Tn(k) My — My, n € N, sind Endomor-
phismen, die Spitzenformen in Spitzenformen abbilden.

Definition 5.2 Ein 0 # f € M heiBt Eigenform beziiglich T, n € N, zum
Eigenwert Ay (n) € C, wenn

TR f =apm)f.

Ist f eine Eigenform beziiglich aller Hecke-Operatoren Tn(k) ,n € N, soheift f eine
simultane Eigenform.

Lemma 5.1 Fiir eine nicht konstante Modulform 0 # f € My sind dquivalent:

1. f ist eine simultane Eigenform.
2. ay(1) # O und fiir alle m € No,n € N gilt

apmyagm) =ap() Y. d"ay (%) .

d|ggT(m,n)

Z’;Y{; n €N, und es gilt:

In diesem Fall sind die Eigenwerte A y(n) =
agm)ay(n) = ar(l)ay(mn) fiir alle teilerfremden m,n € N.

Wegen dimSi, = 1 folgt direkt die folgende Aussage.
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Theorem 5.2 Die Diskriminante A ist eine simultane Eigenform und es gilt
T(IZ)A _ .o
" =1(n)A fiir allen € N.

Fiir alle m,n € N gilt

tmrmy = Y. d't (%) .

d|ggT(n,m)

Speziell gilt fiir teilerfremde m, n € Ndann t(mn) = t(m)t (n) und fiir Primzahlen
pgiltt(p™™h =t(pHe(p) — pe(p.

Wir definieren nun ein Skalarprodukt auf dem Raum der Modul- bzw. Spitzenfor-
men.

Definition 5.3 Das Petersson-Skalarprodukt von f, g € My, wobei f oder g € Sk,
ist definiert durch

(f.g) = f FRIDE@ du2)
F

mitz =x +iyund du(z) = d);gy‘

Das Petersson-Skalarprodukt ist C-linear in der ersten und konjugiert-linear in der
zweiten Komponente. Zudem ist es nicht-ausgeartet. Weiterhin sind Spitzenformen
beziiglich des Petersson-Skalarprodukts orthogonal zu Eisensteinreihen.

Man kann weiter zeigen, dass die Hecke-Operatoren selbstadjungiert beziiglich
des Petersson-Skalarprodukts sind, also

(Tnf,g)=(f,Tng), fir f € My, g € Sk, n €N,

gilt. Standardsétze aus der linearen Algebra liefern dann die Existenz einer Basis
von Sy aus simultanen Eigenformen.

In der Hecke-Theorie spielen sogenannte Neuformen eine besondere Rolle. Zu
d € N, definiert man den V-Operator V (d) durch

D emg"lVd) =Y cn)g™.

n=ngp n=ngp
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Fir f € Sy(Io(N)) gilt dann f(dz) = f(2)|V(d) € Sx(IH(dN)). Natiirlich gilt
aber auch f(z) € Sk (Io(dN)),d.h. f ist auf zwei Wegen in Sy (Io(d N)) enthalten.
Man mochte nun zwischen solchen alten Formen und Formen, deren minimale Stufe
dN ist, unterscheiden. Dazu betrachtet man zunéchst den Raum der Altformen vom
Gewicht k zu Th(N)

SPUIHINY = @D Sk (M) | V().

dM|N
M#N

Definition 5.4 Der Raum der Neuformen S;¢” (I'n(N)) ist das orthogonale Kom-
plement von S,?ld (IH(N)) in Sy (IH(N)) beziiglich des Petersson-Skalarprodukts.
Eine Neuform in S}*" (I'y(N)) ist eine normalisierte (d.h. der fiihrende Koeffizient
ist 1) Spitzenform, welche Eigenform aller Hecke-Operatoren, aller Atkin-Lehner-
Involutionen W(Q ) mit p | N, p prim und der Fricke Involution W (V) ist, wobei
0 ein exakter Divisor von N ist und

_(Qpa B 2 (0 —1
W(Qp)—<pr Qp8>EZ’ W(N)—<N 0),

und det(WQp) =0p.a,B,y,08 €.
Wir halten noch die wichtigsten Eigenschaften fest.
Theorem 5.3 Sei k € N. Dann gilt:

1. SPeY(I0(N)) besitzt eine Basis aus Neuformen.
o0
2. Sei f(z) = Y a(n)q" eine Neuform. Dann gibt es einen Zahlkirper K, sodass
n=1

a(n) € Ok fiirallen € N.

3. Seien f(z) # g(z) zwei Neuformen. Dann gibt es unendlich viele Primzahlen
p mit ag(p) # ag(p). Verschiedene Neuformen bestimmen also verschiedene
Hecke-Eigenrdume. Dieses Phdanomen heifst Multiplizitdt 1.
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5.2 L-Funktionen von Modulformen

Wir erinnern zunéchst an wichtige Resultate iiber die Riemannsche Zetafunktion

(@)=Y n* seC, Ns) > 1.

n=1

Diese Reihe konvergiert normal (lokal gleichmiflig und absolut) und die durch sie
definierte Funktion ist holomorph. Die Funktion ¢(s) — ﬁ hat eine holomorphe
Fortsetzung auf C.

Leicht kann man zeigen, dass

1
co) =11 o o> L

p prim

und iiber diese Produktdarstellung erhilt man einen weiteren Beweis fiir die Tat-
sache, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Gébe es ndmlich nur endlich viele
Primzahlen, so wire das obige Produkt endlich und damit wire ¢ (1) rational und
insbesondere endlich. Wir haben aber eben festgehalten, dass ¢ (s) einen Pol an der
Stelle s = 1 besitzt.

Riemann erkannte, dass die Verbindung zwischen der Arithmetik der Primzah-
len und den analytische Eigenschaften der Riemannschen Zetafunktion noch viel
tiefer ist und dass ¢ (s) den Schliissel zum Studium der Verteilung der Primzahlen
liefern soll. Man vergleiche mit den entsprechenden Versionen der Riemannschen
Vermutung.

Theorem 5.4 (Riemann) Die Riemannsche ¢-Funktion besitzt eine meromor-
phe Fortsetzung auf C. Die vervolistindigte Riemannsche Zetafunktion ¢*(s) :=
nil (%) ¢ (s) erfiillt die Funktionalgleichung

¢r(s) = ¢ (1 —s).

o0
Hierbei ist I'(s) = f e~ 't~V dt fiir R(s) > 0 die Gamma-Funktion.
0

Analog zur Riemannschen Zetafunktion betrachtet man nun L-Funktionen von Spit-
zenformen.
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o0 .
Definition 5.5 Sei f(z) = Y a(n)q" , ¢ = €>'%, eine Spitzenform vom Gewicht
n=1
k > 0 zu SL,(Z). Man nennt

L(f,s):= Za(n)n_s , s eC,

n=1

die L-Funktion (oder L-Reihe) zu f.
Man kann zeigen, dass L(f, s) fiir s € C mit R(s) > % + 1 normal (lokal gleich-
miBig und absolut) konvergiert. Dies folgt direkt aus der Abschitzung fiir die Fou-

rierkoeffizienten, die wir in Satz 3.4 hergeleitet haben.

Theorem 5.5 Sei f € Si. Dann hat die zugehorige L-Funktion eine holomorphe
Fortsetzung auf ganz C. Die Funktion

A(f,s) == Qm) " I'(s)L(f,s)
ist ebenfalls ganz und erfiillt die Funktionalgleichung
k
A(f, ) = (=D2A(f k—s).

Die Funktion A(f, s) ist auf jedem Vertikalstreifen beschrinkt, d. h. fiir jedes T > 0
existiert ein Ct > 0, sodass |A(f, s)| < Cr fiiralle s € C mit R(s) < T gilt.

Ahnlich zur Riemannschen Zetafunktion, besitzen auch die L-Funktionen von Spit-
zenformen eine Darstellung als Euler-Produkt.

Theorem 5.6 Sei f € Si, k > 14, ar(1) = 1. Dann sind dquivalent:

1. f ist simultane Eigenform beziiglich aller Hecke-Operatoren.
2. L(f,s) hat eine Produktdarstellung der Form

1
Lif.9 =1 - —1-2
pprin | A PIPT PR

fiir R(s) > 1+ &
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Der Modularitditssatz, den Wiles et al. [Wil95, BCDTO1] im Zuge des Beweises
von Fermats letztem Satz bewiesen haben, stellt nun eine weitreichende Verbindung
zwischen den L-Funktionen von Neuformen und denen von elliptischen Kurven auf.
Sei E eine elliptische Kurve iiber Q gegeben durch die Losungen (x, y) € Q?
der Gleichung y2 = x34ax+b,mita, b € Q, sodass —4a> —27b* # 0, zusammen
mit einem Punkt O im Unendlichen.
Zu E (mit Fiihrer Ng) definiert man nun eine L-Funktion wie folgt. Wir setzen

L(E,s)= [] Lp(E.9).

p prim

wobei

(I —a(p)p™ +p'?)7", falls pt Ng,
Ly(E,s) = (1 —a(p)p™)~", falls p|Ng, p>t N,
L falls p2|Ng.

Hierbei definiert man a(p) = p + 1 — (#Punkte auf £ modulo p).

In den 50er Jahren hat Taniyama vermutet, dass eine solche L-Funktion mit
der einer Gewicht 2 Neuform iibereinstimmt. In den 60er Jahren haben Eichler
und Shimura gezeigt, dass man zu jeder Gewicht 2 Neuform mit ganzzahligen
Fourierkoeffizienten eine elliptische Kurve E iiber Q findet, sodass L(E,s) =
L(G, s). Die andere Richtung wurde dann in den 90ern von Wiles, Breuil, Conrad,
Diamond, and Taylor [Wil95, BCDTO01] bewiesen und hat weitreichende Folgen fiir
diverse Bereiche der Mathematik.

Theorem 5.7 (Modularitiitssatz) Sei E eine elliptische Kurve iiber Q mit Fiih-
rer Ng. Es existiert eine Neuform Gg(z) = Y oo ap(n)g" € S2(In(Ng)) vom
Gewicht 2, sodass

L(Gg,s) =L(E,s), s e C.



l‘)

Check for
updates

Verallgemeinerungen 6

6.1 Die Partitionsfunktion und Modulformen von
halbganzem Gewicht

Ein weiteres Beispiel einer zahlentheoretischen Funktion, bei der die Betrachtung
der Erzeugendenreihe weitreichende Folgen hat, ist die Partitionsfunktion. Hierbei
definiert man die Partitionsfunktion p(n) als die Anzahl der Moglichkeiten, n als
Summe von natiirlichen Zahlen kleiner oder gleich n darzustellen. Man erhélt zum
Beispiel p(4) = 5, denn

4=34+1=24+2=2+1+1=1+1+1+1

Es stellt sich heraus, dass die erzeugende Reihe der Partitionsfunktion ebenfalls
(fast) eine schwach holomorphe Modulform ist. Es gilt

oo
1+ pm)g" =q"*n@~",

n=1

wobei 7(z) = ql/ 24 ]_[Zo:l(l — ¢") die Dedekindsche Eta-Funktion bezeichnet.
Dies ist eine Modulform vom Gewicht 1/2. Da sich hierbei Probleme bei der Wahl
der holomorphen Wurzel ergeben, geht man bei der Definition von Modulformen
halbganzen Gewichts zur metaplektischen Gruppe tiber (man vergleiche [Kob93]).

Die Tatsache, dass ZneNO p(n)g" eine Modulform ist, wurde von Hardy und
Ramanujan benutzt, um mittels der Zirkelmethode eine asymptotische Formel fiir

p(n) herzuleiten
1 2
p(n) ~ e”‘/? .
4n/3
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6.2  Reell-analytische Modulformen
6.2.1 Maaf3formen

1949 hat Hans Maal3 die nach ihm benannten MaaB3formen definiert, die wie Modul-
funktionen transformieren, aber nicht holomorph auf der oberen Halbebene sind.

Definition 6.1 Sei I C SLy(Z) eine Fuchssche Gruppe 1. Art (d.h. diskret mit
endlichem Kovolumen). Eine Funktion f : H — C heiit Maafiform zu I" mit
Eigenwert . = r(1 —r) € C, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

l. f(Mz)= f(z)fiiralle M € T,

2. Aof =r(1 —r)f, wobei Ag = —y? (%22 + %) der hyperbolische Laplace-
Operator ist;

3. Jeamm IS (Z)|2d§‘;y < 00, wobei wir mit .% (I \ H)) einen Fundamentalbereich

fiir die Operation von I" auf H bezeichnen.

Falls der 0-te Fourierkoeffizient fol f(x + iy)dx einer MaaBiform f verschwindet
(an allen Spitzen), so nennt man f eine Maafische Spitzenform zu I" mit Eigenwert
A=r(l—-r)eC.

Man beachte, dass fiir beliebige Fuchssche Gruppen 1. Art nicht klar ist, dass
MaaBsche Spitzenformen iiberhaupt existieren. Selberg konnte zeigen, dass sie im
Fall, dass I" eine Kongruenzuntergruppe ist, existieren.

Uber den Eigenwert A = r(1 —r) ist bekannt, dass entweder R(r) = % oder % <
r <1gilt,dh A > 41 oder A < %. Die Eigenwerte mit A < % heilen exzeptionelle
FEigenwerte und es ist bekannt, dass es nur endlich viele solche Eigenwerte gibt. Eine
beriihmte Vermutung von Selberg besagt, dass alle Eigenwerte > }—1 sind, wenn I”
eine Kongruenzuntergruppe ist.

Des weiteren kann mit Maalformen eine Beschreibung der Spektralzerlegung
des Hilbertraums der quadratintegrierbaren Funktionen beziiglich des Laplace-
Operators A angegeben werden.

6.2.2 Harmonische schwache Maaf3formen

Bruinier und Funke haben 2004 in einer gemeinsamen Arbeit [BF04] harmonische
schwache Maafformen eingefiihrt.
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Definition 6.2 Sei k € Z. Eine glatte Funktion f : H — C heilit harmonische
schwache Maafiform vom Gewicht k zu SLo(Z), falls die folgenden Bedingungen
erfiillt sind

. f(Mz) = (cz+d)*f(z) firalle M = (¢4) € SLo(Z);

a
2. Axf =0,wobei Ay = —y (a ) +ik (ﬁ + z@) der hyperbolische
Laplace-Operator vom Gewicht k 1st
3. Es gibt ein Fourierpolynom Py (z) € Clg~"] so, dass

f(@—Pr(x)=0(*)
wenn y — oo fiir ein ¢ > 0.

Auch diese Definition kann man auf halbganzes Gewicht und Kongruenzuntergrup-
pen von SL,(Z) verallgemeinern.

Eine harmonische schwache Maallform f vom Gewicht k zu SL;(Z) hat eine
Fourierentwicklung der Form

f@= Y cfmg"+) ¢ mHQrny)e™ ™,

n3»—00 n<0

wobei H(w) =e™" [ e~ 'r*ds.

Man nennt f7(z) = Zn>>7oo c;? (n)q" den holomorphen und f~(z) =
Y n<o c; (n)H (2mwny)e* "% den nicht-holomorphen Teil von f.

Sehr bekannte Beispiele fiir die holomorphen Teile von harmonischen schwa-
chen MaaBformen sind durch Ramanujans Mock Thetafunktionen gegeben. Diese
Funktionen definierte er erstmals in seinem letzten Brief an Hardy. Wir betrachten
beispielhaft

i qnz i q2n(n+l)
fl@) = VPR w(g) = Q3
=0 (_Qa Q)n =0 (q q)"+1

mit (a; @) := [T}2o(1 — ag?).
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Ramanujan behauptete, dass diese Funktionen wie Modulformen transformier-
ten. Allerdings dauerte es bis 2002 bis dieses Transformationsverhalten richtig
verstanden wurde. In seiner Doktorarbeit [Zwe(2] zeigte Sander Zwegers, dass
man Ramanujan’s Mock Thetafunktionen vervollstindigen muss, um das kor-
rekte Transformationsverhalten zu erhalten. Dazu addierte er bestimmte nicht-
holomorphe Funktionen zu den Mock Thetafunktionen und erhielt so harmonische
MaaBformen.



Was Sie aus diesem essential mitnhehmen
konnen

In dieser Einfithrung in die Theorie der Modulformen haben Sie...

Modulformen kennengelernt,

verstanden, wie man zeigt, dass eine Funktion, eine Modulform ist,

die Bedeutung von Modulformen in der Zahlentheorie an Beispielen gesehen,
die Bedeutung von Hecke-Operatoren und L-Funktionen erkannt,

einen Ausblick auf reell-analytische Verallgemeinerungen von Modulformen
erhalten.
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