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Vorwort

Diese Vorlesung ist eine kurzgefasste Einfiihrung in die Grundlagen der
Hydrodynamik. Sie ist konzipiert als einsemestrige, zweistiindige Veran-
staltung fiir Bachelor- und Masterstudenten; einige der fortgeschrittene-
ren Teile wie Hydrodynamik der Superfluide oder Diffusion in relativis-
tischen Systemen sollten auch fiir Promovierende von Interesse sein. In
diesem Vorwort werden manche Gebiete besonders betont.

Nach der Einordnung der Hydrodynamik als Teilgebiet der Kontinu-
umsmechanik folgt ein einleitendes Kapitel tiber ideale Fluide mit den
Euler-Gleichungen als Grundgleichungen fiir das Geschwindigkeitsfeld
sowie der Kontinuititsgleichung und der Gleichung fiir die Entropierhal-
tung. Die Nichtlinearitidt des konvektiven Terms in der Euler-Gleichung
begriindet ein im Vergleich zur Elastizititstheorie wesentlich komplexe-
res Theoriegebdude, das nur in Spezialfillen analytische Losungen hat.

Oft sind jedoch Linearisierungen moglich und zuldssig, die dann
beispielsweise Voraussetzung zur Ableitung der Schwingungsgleichung
sind. Auch die Ausbreitung von Wasserwellen als Oberflachenwellen — je
nach Wassertiefe mit oder ohne Dispersion oder im Fall von Kapillarwel-
len mit anomaler Dispersion — ldsst sich so mit einfachen analytischen
Methoden beschreiben.

Der Text zeichnet in manchen Passagen die historische Entwick-
lung der Hydrodynamik — eines der éaltesten physikalischen Gebiete
tiberhaupt — nach, und die Literaturverzeichnisse (jeweils am Kapitelen-
de) enthalten dementsprechend auch einige der wissenschaftshistorisch
interessanten Originalarbeiten, bilden aber die zeitliche Entwicklung
nicht durchgingig ab. Ziel des Buches ist vielmehr, ausgehend von
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der urspriinglichen Formulierung der Hydrodynamik zu aktuellen For-
schungsfragestellungen zu kommen.

Der Hauptteil der Vorlesung beschiftigt sich mit viskosen Fluiden,
und den entsprechend erweiterten Grundgleichungen. Die Navier-
Stokes-Gleichungen beriicksichtigen den Einfluss der dynamischen
Viskositit (shear viscosity) und der Zihigkeit (bulk viscosity) auf das
Geschwindigkeitsfeld. An festen Oberflichen verschwinden hier nicht
nur die normalen, sondern — als Folge der Viskositit — auch die tangen-
tialen Geschwindigkeitskomponenten; im Euler-Fall gibt es dagegen nur
eine Randbedingung.

Aus Viskositit folgt Energiedissipation, die Umwandlung von Ener-
gie in Wirme. Fiir inkompressible Fluide lisst sich die dissipierte Ener-
gie relativ leicht berechnen, ebenso die Durchflussmenge und das Stro-
mungsprofil bei einer Rohrstromung (Poiseuille-Stromung) in linearer
Néherung.

Von besonderem Interesse, und nach wie vor Gegenstand aktueller
Forschung in zahlreichen physikalischen Teildisziplinen wie etwa kal-
ten Quantengasen, ist der Ubergang von der laminaren zur turbulenten
Stromung. Die kritische Reynolds-Zahl liefert nur ein erstes, grobes Kri-
terium fiir den Umschlag zur Turbulenz — eine genaueres Kriterium ist
die doppelte Schwelle, bei der sowohl die Reynoldszahl, als auch die Sto-
rung eine kritische Grofe iiberschreiten miissen. Unterschiedliche Sze-
narien zum Turbulenzeinsatz werden in der Vorlesung diskutiert, und die
Stabilitédtstheorie von Landau wird dargestellt. Besonders einprigsame
Beispiele zur entwickelten Turbulenz findet man in astrophysikalischen
Umgebungen.

Die vor mehr als hundert Jahren (1904) von Prandtl entwickelte theo-
retische Beschreibung des Fluidverhaltens in der Nihe fester Winde —
der Grenzschicht — ist ein besonders interessanter Spezialfall des Glei-
chungssystems der Hydrodynamik, einschlieflich des Umschlags von
einer laminaren in eine turbulente Grenzschicht bei umstromten Koérpern.

Beriicksichtigt man Viskositdt und Wirmetransport, besteht das Glei-
chungssystem der Hydrodynamik aus der Navier-Stokes-Gleichung,
der — im Vergleich zu idealen Fluiden unverdnderten — Kontinuitéts-
gleichung, und einer fiinften, thermodynamischen Gleichung; sie ersetzt
die Adiabatengleichung bei idealen Fluiden. Aufgrund der irreversiblen
Energiedissipation wichst die Entropie bei viskosen Fluiden an. Die
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Anderung der Gesamtenergie ist gleich dem Energiestrom, der jetzt auch
Terme aufgrund innerer Reibung und Wirmeleitung enthilt. Die entspre-
chende Wirmetransportgleichung lésst sich fiir inkompressible Fluide
wieder stark vereinfachen, in einem ruhenden Fluid wird sie zur Fouri-
er’schen Gleichung. Auch andere Spezialfille ermoglichen analytische
Losungen.

Ist das Fluid nicht homogen, sondern beispielsweise ein Gemisch aus
zwei Komponenten, kommen Diffusionsprozesse als zusitzliche Quel-
le von Energiedissipation hinzu. Auch Vorgéinge wie die erstmals 1905
von Einstein beschriebene Brown’sche Bewegung von Teilchen, die in
einer Fliissigkeit suspendiert sind, lassen sich in einer Diffusionstheorie
modellieren, wie sie inzwischen in vielen Wissenschaftsbereichen ange-
wandt wird.

Ein Beispiel sind Diffusionsvorginge in der Teilchenerzeugung bei
relativistischen Schwerionenreaktionen, wie man sie am Relativistic
Heavy Ion Collider (RHIC) in Brookhaven und am Large Hadron Col-
lider (LHC) in Genf experimentell untersucht. Der LHC nahm 2015
seinen Betrieb wieder auf, um Kollisionen zwischen Protonen bei einer
Schwerpunktsenergie von 13 TeV und zwischen Bleiionen bei 5.1 TeV
pro Teilchenpaar zu untersuchen.

Wenn die Geschwindigkeit der makroskopischen Fluidstromung —
oder die der Fluidteilchen — mit der Lichtgeschwindigkeit vergleichbar
werden, miissen relativistische Bewegungsgleichungen aufgestellt wer-
den, die den Euler-Gleichungen bzw. den Navier-Stokes-Gleichungen
im nichtrelativistischen Fall entsprechen; dabei geht man vom Energie-
Impuls Tensor einer Fliissigkeit aus. Fiir ideale Fluide diskutieren wir
auch die relativistische Verallgemeinerung der Bernoulli-Gleichung und
den nichtrelativistischen Grenzfall.

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Hydrodynamik ist die Astro-
physik, da Sterne und andere kosmische Materieansammlungen wie
Galaxien und Galaxienhaufen auf bestimmten Lingen- und Zeitskalen
durch die hydrodynamische Approximation beschrieben werden konnen.
Zwar wiirde eine ausfiihrliche Darstellung den Rahmen dieser Vorlesung
sprengen, aber Beispiele wie die Ausbreitung von Schockwellen im in-
terstellaren Medium sollen exemplarisch zeigen, welche Probleme sich
im Rahmen der Hydrodynamik behandeln lassen.
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Das abschlielende Kapitel iiber die Hydrodynamik der Superfluide
behandelt die von Tisza (1940) und Landau (1941) aufgestellte Theorie
von Helium II im Rahmen eines Zwei-Fluid-Modells, das sich insbe-
sondere durch eine korrekte Beschreibung der Schallausbreitung in Su-
perfliissigkeiten auszeichnet (zweiter Schall). Hier wie auch in anderen
Teilen greift die Vorlesung nicht nur auf die Originalliteratur, sondern
auch auf die vorhandenen Lehrbiicher zuriick (s. Bibliographie), vor al-
lem auf das Lehrbuch von Landau und Lifschitz, das sich zum vertieften
Studium und auch als Nachschlagwerk eignet. Die anderen in der Bi-
bliographie genannten Biicher sind ebenfalls empfehlenswert; wenn man
sich z. B. in ein neues Gebiet wie die astrophysikalische Hydrodynamik
einarbeiten mochte, sind die Werke von Shore oder Choudhuri ein guter
Einstieg.

Einige Testaufgaben am Ende des Buches sollen als Anreiz dienen,
den Stoff dieses Kurses beispielhaft auch selbst nachzurechnen: Die
Mehrzahl der Losungen ist bereits im vorhergehenden Text versteckt.

Zahlreichen Studierenden bin ich fiir Fragen und Verbesserungsvor-
schldge dankbar. Das sorgfiltige I5TEX-Skript hat Moritz Beutel erstellt
und auch aus meinen Abbildungsskizzen satzfertige Druckvorlagen ge-
macht. Thm und Wasilij Barsukow danke ich aulerdem fiir viele griindli-
che Korrekturginge und Manuela Wirschke fiir das Einfiigen der Abbil-
dungsbeziige im Text. Fiir die engagierte Betreuung des Projekts danke
ich Bianca Alton, Margit Maly und Dr. Vera Spillner vom Springer-
Verlag. Hinweise auf dennoch verbleibende Ungenauigkeiten und Feh-
ler — fiir die ich zustdndig bin — bitte direkt an mich senden.

Heidelberg, im Mai 2015 Georg Wolschin
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Einleitung 1

Die Hydrodynamik ist ein Gebiet der Kontinuumsmechanik, der Mecha-
nik der deformierbaren Medien, das sich auf die Betrachtung von Fluiden
mit bestimmten Eigenschaften konzentriert. Die folgende Abb. 1.1 stellt
den Zusammenhang zwischen der Hydrodynamik und den verwandten
und tibergeordneten Disziplinen dar.

1.1 Stromungslehre

Die Stromungslehre (Dynamik der Fluide) umfasst mehrere Gebiete der
Physik:

1. Hydrodynamik fiir einfache (Newton’sche) Fluide wie Wasser,

2. Rheologie: makromolekulare Fluide wie polymere Fliissigkeiten,
Blut usw., die sich wegen der komplizierten Struktur der Molekiile
anders als einfache Fluide verhalten,

3. Gasdynamik: nicht dichtebestdndige Fluide.

Waihrend sich die Thermodynamik vor allem mit Systemen im
thermodynamischen Gleichgewicht beschiftigt (Gleichgewichtsthermo-
dynamik), ist in der Stromungslehre der raumliche und zeitliche Verlauf
von Prozessen in Systemen von Interesse, die sich nicht im Gleichge-
wicht befinden. Infolgedessen sind die globalen ZustandsgroBen der
Gleichgewichtsthermodynamik wie Druck p und Temperatur T nicht
mehr ausreichend, um Stromungsprozesse zu beschreiben.

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2016 1
G. Wolschin, Hydrodynamik, DOI 10.1007/978-3-662-48024-3_1
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Kontinuumsmechanik:

Mechanik der deformierbaren Medien

feste Korper: Dynamik der Fluide,

Festkorpermechanik Fliissigkeiten und Gase:

Elastizitdtstheorie Stromungslehre

— lineare partielle DGL —nichtlineare partielle DGL
dichtebestdndige Fluide: Nicht dichtebestandige Fluide:
rdumlich und zeitlich nahezu Gasdynamik

konstante Dichte

/

Rheologie: makromolekulare Hydrodynamik:
Fluide (z. B. Blut, Polymere) Newton’sche Fluide

Abb. 1.1 Ubersicht iiber die Gebiete der Kontinuumsmechanik

Beispiel
Ein Stab wird an beiden Enden durch Eintauchen in Warmebader auf
unterschiedliche Temperaturen gebracht (s. Abb. 1.2); die Temperatur

ist also ortsabhéngig:
T =T(r)

Nun wird der Stab von den Wirmebédern isoliert. Die Temperatur
verdndert sich durch den Angleichungsprozess und wird also auch ei-

ne Funktion der Zeit:
T =T(r,t).

Dabei sind kleine, aber makroskopische Teilsysteme zur Zeit ¢ in einer
Umgebung des Ortes r im lokalen Gleichgewicht.
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Wirmebad 1 Wirmebad 2
PN PEENaY
7 N Ve N
/ \ / \
/ \ / \
I |
\ L T T \I 1
\ / \ /
() s \Ta(r2) ,
N 7 N 7

SN— - SN——-

Abb. 1.2 Stab in zwei Wirmebidern

Wird der Stab (oder ein anderes abgeschlossenes Makrosystem)
sich selbst iiberlassen, geht er schlieBlich in ein globales Gleichge-
wicht iiber. Bis es dazu kommt, gelten zwischen den Zustandsfel-
dern dieselben Zusammenhinge wie in der Gleichgewichtsthermody-
namik.

1.2 Hydrodynamische Beschreibung
Fiir ein ideales Gas im lokalen Gleichgewicht gilt die Zustandsgleichung
px,0)V(rt) =kgT(r,1) (1.1

mit dem lokalen Druck p(r, ¢) und dem spezifischen Volumen V (r, ).

Gibt es Bewegungen im Inneren des Systems, so ist zur Zustandsbe-
schreibung auch ein Geschwindigkeitsfeld v(r,t) bzw. ein Stromdichte-
feld j(r,t) = p(r, t)v(r,t) erforderlich.

Die Darstellung eines raumlich und zeitlich unverénderlichen Sys-
tems auf der Basis der Annahme des lokalen Gleichgewichts nennt man
die hydrodynamische Beschreibung. Auf der Basis dieser Beschreibung
soll in dieser Vorlesung die Hydrodynamik im engeren Sinne (fiir New-
ton’sche Fluide) dargestellt werden. Die Substanzen werden dabei — an-
ders als in der kinetischen Gastheorie und der molekularen Hydrodyna-
mik — als Kontinuum angesehen, d. h., ihre detaillierte molekulare Struk-
tur (— Rheologie) wird dabei nicht berticksichtigt.

Dies bedeutet wiederum, dass ein infinitesimales Volumenelement in
der Hydrodynamik gegeniiber dem Volumen des betrachteten Korpers
klein sein muss, jedoch grofl im Vergleich zu den zwischenmolekularen
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Volumina. Dies entspricht der Forderung, dass jedes Volumenelement
AV hinreichend viele Molekiile fiir eine Kontinuumsbeschreibung ent-
halten muss.

Der Zustand einer bewegten Fliissigkeit wird dann durch fiinf Gro3en
vollstindig festgelegt:

e die drei Komponenten der Geschwindigkeitsverteilung v(r, ) und

e zwei beliebige thermodynamische Griofsen, die iiber die Zustandsglei-
chung der Substanz alle anderen thermodynamischen GroBen festle-
gen. Wir wihlen hier den Druck p(r,t) und die Dichte p(r,t).

Also wird das vollstindige Gleichungssystem der Hydrodynamik fiinf
Gleichungen enthalten. Fiir eine ideale Fliissigkeit (keine Viskositit, kei-
ne Wirmeleitfahigkeit) sind dies:

e die Euler’schen Gleichungen (drei Komponenten),

o die Kontinuitditsgleichung,

o die Adiabatengleichung (kein Wirmeaustausch mit der Umgebung fiir
S = const).

Wihrend in der Elastizitdtstheorie fiir Festkorper die Probleme oft mit /i-
nearen partiellen Differenzialgleichungen formulierbar und exakt 16sbar
sind, ist dies in der Hydrodynamik nicht der Fall: die Gleichungen sind
nichtlinear, exakte Losungen existieren nur selten. Die Entwicklung der
Hydrodynamik erfolgte auch deshalb in engem Kontakt zum Experiment.
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Bereits im vorigen Kapitel wurden die Charakteristika idealer Fluide
erwdhnt: sie haben keine Viskositit und keine Wirmeleitfihigkeit. Im
Folgenden werden die Grundgleichungen der Hydrodynamik fiir ideale
Fluide abgeleitet.

2.1 Kontinuitatsgleichung

Die Kontinuititsgleichung driickt die Erhaltung der Masse in der Hydro-
dynamik aus und gilt auch fiir viskose Fluide.

Die relevanten Groflen sind die Dichte p, das Volumen V| und die
Masse m = [ pdV als Integral der Dichte iiber V. Das Differenzial des
Flusses durch die Oberfliche 0V} des Volumens ist gegeben durch

d® = pv-dA, (2.1)

wobei |dA| die GroBe des Flichenelements angibt und der Vektor dA in
Richtung der dufleren Normalen zeigt (Abb. 2.1). Demnach gilt hinsicht-
lich des Vorzeichens:

d® > 0 fiir Fluss aus dV heraus, 2.2)
d® < 0 fiir Fluss in dV hinein. 2.3)

Der Fluss — die Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit aus V{) herausflie3t
— ist also gegeben durch das Integral des differenziellen Flusses iiber die

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2016 5
G. Wolschin, Hydrodynamik, DOI 10.1007/978-3-662-48024-3_2
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Abb. 2.1 Oberflicheninfini- dA
tesimal

|dA|

geschlossene Oberflache von Vj:

D = 56pv'dA. 2.4
o

Die gleichzeitige Abnahme der Fliissigkeitsmenge in V} ist

P = —8t[pdV . 2.5)
1)

Gleichsetzen von @ und @’ ergibt

—Bt/pdV = ¢pv-dA. (2.6)

Vo o

Auf der rechten Seite der Gleichung konnen wir den Gauf3’schen Inte-
gralsatz anwenden, der fiir ein kompaktes Volumen V und ein stetig
differenzierbares Vektorfeld a einen allgemeinen Zusammenhang zwi-
schen einem Volumenintegral und einem Oberflachenintegral iiber den
Rand des Volumens herstellt:

[V-advzgﬁa-dA. 2.7

14 v
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Aus (2.6) folgt also
—Bt/pdefV-(pV)dV (2.8)
Vo 14}
= / [0;0+ V- (pv)]dV =0, 2.9
1)

was fiir jedes beliebige Volumenelement 1} gelten muss, so dass fiir den
Integranden die Kontinuitdtsgleichung folgt:

dp+V-(pv)=0. (2.10)
Unter Zuhilfenahme des Zusammenhanges
V.-(pv) =pV-v+v-Vp (2.11)

aus der Vektoranalysis ldsst sich die Kontinuitétsgleichung auch schrei-
ben als

dp+pV-v+v-Vp=0 (2.12)
oder als
d
E,O—i—pV«v:O (2.13)

mit der totalen Ableitung

d dr

— =9 — - 0y 2.14

5 (T (2.14)
=0,+v-V. (2.15)

Alternativ kann die Kontinuititsgleichung mit dem Stromdichtevek-
tor j = pv formuliert werden:

dp+V-j=0 (2.16)

Der Stromdichtevektor weist in die Richtung des Geschwindigkeitsvek-
tors v, und sein Betrag |j| gibt die Fliissigkeitsmenge an, die pro Zeitein-
heit durch eine zur Geschwindigkeit orthogonale Flicheneinheit flief3t.
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2.2 Euler’sche Gleichungen

Auf die geschlossene Oberfliche eines Fliissigkeitsvolumens V, wirkt
die Kraft

F=—¢pdA (2.17)
o

= —/VpdV, (2.18)
4

die wir erneut mithilfe des Gauf3’schen Integralsatzes als Volumeninte-
gral ausgedriickt haben. Auf jedes Volumenelement dV wirkt die Kraft
—-VpdV.

Die Bewegungsgleichung fiir ein Volumenelement folgt aus dem zwei-
ten Newton’schen Gesetz, das die Kraft pro Volumeneinheit mit dem
Produkt aus Dichte und Beschleunigung gleichsetzt:

d
_Vp=p= (2.19)

dt
Dabei ist dv/d¢ nicht allein die (lokale) Geschwindigkeitsdnderung
des Fluids in einem festen Raumpunkt, sondern diejenige eines sich im
Raum bewegenden Fluidteilchens im Zeitintervall dz (Abb. 2.2). Folglich
hat dv zwei Anteile:

1. Anderung im Raumpunkt r wihrend dz: lokale Ableitung

d,vdt (2.20)
bei konstantem r = (x, y, ).
Abb. 2.2 Infinitesimale t t + dt
Verschiebung eines Teilchens dr
>0
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2. Differenz der Geschwindigkeiten zum gleichen Zeitpunkt in zwei
Raumpunkten mit Abstand dr (= dem in df zuriickgelegten Weg):

dxd,v+dyd,v+dzd.v = (dr-V)v, (2.21)
auch konvektive Ableitung genannt.

Die Summe aus (1) und (2) ergibt die infinitesimale Geschwindig-
keitsdnderung

dv = 0,vdt + (dr-V)v, (2.22)

aus der wir per Division durch dt die substantielle Ableitung gewinnen:

j—: =0,v+(v-V)v. (2.23)
Die substantielle Ableitung ist ein physikalischer Begriff; aus mathema-
tischer Sicht ist sie identisch mit dem totalen Differenzial (2.14). Sub-
stanziell wird sie genannt, da sie die Anderung der GroBe entlang der
Bewegung der Substanz, also des bewegten Fluids, beschreibt.

Die Bewegungsgleichung (2.19) kann also ausgeschrieben werden
zu [1]

v
v+ (v-V)yv=—-L (2.24)
0

Dies sind die Euler’schen Gleichungen fiir ideale Fluide".

Die Nichtlinearitdt im Konvektionsglied erschwert die Integration er-
heblich, denn das Superpositionsprinzip hat hier keine Giiltigkeit mehr.
Gerade die Nichtlinearitit der Gleichungen zeichnet verantwortlich fiir
die Vielzahl hydrodynamischer Phanomene, und — unter bestimmten Be-
dingungen — fiir den Ubergang zu chaotischem (turbulentem) Verhalten.

Im Schwerefeld wirkt auf jede Volumeneinheit zusitzlich die Kraft
p g; die Euler-Gleichungen im Schwerefeld lauten also

v
I+ v-Vyve—L 4 g (2.25)
0

! Die Gleichungen wurden von Leonhard Euler (1707 Basel, 71783 St. Petersburg)
im Jahr 1755 gefunden und 1757 veroftentlicht.
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Diese Gleichungen gelten fiir ideale Fluide, bei denen Wirmeleitung
und Zihigkeit vernachlédssigbar sind. Beide Prozesse erzeugen Energie-
dissipation. Ohne sie ist die Bewegung in jedem Teil der Fliissigkeit
adiabatisch: Die Entropie jedes Fliissigkeitselements bleibt bei der Be-
wegung im Raum konstant.
Mit
Entropie ds

=— = —=0 2.26
s Masseneinheit dr ( )

analog zu dv/dr gilt hier fiir die totale Zeitableitung, also die Entropie-
anderung eines sich bewegenden Fluidelements, die Adiabatengleichung

d
d—jzats—i—st:O. (2.27)

Mit der Kontinuitétsgleichung (2.10) lasst sie sich als Kontinuitéts-
gleichung fiir die Entropie schreiben,

d; (ps) + V- (psv) =0 (2.28)

mit der Entropiestromdichte psv.

Oft vereinfacht sich die Adiabatengleichung: Ist die Entropie anfangs
in allen Punkten des Fliissigkeitsvolumens gleich, so bleibt sie auch wih-
rend der weiteren Bewegung der Fliissigkeit zeitlich unveréndert:

S(r)|;—.o =const = S(r,t) =const V¢. (2.29)

Dieser Fall heif3t isentrope (oder homentrope) Bewegung.

Fiir isentrope Bewegung lassen sich mit der Enthalpie w (pro Mas-
seneinheit), die auch bei der Beschreibung isobarer Prozesse wichtig ist,
die Euler-Gleichungen (2.24) vereinfachen, indem man vom Differenzial
der Enthalpie ausgeht:

dw= Tds + Vdp (2.30)
N—— ~——

innere Verdringungs-
Energie gung
arbeit
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wobei V' = 1/p das spezifische Volumen und 7" die Temperatur angeben.
Falls die Entropie konstant ist, s = const = ds = 0, vereinfacht sich
der Ausdruck zu

d
dw=vdp=L. 2.31)
0

Also folgt fiir den Gradienten der Enthalpie

1
Vu=-Vp. (2.32)
P

Damit werden die Euler-Gleichungen (2.24) zu
v+ (v-V)yv=—-Vuw, (2.33)
und im Schwerefeld
v+ (v-V)v=—-Vw+g. (2.34)

Nun bildet man die Rotation auf beiden Seiten und macht sich zunut-
ze, dass nach den Resultaten der Vektoranalysis

VxV=0 (2.35)

und
Vv 2
(V-V)Vva—vx(va) (2.36)

gilt. Damit werden im isentropen Fall die Euler-Gleichungen zu den
Euler-Gleichungen fiir isentrope Bewegung, die nur das Geschwindig-
keitsfeld v(r, ¢) enthalten:

0, (Vxv)=Vx[vx(VxvV). (2.37)

2Dies ist nicht moglich, wenn s nicht konstant ist, da dann im Allgemeinen
V x % # 0.
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Abb. 2.3 Geschwindig- v, =0

keitsprofil eines umgrenzten
Fluids %9 v

Dazu folgt bei inkompressiblen Fluiden (also fiir p = const) aus der
Kontinuitétsgleichung (2.3) die Bedingung

V.ov=0. (2.38)

(Der Unterschied zwischen kompressiblen und inkompressiblen Fluiden
fallt allerdings erst ins Gewicht, wenn sich |v| in der Gréenordnung der
Schallgeschwindigkeit bewegt.)

AuBerdem konnen wir die Randbedingung

vy = 0 am Rand des Fluids (2.39)

aufstellen, die einfach besagt, dass das Fluid nicht in die Wand eindrin-
gen kann (Abb. 2.3). Bei zwei sich nicht mischenden Fluiden lautet die
Randbedingung

vi — vi — vfrenzﬂﬁche(l—Z) ) (240)

In den Euler-Gleichungen fiir die isentrope Bewegung (2.37) fillt der
Gravitationsterm weg, da Gravitation eine konservative Kraft ist — d. h.,
sie ldsst sich als Gradient eines Potenzials darstellen —und da VxV = 0:

F, =mg=—-VU. (2.41)

In der nur durch das Geschwindigkeitsfeld bestimmten Form der Eu-
ler-Gleichungen gibt es also keine Abhdngigkeit von konservativen du-
Beren Kriiften mehr. Der Einfluss einer dueren Kraft kann sich jedoch in
den Randbedingungen beim Losen der Differenzialgleichung bemerkbar
machen.



2.3 Bernoulli'sche Gleichung 13

2.3 Bernoulli'sche Gleichung

Bei einer stationdiren Stromung ist die Stromungsgeschwindigkeit in je-
dem Raumpunkt, den das Fluid einnimmt, zeitlich konstant:

a,v=0. (2.42)
Die isentropen Euler’schen Gleichungen (2.37) in der Form
v2
0, v—vx(Vxv)=-V (w + ?) (2.43)
werden dann zu
v2
VE—VX(VXV)Z—VU). (2.44)
Daraus lisst sich die Bernoulli’sche Gleichung® ableiten [2]:
V2
> + w = const. (2.45)

Der Wert der Konstanten ist dabei unterschiedlich fiir verschiedene
Stromlinien.

Bei stationdiren Stromungen stimmen Stromlinien und Bahnkurven
der Fliissigkeitspartikel tiberein. Bei einer nichtstationdren Stromung ist
das nicht der Fall (Abb. 2.4).

Die Tangenten der Stromlinien geben die Richtung des Geschwindig-
keitsvektors zu einem gegebenen Zeitpunkt an (fiir verschiedene Fluid-
teilchen in aufeinanderfolgenden Raumpunkten).

Die Tangenten der Bahnkurven geben die Richtungen der Geschwin-
digkeiten v bestimmter Fluidteilchen zu aufeinanderfolgenden Zeitpunk-
ten an.

Im Schwerefeld muss in der Euler-Gleichung — und dementsprechend
in der Bernoulli-Gleichung — die Erdbeschleunigung g erginzt werden.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit wihlen wir dafiir die z-Richtung:

2

VE + w + gz = const . (2.46)

3 Daniel Bernoulli (1700 Groningen, 11782 Basel), 1738.
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Vi t
2 v3 M i) vi(t3)
1 / /./
3 h 1) 13
- ), _ ),
Y Y
Stromlinie Bahnkurve

Abb. 2.4 Bahnkurven und Stromlinien

Daniel Bernoulli fand die Gleichung jedoch nicht als Ableitung aus
der (damals noch unbekannten) Euler-Gleichung, sondern direkt aus dem
Energiesatz als

2
\4
,07 + p + pgz = const . (2.47)
—— ——
LY . Druck: potenzielle potenzielle Energie
kinetische Energie Energie der der dufleren Kraft
pro Yolljuilen— inneren Krifte pro Volumeneinheit
einhei

Die Bernoulli’sche Gleichung hat wichtige Anwendungen im Tur-
binenbau, der Aerodynamik etc. Obwohl ihre Ableitung aus den Eu-
ler’schen Gleichungen zunichst nur fiir stationdre Stromungen gilt, ldsst
sich die Bernoulli’sche Gleichung auch auf nichtstationédre Stromungen
verallgemeinern.

Beispiel 1

Aus der Bernoulli’schen Gleichung folgt das Torricelli’sche Theorem,
das Torrcelli* — ein Schiiler Galileis — etwa 100 Jahre vor Bernoulli
fand.

Ein GefiB ist bis zu einer Hohe 4 mit einem Fluid gefiillt (Abb. 2.5).
Der Auslass ist geschlossen, so dass im ganzen Gefidl v = 0 gilt. Au-
Berdem ist der der Druck (relativ zum Atmosphérendruck) p = 0 an
der Oberflache bei z = 0. Aus der Bernoulli’schen Gleichung folgt

4 Evangelista Torricelli (x1608 Faenza, 11647 Florenz).
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Abb. 2.5 Gefill mit Hahn z

daher fiir z = 0, dass const = 0. Also gilt am Boden
p = pgh. (2.48)

Das ist der hydrostatische Druck.
Wird der Hahn geoffnet, so herrscht an der Offnung Atmosphiren-
druck, also p = 0. Dies reduziert die Bernoulli’sche Gleichung auf

— =gh. (2.49)

Fiir die Ausflussgeschwindigkeit v gilt also

v =+/2gh, (2.50)

was eine einfache Anwendung des Energiesatzes vermittels der Ber-
noulli’schen Gleichung ist.

Beispiel 2
Die Anderung des Drucks in einer stationiren Stromung von verin-
derlichem Querschnitt ist der Anderung von |v| entgegengesetzt: bei
Inkompressibilitit ist die Druckflussmenge in jedem Querschnitt die-
selbe, so dass v bei abnehmendem Querschnitt zunimmt, bei zuneh-
mendem Querschnitt aber geringer wird. Nach der Bernoulli’schen
Gleichung (2.6) bei gleichbleibendem z,
V2
rs + p = const, (2.5D)

verhilt sich der Druck umgekehrt (Abb. 2.6).
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Abb. 2.6 Horizontale Réhre \
von verdnderlichem Quer-

schnitt

v /A
—YV
JZ2RN

I

(Eine Menschenmenge in einer sich verengenden Passage verhilt
sich gegensitzlich: die Geschwindigkeit nimmt ab, der Druck aber
nimmt zu.)

Beispiel 3

Pressluft stromt durch einen Kanal mit zunehmendem Querschnitt
gegen eine beweglich gelagerte Platte. In der Folge wird die Platte
angehoben.

Der Grund dafiir ist, dass im Kanal die Geschwindigkeit der
Luft abnimmt; der Druck nimmt also wegen der Bernoulli’schen
Gleichung bzw. des Energiesatzes zu. Am Kanalende herrscht aber
Atmosphérendruck py, kurz davor im Kanal muss also p < pg gel-
ten — es entsteht also eine Sogwirkung von oben, und die Platte wird
angehoben (Abb. 2.7, die Darstellung ist stark vereinfacht).

Abb. 2.7 Pressluft in verti-
kaler Rohre
po Po
< po
p=r (I: bewegliche
T T T Platte
N J
'
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2.4 Euler-Gleichungen im linearisierten Fall

Wir erinnern uns an die Euler-Gleichungen (2.24),

\%
V4 (v -V)v=—-L (2.52)
und die Kontinuititsgleichung (2.10),
dp+V-(pv)=0. (2.53)

In idealen kompressiblen Fluiden ist V - v # 0.
Um kleinere harmonische Luftschwingungen beschreiben zu kénnen,
suchen wir eine lineare Losung dieser Gleichungen. Wir nihern also

Z—: =0, v+ (v-V)va v (2.54)
und eliminieren damit die quadratischen Anteile in der Gleichung. Da-
durch konnen wir akustische Schwingungen in Fluiden analytisch be-
schreiben.

Es sei p die Druckabweichung vom Atmosphirendruck py und p die
Dichte. Wir entwickeln p rdumlich um die Dichte der ungestorten Atmo-
sphére py:

2
p=po+§ 0ol + a§p|x0 +... (2.55)
——
=0
GroBen der zweiten Ordnung und hoher vernachlédssigen wir, so dass

sich als Linearisierung der Dichte p ~ p, ergibt (Abb. 2.8). Wir erhalten
also aus (2.24) und (2.10) vier lineare Gleichungen:

000, v+Vp=0, (2.56)
d;p+ pV-v=0. 2.57)

Die Beschreibung wird also auf zeitliche Anderungen der Dichte an ei-
nem festen Ort x, konzentriert.
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Abb. 2.8 Quasiharmonische
Dichteverteilung P

Der Zusammenhang von Druck p und Dichte p ldsst sich iiber die
Thermodynamik herstellen: Bei isothermen Zustandsinderungen ist

Vp=c*Vp, (2.58)
was uns ermoglicht, die Schallgeschwindigkeit anzundhern als

e~ [P0 (2.59)

0o

Auf Meereshohe ist

K
po = 1,928 =
m

po = 101325Pa~ 1-10°Pa
= 1013,25hPa

101325
- M 279962 (2.60)
1,2928 s S

Tabelle 2.1 gibt experimentelle Werte von ¢ in Luft an. Offenbar ist
der isotherme Wert von 280 & wesentlich zu klein, da bei einem schnel-
len Wechsel der Luftschwmgungen kein Wirmeausgleich moglich ist
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Tab. 2.1 Experimentelle Werte fiir ¢ bei verschiedenen Temperaturen

TC] 0 10 20 |30
c[m/s] 332 338 344 350

und deshalb die Zustandsdnderung bei der Schallausbreitung nicht iso-
therm, sondern adiabatisch ist. Es gilt also die adiabatische Zustands-
gleichung

pV* = const . (2.61)

Der Adiabatenkoeffizient k ist der Quotient der spezifischen Warmeka-
pazititen,
<p 2

=14 =, 2.62
. 7 (2.62)

wobei f die Zahl der Freiheitsgrade angibt. Fiir zweiatomige Gase ist
f =5, da sie drei Translations- und zwei Rotationsfreiheitsgrade besit-
zen; also ist k, = 7/5 & 1.4. Fiir einatomige Gase ohne Rotationsfrei-
heiten (in der klassischen Anschauung) ist f = 3 und also x; = 5/3.
Auflerdem gilt

K =

dp _ P _ 2 (2.63)
dp 0

und also
c= k2~ J14-27996 2
Po S
m
~ 331,25 ? , (2.64)

was wiederum in guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Wer-
ten ist.
(Fiir polytrope Prozesse gilt allgemein

pV" = const, (2.65)
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wobei n = 0 einer isobaren, n = 1 einer isothermen, n = K einer

adiabatischen und n = oo einer isochoren Zustandsinderung entspricht.)
In den linearisierten Euler-Gleichungen kann nun tiber die Schallge-

schwindigkeit ¢ der Druck p tiber die Dichte p ausgedriickt werden:

009,V + c>Vp = 0. (2.66)

Wir eliminieren v, indem wir die linearisierte Kontinuititsgleichung
(2.57) partiell nach ¢ ableiten,

320+ V (ppd,v) =0, (2.67)
und die Euler-Gleichungen einsetzen:
p=c*Ap. (2.68)

Dieselbe Gleichung gilt fiir p, da Vp, Ap und 2 p bis auf ¢? gleich den
mit p gebildeten GréBen sind:

3?p=c*Ap. (2.69)
Dies ist die Schwingungsgleichung. Sie kann im Eindimensionalen
A = ai) eine schwingende Saite beschreiben oder im Zweidimen-

sionalen (A = 3% + ag) eine schwingende Membran.
Die Losung der Gleichung im Eindimensionalen,

3p =c*’p, (2.70)
ist moglich durch den sogenannten d’Alembert’schen Ansatz:
p(x.t) = Fi(x +ct) + Fo(x —ct) 2.71)

mit willkiirlichen reellen Funktionen Fj, F,. Mit den Anfangsbedingun-
gen

p = filx), 0:p= foalx) (2.72)
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p(x,1)
f1(x)

— 3/ Thx) —

Abb.2.9 Zeitliche Ausbreitung einer Druckstorung

fiir t = 0 wird
Fi(x) + F(x) = fi(x), (2.73)
Fl(x) — F)(x) = % Hx). (2.74)
Integration ergibt
Fio() = 3 | A %+ / S| 275)

Fiir f, = 0 wandert eine anfingliche Druckstdrung f;(x) zur Hilfte
nach rechts, zur Hilfte nach links, jeweils mit Geschwindigkeit ¢ und
ohne Anderung der Form (Abb. 2.9). Das entspricht der Ausbreitung ei-
nes Gerdusches mit Schallgeschwindigkeit ¢ (analog zur Saite, die bei
t = 0 angezupft und dann sich selbst iiberlassen wird). Die Fortpflan-
zung erfolgt longitudinal: Transversalwellen gibt es in idealen Fluiden
nicht.

Bei periodischen Luftschwingungenist w = 2x/ T die Kreisfrequenz,
v = w/(2n) = 1/T die Frequenz (Zahl der Schwingungen pro Sekun-
de, Tonhdhe). Also sind F|, F, trigonometrische Funktionen mit Pha-
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sen «, f:
Fi(x + ct) = bcos(kx + wt + ) in —x-Richtung, (2.76)
Fy(x —ct) =acos(kx —wt + B) in x-Richtung . (2.77)

Bei a = b ergibt die Uberlagerung eine stehende Welle. Die Schallge-
schwindigkeit ist gegeben durch die Dispersionsrelation

@
=—==. 2.7
c=7 (2.78)

2.5 Hydrostatik

Fiir eine ruhende Fliissigkeit ohne duBlere Krifte werden die Euler-Glei-
chungen (2.24) wegen v = 0 zu

Vp=0 = p=const. 2.79)

Der Druck ist in allen Punkten der Fliissigkeit in jede Raumrichtung
gleich stark (im Inneren und am Rand): Das ist das Pascal’sche Gesetz’
(Abb. 2.10). Es gilt unter der Voraussetzung, dass die Schwerkraft ge-
geniiber den dufleren Driicken vernachldssigt werden kann und sich die
Teilchen leicht gegeneinander verschieben lassen.

Im Schwerefeld wird die Euler-Gleichung hingegen zu

Vp=pg. (2.80)

Abb. 2,10 Zum Pascal’schen P1

Gesetz l

5 Blaise Pascal (%1623 Clermont-Ferrand, 1662 Paris).
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Abb. 2.11 Ruhendes Fluid
im Schwerefeld

[\]

Fiir inkompressible Fluide (p = const) lasst sich die Gleichung inte-
grieren:

8p=0d,p=0 2.81)
d.p = —pg (2.82)
= p = —pgz + const (2.83)

An der Oberfliche ist z = h und p = py (Abb. 2.11)

= const = py + pgh (2.84)
=>p=potpgh—z). (2.85)
Im Allgemeinen — und besonders fiir Gase — ist p jedoch nicht

konstant; fiir Fluide im thermischen Gleichgewicht ldsst sich die Euler-
Gleichung dennoch integrieren.

Beispiel
Rotation eines Zylinders. Wir betrachten eine fliissigkeitsgefiillte Zen-
trifuge, die mit @ = const um die Vertikale rotiert. Die Zentrifugal-
kraft hat ein Potenzial und ermoglicht ein Gleichgewicht, es handelt
sich also um ein quasi-statisches Problem.

Die Zentrifugalkraft pro Volumeneinheit ist

F, = pro?, (2.86)
also ist das Zentrifugalpotenzial

U =—pr’w’> mit F=-VU. (2.87)

2
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Das Gesamtpotenzial von Gravitation und Rotation ist also
1 55
U =pgz— Epr w (2.88)
2,2
:pg(z—rw ) . (2.89)
2g

Die mechanische Gleichgewichtsbedingung lautet

Vp=F=-VU (2.90)
S V(p+U)=0 @.91)
= p+ U = const (2.92)
r2w?
< p=pg ( 7e z) + const . (2.93)
4

Die Konstante kdnnen wir bestimmen anhand der Wasserstandsho-
he zo bei r = 0. p ist der Uberdruck ausgehend vom #uBeren Atmo-
sphirendruck, also muss an der Oberfliche p = 0 sein.

= 0 = —pgzp + const (2.94)
=> const = pgz . (2.95)
Das Druckprofil ist also
1202
Png( +Zo—2) . (2.96)
2g
Daraus folgt die Gleichung der freien Oberflache mit p = 0:
2.2
z—zp= 2 (2.97)
2g
und mit der Auftriebshohe i des Wassers am Rand: r = R = h =

Z — Zp.
Die Bahngeschwindigkeit ist v = wr, so dass die Hohe durch ein
Oberflachenparaboloid beschrieben wird (Abb. 2.12):

h=—. (2.98)
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Abb. 2,12 Oberflichenpara-
boloid in der Zentrifuge

Die Niveauflidchen konstanten Drucks sind kongruente Paraboloide,
die gegen das Oberflichenparaboloid nach unten verschoben sind.

2.6 Energie- und Impulsstrom im Fluid

Die Energie des Fluids pro Volumenelement ist
02
p? + pe = kinetische Energie + innere Energie , (2.99)

wobei ¢ die innere Energie pro Masseneinheit angibt. Bei Bewegung
folgt die zeitliche Anderung der partiellen Ableitung

2
0, [p% + ps] , (2.100)

die sich aus der Kontinuititsgleichung (2.10), den Euler-Gleichungen
(2.24) und der thermodynamischen Relation

de = Tds + LZdp (2.101)
0

berechnen. Man erhilt

2 2
0, [p% + pe} =-V. [pv (% + w):| (2.102)
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Abb. 2.13 Energieinderung
eines Fluids %4

mit der Enthalpie pro Masseneinheit
— - P
w—£—|—pV—£+p. (2.103)

Die Energiednderung des Fluids pro Zeiteinheit in einem gegebenen Vo-
lumen V' (Abb. 2.13) ergibt sich durch die Integration iiber dieses Volu-
men:

v2 v?
a[/ [,o7 +,08i| dv = —/V- [pv (7 +w)i|dV. (2.104)
Vv %

Dieses Integral konnen wir mit dem Gaul3’schen Integralsatz (2.7) in ein
Oberflachenintegral umformen:

v? v?
d, / |:p7 + p8i| dv = —¢pv (7 + w) -dA (2.105)
14 v
02
=—¢j(7+w)-dA. (2.106)

av

Dies ist die Energiemenge, die pro Zeiteinheit aus dem betrachteten Vo-
lumen V' durch dessen Begrenzungsfliche A = 9V herausflieit. Also

ist
v? v?
ov (7 + w) =j (7 + w) (2.107)

der Vektor der Energiestromdichte.
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Das Fluid mit Stromdichte j = pv fiihrt pro Masseneinheit bei der Be-
wegung die Energie v?/2 + w mit sich: Hier steht die Enthalpie anstelle
der inneren Energie w = ¢ + p/p. Wir konnen also schreiben:

v? v?
8,[[p7+p8:|dV:—9gpv(?+s) ~dA—¢pv'dA,
4 v av
(2.108)

wobei das erste Integral die kinetische und innere Energie ist, die pro
Zeiteinheit durch die Oberfliche transportiert wird, und das zweite In-
tegral die Arbeit angibt, die von den Druckkriften an der Fliissigkeit
innerhalb der geschlossenen Oberfliche geleistet wird.

Der Impulsstrom folgt analog dazu aus der Kontinuitidtsgleichung, den
Euler-Gleichungen und thermodynamischen Relationen:

pv = Impuls pro Volumeneinheit (2.109)
d, (pv) = Geschwindigkeit der Impulséinderung . (2.110)

Vereinfachend LBt sich die totale zeitliche Anderung des Impulses pro
Volumeneinheit schreiben als

a,[pvdv = —[V[p+pu2]dv (2.111)
Vv Vv
= —9§[p+pv2] dA. (2.112)
A

Die Dichte des Impulsstromes durch die Oberfliche ist also
p + pvz s (2113)

wobei es sich hier eigentlich um eine tensorielle Grofse handelt, die durch
einen Skalar nur unzureichend beschrieben werden kann.
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2.7 Zirkulation, Thomson’scher Satz

Die Zirkulation ldngs einer geschlossenen Kurve ist definiert als

F:9€v~dl, (2.114)

C

wobei dl ein Linienelement auf der Kurve C angibt. Bei Bewegung des
Fluids dndern sich v und die Gestalt der Kurve. Die Verdnderung der
Zirkulation bestimmen wir durch die totale Zeitableitung
ar d
=—Qv-d. (2.115)

dr de
C

Dadurch erhalten wir die Anderung der Zirkulation lings einer sich be-
wegenden Fliissigkeitskurve.

Wir wollen die Differenziation nach den Ortskoordinaten durch ein §
ausdriicken, die Differenziation nach der Zeit hingegen durch ein d. dr
ist also ein Linienelement auf der Kurve, das wir als Differenz zweier
Ortsvektoren ér = r, — ry schreiben kénnen:

F=56v-8r. (2.116)
Die zeitliche Ableitung der Zirkulation (Abb. 2.14) ist dann
dar d d d
S v.5r=§£—”.5r+§£v—.8r. @.117)
dr dr dr dr
Es ist
d dr v?
—  r=v-8— =v-8v=358— 2.118
th r=v ” V-V 5 ( )
Abb.2.14 Anderung der Vi A

V3
Zirkulation Ve 7 /W
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Abb. 2.15 Linienelement auf r; dr
der Kurve
%)
und
,UZ
5158? =0, (2.119)

da ein Integral iiber ein vollstindiges Differenzial langs einer geschlos-
senen Kurve (Abb. 2.15) verschwindet. Also ist

v-ér = 95 —or. (2.120)
a At

Fiir isentrope Bewegungen ist die Beschleunigung

d
a:d—::8,V+(v~V)v:—Vw 2.121)

und mit dem Satz von Stokes lisst sich das Kurvenintegral in ein Fli-
chenintegral iiberfiihren,

sﬁa.er/(an)-dA (2.122)

dv
:>¢— Sr_/(VxE)-dA (2.123)

= (2.124)
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wegen dv/df = —Vwund V x V = 0. (Wegen V x g = 0 gilt dies auch
im Schwerefeld.)

d
= — -dl=0 2.125
S P 2.125)
c
=1 = %v-dl = const . (2.126)
C

Dies ist der Thomson’sche Satz°, der Erhaltungssatz fiir die Zirkulation:
In einer idealen Fliissigkeit ist die Zirkulation ldngs einer geschlossenen
Kurve bei isentroper Stromung konstant.

Auf eine unendlich kleine geschlossene Kurve §C angewandt, ergibt
der Satz mithilfe des Stokes’schen Integralsatzes die Erhaltung der Wir-
belung’” V x v der Fluidstromung:

¢v«u=/}vaydA@(vay5A (2.127)
§C A
< const . (2.128)

2.8 Potenzialstromungen
Potenzialstromungen sind Stromungen, fiir die im ganzen Raum
Vxv=0 (2.129)

gilt, d.h., sie sind wirbelfrei bis auf singuldare Punkte oder Linien. Bei
Wirbelstromungen hingegen gilt im Allgemeinen (Abb. 2.16)

Vxv#£0. (2.130)

6Aufgestc—:llt 1869 von William Thomson, 1. Baron Kelvin (x1824 Belfast, $1907
Netherhall).
7 Auch Wirbelstdirke; vorticity in englischsprachiger Literatur.
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Vxv=0 VX v£0

Abb.2.16 Wirbelfreie und nicht wirbelfreie Strémungen

Aus der Erhaltung der Zirkulation folgt — zunéchst fiir stationére Stro-
mungen — die Wirbelfreiheit: Sei V xv = 0 auf einem Punkt der Stromli-
nie. Eine infinitesimale geschlossene Kurve §C umschliefe die Stromli-
nie und bewege sich mit dem Fluid. Also wird mit dem Satz von Stokes:

95V-dl=const= /(va)-dA. (2.131)
sC A
Daraus folgt, dass

Vxv=0 (2.132)

entlang der gesamten Stromlinie; die Rotation verschwindet auch in allen
anderen Punkten der Stromlinie. Bei nicht stationdren Stromungen gilt
das auch, nur betrachtet man hier anstelle der Stromlinie die in der Zeit
von einem bestimmten Fluidteilchen zuriickgelegte Bahnkurve (die nur
bei stationdren Stromungen mit der Stromlinie {ibereinstimmt).

Ist der von —oo auf einen Korper einstromende Strom homogen (v =
const), so ist die stationdre Stromung um einen beliebigen Korper eine
Potenzialstromung mit Vxv = 0. Dennoch unterscheidet sich das wahre
Stromungsbild beim Umstromen eines Korpers von einer Potenzialstro-
mung, denn die Stromung lings der Wand ermdoglicht keine geschlosse-
nen Kurven um Stromlinien. Das fiihrt dazu, dass die Stromlinien sich
ablosen und im Inneren der Fliissigkeit verlaufen: es gibt einen Sprung
in der tangentialen Geschwindigkeitskomponente (Abb. 2.17).
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Abb. 2.17 Turbulenzen an
tangentialer Unstetigkeit _@E

Fiir ideale Fluide gibt es also eine unendliche Mannigfaltigkeit von
Losungen mit Fldchen tangentialer Unstetigkeiten. Da sie instabil sind,
wird die Stromung turbulent. Bei realen (viskosen) Fluiden ist die Lo-
sung jedoch als Folge der Zihigkeit im Allgemeinen eindeutig; entschei-
dend ist dabei das Verhalten der Grenzschicht.

Bei stromlinienformigen Korpern ist die Stromung nur in einer diin-
nen Fliissigkeitsschicht in der Nihe der Oberfliche des Korpers und im
schmalen Bereich des Nachlaufs (Abb. 2.18) keine Potenzialstromung.

Beispiel
fiir eine Potenzialstromung: kleine Schwingungen eines eingetauch-
ten Korpers (Abb. 2.19).

Fiir kleine Amplituden a < [ (wobei [/ die lineare Dimension des
Korpers angibt) ist die Stromung um den schwingenden Korper ei-
ne Potenzialstromung. Die GroBenordnung der Glieder in den Euler-

Potenzialstromung

N

Nachlauf

Abb. 2.18 Nachlauf in einer Potenzialstromung
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Abb.2.19 Schwingender

z
Korper in einem Fluid
|
Gleichungen schitzen wir ab:
v+ (v-V)v=—-Vuw. (2.133)
Fiir den schwingenden Korper gilt:
z(t) = acoswt (2.134)
u(t) = —wasinwt (2.135)
d,u(t) = —w’a coswt (2.136)
[Umax| = wa (2.137)
[0,u],, ] = w*a. (2.138)

Die Stromungsgeschwindigkeit v wird durch die Schwingungen
des Korpers (mit #) in Abstdnden der GroBenordnung / geédndert. Fiir
die Ableitung von v gilt also

u
v~ 7 (2.139)

In der Nihe des Korpers wird die Grofie von v durch v bestimmt,
u?
v~u = |(V-V)V|~T. (2.140)

Wegen w ~ u/a ist dort mit v ~ u

2
u

[0, V]| ~ wu ~ — . (2.141)
a
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a)

b)

Fiir kleine Schwingungen, a < [, folgt

|(v- V) v < [0,v] (2.142)
= d;v>~—-Vw, (2.143)

d. h., der konvektive Teil wird vernachlissigt.
Bilden wir die Rotation von (2.143), so folgt

9, (Vxv)=0 (2.144)
= V x v = const. (2.145)

Da der zeitliche Mittelwert von v verschwindet, (v), = 0, gilt
Vxv=0. (2.146)

Die Stromung einer Fliissigkeit, die kleine Schwingungen ausfiihrt,
ist also in erster Nédherung eine Potenzialstromung.

Eigenschaften von Potenzialstromungen sind:

Die Zirkulation langs einer beliebigen geschlossenen Kurve ist 0:

F:ggv-dl = /(va)-dA:O. (2.147)
N——
C Stokes 4

Es existieren also keine geschlossenen Stromlinien in einer Potenzi-
alstromung, denn die Richtung der Stromlinie stimmt mit der Rich-
tung der Geschwindigkeit iiberein, und die Zirkulation léngs einer
geschlossenen Linie wire # 0.

Wegen V x v = 0 kann bei Potenzialstromungen v als Gradient eines
Skalars — des Geschwindigkeitspotenzials @ — dargestellt werden:

V=-Vo, (2.148)

so dass die Euler-Gleichungen fiir die Geschwindigkeit

Vv?
0y + - VX (VX V) = —Vu (2.149)
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sich mit dem Geschwindigkeitspotenzial als Potenzialgleichung
schreiben ldsst:

2
V(B,(P—F%—l—w) —0. (2.150)

Also muss gelten, dass

2
00+ +w=f() 2.151)
mit einer beliebigen Zeitfunktion f(¢); mit w = p/p verkniipft diese
Gleichung Geschwindigkeit und Druck.

Fiir eine stationdire Stromung ist @ zeitunabhingig,
9,¢ =0, (2.152)

und also bleibt

v2

) + w = const, (2.153)
worin wir die Bernoulli’sche Gleichung wiedererkennen, die fiir statio-
nére Stromungen offenbar direkt folgt.

Man beachte, dass fiir eine Potenzialstromung die Konstante in der

Bernoulli’schen Gleichung im gesamten Fluidvolumen konstant ist, in
einer beliebigen Stromung jedoch nur lidngs einer einzelnen Stromlinie.

2.9 Inkompressible Fluide

Ein Fluid ist inkompressibel fiir

$p
Y <1, (2.154)

also wenn keine merkliche Kompression oder Ausdehnung wihrend der
Bewegung stattfindet.
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Fiir das Vorliegen von Inkompressibilitdt ist erforderlich, dass die Ab-
schitzung der Dichtednderung §p bei einer adiabatischen Druckénderung
dp moglich ist als

80 = 0pp| oo 5P - (2.155)

Nach Bernoulli sind die Druckschwankungen in einer stationir stromen-
den Fliissigkeit von der Groflenordnung

§p ~ pv?. (2.156)

Ferner ist mit der Schallgeschwindigkeit ¢ im Fluid

8,p| =c? (2.157)
2
= 8~ (2.158)
C
5 2
=2« (2.159)
p
und also
v<e. (2.160)

Dies ist eine notwendige Bedingung fiir Inkompressibilitit. Fiir eine sta-
tiondre Stromung ist sie auch hinreichend. Fiir nicht stationdire Stromun-
gen muss eine weitere Bedingung erfiillt sein: die Zeit s/c, in der ein
Schallsignal die Entfernung s zuriicklegt, muss klein sein gegeniiber der
Zeit 7, in der sich die Stromung merklich dndert — dann lisst sich die
Ausbreitung von Wechselwirkungen in der Fliissigkeit als momentaner
Prozess beschreiben:

T« (2.161)
C

Zur Herleitung gehe man aus von den Euler-Gleichungen (2.24) ohne
Konvektionsterm,

Vp

|0,v] = '— . (2.162)
P
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woraus man ableitet, dass

5
v (2.163)
T sp

= 8p ~ i,ov ) (2.164)
T
Die zugehorige Anderung von p mit §p ~ 8p/c? ist

8p~ - . (2.165)
TC

Nun vergleiche man in der Kontinuititsgleichung (2.10) 9, p mit pV-v; es
zeigt sich, dass d; p vernachléssigbar ist, da p ~ const fiir §p/t <K pv/s
oder §p/p ~ sv/ (‘1,'6‘2) <& tv/s. Dies ist der Fall fiir t > s/c.

Fiir p ~ const @ndern die Euler’schen Gleichungen ihre Gestalt nicht;
man kann jedoch p in den Gradienten ziehen:

v+ (v-V)v = —V% tg. (2.166)

Die Kontinuitdtsgleichung wird fiir p = const zu
V.v=0. (2.167)

Da die Dichte bekannt (konstant) ist, wihlt man als System von
Grundgleichungen am besten solche, die nur Geschwindigkeiten enthal-
ten, also die isentropen Euler-Gleichungen (2.37),

0, (Vxv)=Vx[vx(VxV). (2.168)

Da in den Euler-Gleichungen V (p/p) statt Vw steht, lisst sich die Ber-
noulli-Gleichung angeben in der Form

V2 p
— 4+ = + gz = const, (2.169)
2 p

und die Energiestromdichte wird zu

2 2
pv (V? + w) = pv (VE + %) . (2.170)
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Fiir die Potenzialstromung eines inkompressiblen Fluids werden die
Gleichungen besonders einfach: Mit V x v = 0 sind die Euler-Gleichun-
gen (2.37) identisch erfiillt. Die Kontinuititsgleichung fiir inkompressi-
ble Fluide V - v = 0 wird mit

v=-Vo (2.171)
zur Laplace-Gleichung fiir das Geschwindigkeitspotenzial® @,
AP =0. (2.172)
Die Randbedingungen am Kontaktflichenrand des Fluids sind

1. fiir eine feste Wand: v, = 0;
2. fiir eine bewegliche Wand: v, = Projektion der Wandgeschwindig-
keit auf die Normalenrichtung;

und es ist
v =0, P (2.173)

eine vorgegebene Funktion der Koordinaten und der Zeit, wobei e die
Normalenrichtung angibt. Die Randbedingungen hingen also nur von
der Richtung des Geschwindigkeitsvektors ab.
Wegen der Bernoulli-Gleichung (2.51),

V2 p

— + £ =const, (2.174)

2 p
ist der Druck bei einer stationdren Stromung eines inkompressiblen
Fluids ohne Schwerefeld dort am grofiten, wo die Geschwindigkeit
verschwindet. Dieser Punkt heilit Staupunkt (Abb. 2.20). Sei u die Ge-
schwindigkeit, py der Druck des Fluids im Unendlichen. Dann folgt fiir
den Druck im Staupunkt:

w?

Pmax = Po + 07 . (2.175)

8 Auch diese Gleichung hatte Leonhard Euler als Erster eingefiihrt; sie enthilt die Zeit
nicht explizit, sondern nur iiber die Randbedingungen.
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Abb. 2.20 Staupunkt in

stationgrer Stromung %

Staupunkt

2.10 Stromfunktion
Bei zweidimensionaler (ebener) Stromung (d. h., v hingt nur von zwei
Koordinaten ab) konnen die Geschwindigkeitskomponenten als Ablei-
tung einer Stromfunktion v (x, y) geschrieben werden:

vy = —0,, v, =40, , (2.176)
so dass die Kontinuititsgleichung automatisch erfiillt ist:

V-v=0.v,+9dv, =0. (2.177)

Die Gleichung fiir die Stromfunktion v folgt durch Einsetzen in die Eu-
ler-Gleichungen fiir die Geschwindigkeit (2.37),

0, (Vxv)=Vx[vx(VxvV). (2.178)
Die Rotation der Geschwindigkeit im Dreidimensionalen ist
V xv=—&0.v, + &0.v, + & (d,v, — dyvy) . (2.179)

Im Zweidimensionalen, d. h., ohne Veridnderungen in z-Richtung, redu-
ziert sie sich zu

Vxv=&Ay, (2.180)



40 2 Ideale Fluide

Abb. 2.21 Tangenten an

einer Stromlinie Vi
2 "3
1
3
V2
wobei der Laplace-Operator A definiert ist als
A=0740;. (2.181)
Fiir die Zeitableitung von Ay gilt
3 AY = —(3,9) 0y AY + (3,¥) 3, AV . (2.182)

Aus der Stromfunktion ldsst sich die Form der Stromlinien fiir eine
stationire Stromung unmittelbar bestimmen. Dazu stellt man die Diffe-
renzialgleichung fiir die Stromlinien bei ebener Stromung (v, = 0) auf:

d d
x_Y (2.183)
Uy vy,

= v,dx —v,dy =0, (2.184)

d.h., die Richtung der Tangente an eine Stromlinie (Abb. 2.21) stimmt
in jedem Punkt mit der Richtung der Stromlinie {iberein. Setzt man nun
v, () und v, () ein, so erhélt man

0y¥dx +0,¢dy =dy =0 (2.185)
= Y = const : (2.186)

Die Stromlinien bilden eine Kurvenschar, die man erhilt, wenn man die
Stromfunktion ¥ (x, y) gleich einer beliebigen Konstanten setzt.
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Mit v, der Projektion von v auf die Normale der Kurve in einem
gegebenen Punkt, ist der Fliissigkeitsstrom

2 2
0= p/ v dl = p/ (—vydx + vydy) (2.187)
1 1
2
= p/dw. (2.188)

—

In der x-y-Ebene ist der Fliissigkeitsstrom Q durch eine Kurve zwischen
zwei Punkten also unabhingig von der Form der Kurve durch die Diffe-
renz der Werte der Stromfunktion in diesen Punkten bestimmt:

Q=pWr—Y1) . (2.189)

Die Funktionentheorie liefert leistungsfihige Methoden zur Berech-
nung der Potenzialstromung um verschiedenartige Profile. Die Grundla-
gen dieser Anwendungen sollen im Folgenden kurz erldutert werden:

Das Potenzial und die Stromfunktion hiangen mit den Geschwindig-
keitskomponenten zusammen {iber

Uy = —ax¢ = —ay'[//" 'Uy = —ayd) = +axw y (2.190)

woraus sich die Beziehungen zwischen den Ableitungen der Funktio-
nen ¢ und y ergeben,

O =0,  dp=—0,v, (2.191)

die mit den Cauchy-Riemann’schen Differenzialgleichungen iiberein-
stimmen. Sie sind Bedingung dafiir, dass das komplexe Potenzial

w=¢+iy, (2.192)

das sich aus dem Geschwindigkeitspotenzial (im Realteil) und der
Stromfunktion (im Imaginirteil) zusammensetzt, eine analytische Funk-
tion des komplexen Arguments z = x + iy ist, bzw. dass w(z) in jedem
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Abb.2.22 Stromlinien an

Punkt z differenzierbar ist als

dw . .
i =0, +10, =v, —1ivy (2.193)
z

= komplexe Geschwindigkeit (2.194)

mit dem Betrag

d
'% == 2+vi=v. (2.195)

Das Argument der komplexen Geschwindigkeit w’ = dw/dz ist der Win-
kel ¥ zwischen der Geschwindigkeit und der x-Richtung,
o dw ve 'V (2.196)
dz

An der Oberfliche einer umstromten festen Kontur muss die Ge-
schwindigkeit tangential gerichtet sein. Die Kontur muss mit einer
Stromlinie iibereinstimmen (Abb. 2.22), und auf ihr muss ¥ = const
sein; die Konstante kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit null ge-
setzt werden. Fiir eine vorgegebene Kontur wird das Stromungsproblem
so auf die Bestimmung einer analytischen Funktion w(z) zuriickgefiihrt,
die auf dieser Kontur reelle Werte annimmt.

Nach den Resultaten der Funktionentheorie ist das Integral {iber eine
analytische Funktion ldngs eines (beliebigen) geschlossenen Weges C
gleich der mit 27/ multiplizierten Summe der Residuen der einfachen
Pole innerhalb von C':

dw
—dz=Quwdz=27iY 4 2.197
s Sﬁwz 7i 3 Ar, (2.197)
C C k
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wobei Ay die Residuen der komplexen Geschwindigkeit w’ sind.
Andererseits gilt

¢ w'dz = ¢ (vx — ivy) (dx + idy) (2.198)
c c
= ¢ (vxdx + vydy) +i ¢ (vxdy — vydx) . (2.199)
c c
S—— ™
=T

Der Realteil ist die Zirkulation I" léngs der Kurve C. Der Imagindirteil p
gibt den Fliissigkeitsstrom (2.189) durch die Kurve C an. Sind innerhalb
der Kurve keine Fliissigkeitsquellen, so ist dieser Strom = 0. Also folgt

I =2ni Z Ay . (2.200)
k

Alle Residuen A sind rein imaginir, so dass die Zirkulation I relle
Werte annimmt.

Die Theorie der analytischen Funktionen einer komplexen Variable
entspricht demnach der zweidimensionalen Potenzialtheorie der Hydro-
dynamik, und die Methoden aus der Funktionentheorie kénnen unmittel-
bar auf die Losung zweidimensionaler Stromungsprobleme iibertragen
werden.

Eindimensionale Stromungsprobleme lassen sich in manchen Féllen
— ohne Riickgriff auf die Funktionentheorie — exakt 16sen, wie das fol-
gende Beispiel einer radialsymmetrischen Stromung zeigt:

Beispiel

(Rechnung von Lord Rayleigh, 1917 [3]): Eine inkompressible Fliis-

sigkeit fiillt den Raum; ein kugelférmiges Volumen mit Radius a wird

entfernt. Nach welcher Zeit ist der Hohlraum mit Fliissigkeit gefiillt?
Die Stromung in den Hohlraum ist kugelsymmetrisch (Abb. 2.23).

Fiir die radiale Geschwindigkeit gilt die Euler’sche Gleichung

1
v+ vd,v=——0,p (2.201)
0
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Abb. 2.23 Hohlraum in T =
inkompressibler Fliissigkeit ,:\

mit v, = v < 0. Die Kontinuitétsgleichung fiir inkompressible Fluide
ist

p=0 (2.202)
1
=V.v= r—za, (r’v,) =0, (2.203)

was bedeutet, dass r>v = F(t) eine beliebige Funktion der Zeit ist
(0,v = 0). Das Fliissigkeitsvolumen, das durch eine Kugel mit belie-
bigem Radius fliet, hingt wegen seiner Inkompressibilitit also nicht
vom Radius ab.

Wir schreiben mit der Kontinuititsgleichung also d,v = F'(t)/r?
und setzen dies in die Euler-Gleichungen ein:

F'(t)
2

1
+vd,v =——0,p. (2.204)
0

Integrieren wir dies iiber den Radius r von R(¢) < a bis oo, wobei a
der Radius des Hohlraumes ist, so erhalten wir

F'(¢t &
POV _k (2.205)
R 2 P

mit der Anderungsgeschwindigkeit des Hohlraum-Radius V =
dR(t)/dt und dem Druck py bei R — o0 . (Die Geschwindig-
keit des Fluids bei R — oo und der Druck auf die Oberfliache
des Hohlraumes seien = 0.) Mit r>v = F(¢) fiir Punkte auf der
Oberfliche des Hohlraumes gilt

R*(t)V(t) = F(1) , (2.206)



210 Stromfunktion 45

dessen Ableitung wir schreiben als

dv dv
F'(t)y=2R R V 4+ R*— =2RV?+ R*— (2.207)
\_7 dr dr
und in die Euler-Gleichungen einsetzen:
2RV? av. V2
Po _ _ —R— 4+ — (2.208)
0 R a2
-3 V? RdV dR (2.209)
2 dR dt ‘
—_—
=V
_ 3 V? Rdv? (2.210)
2 2 dR ‘
Wir separieren die Variablen,
dR 2 3
/e o I o L (2.211)
dr 3p \ R?
dR
_df= - (2.212)

G-

und integrieren mit der Anfangsbedingung V' = O fiir R = a. Da-
durch erhalten wir die Zeit 7, in der der Hohlraum gefiillt wird:

jdz N 3p /a dr (2.213)
T = =,/— | ——— .
2 a\3
0 Pog g -1
3a2om (2
S (f) ~ 09154 |2 . (2.214)
2po I'(3) Po

Fiira = 0,1m, py = 1000hPa = 1-10°Pa = 1-105%und,0 =

12 = L0 03 K2 girg
T~ 0,915-1072s ~ 9 ms. (2.215)

Man beachte, dass t proportional zu @, ./p und zu 1/,/p ist.
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2.11 Wellen

Wasserwellen [4, 5] sind komplizierter als akustische oder optische Wel-
len: Als Oberfliichenwellen sind sie an die Grenze zweier Medien gebun-
den; akustische und optische Wellen sind dagegen Raumwellen.

Wellen und Wirbel unterscheiden sich darin, dass Wirbel Materie mit
sich forttragen, wohingegen bei Wellen alle Fliissigkeitsteilchen im Mit-
tel an ihrem Ort bleiben — es pflanzt sich nicht Materie, sondern Energie
und Phase fort.

Wellen konnen nach ihrer Symmetrieform eingeteilt werden
(Abb. 2.24):

o Ebene Wellen, z.B. durch eine Windfront ausgelost.

e Bei Ringwellen nimmt die Amplitude mit der Entfernung ab. Ihre ma-
thematische Beschreibung ist kompliziert (sie erfordert Bessel-Funk-
tionen und Fourier-Integrale).

o Tiefseewellen haben Dispersion:

V= \/%, (2.216)

wobei v = v(k) = v(A), k =27/A.

o Schiffswellen sind Langswellen, die sich an den Schiffskorper schmie-
gen; Querwellen durchsetzen sie. Das Gesamtsystem schreitet mit
dem Schiff fort, ist also stationr.

e Mach-Wellen sind StoBwellen bei Uberschallstromungen mit v > c.
Der Mach’sche Winkel a (Abb. 2.25) ist dabei gegeben durch

sing = < . (2.217)
v

Abb. 2.24 Verschiedene Wellenformen: a Ebene Wellen, b Ringwellen, ¢ Schiffwel-
len
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Abb. 2.25 Mach’scher Win- o v+ cn
kel

cn

Die Storung breitet sich in Stromungsrichtung innerhalb eines Kegels
mit Offnungswinkel 2« aus.

Zur Beschreibung ebener Wasserwellen (Oberflichenwellen) nehmen
wir an, dass die Ausbreitung in x-Richtung erfolgt und die Welle in Tie-
fenrichtung y weggedampft wird. Also kann die Amplitude einer ebenen
Welle beschrieben werden als

A(x, y, 1) = Age! Fr—eDe=ky (2.218)

wobei k = 2w /A die Wellenzahl, o = 27/ T die Kreisfrequenz, v =
A/T = w/k die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und A, die maximale
Amplitude der Wasserwelle angibt. Es sind demnach drei Parameter, A,
o und k, zur Beschreibung der Wellenausbreitung erforderlich.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v ist die Phasengeschwindigkeit
der Welle, d.h., die Phase ¢ im Exponenten e'%, schreitet mit der Ge-
schwindigkeit v fort. Dies wird deutlich, wenn man den verinderlichen
Teil der Phase, gegeben durch ¢ = kx — wt, konstant setzt und also den
Ort gleicher Phase zu verschiedenen Zeiten betrachtet:

kdx —wdt =0. (2.219)

Damit folgt direkt die Phasengeschwindigkeit

dx w
= —=—. 2.220
v dt k ( )

Fiir monochromatische Wellen (Wellen fester Frequenz) ist nur die
Phasengeschwindigkeit von Bedeutung. Bei Uberlagerung von Wellen
verschiedener (vor allem benachbarter) Frequenzen zu einem Wellenpa-
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ket oder einer Wellengruppe ist dessen Gruppengeschwindigkeit’ u im
Allgemeinen von v verschieden:

_da)

= —. 2.221
U= ( )

Nur bei dispersionsloser Wellenausbreitung (wenn v unabhéngig von A
und k ist) fallen Phasen- und Gruppengeschwindigkeit zusammen, und
eine Wellengruppe kann ohne Forminderung fortschreiten:

w = vk (2.222)

= do = vdk (2.223)
d

éﬁzvzu. (2.224)

Der allgemeine Zusammenhang zwischen Gruppen- und Phasenge-
schwindigkeit ist jedoch

dw = vdk + kdv (2.225)
dv
= vdk + k—dk 2.226
vdk + P ( )
dv
= k—, 2.227
=u=uv+ e ( )

dau = dw/dk. AuBerdem ist k = 27/ und also dk/dA = —27/A2,
weshalb

dv _dvd)k_ dv A2

o Ddk s O (2.228)
dv dv
= k@ = —Aa , (2.229)

was schlieflich den allgemeinen Zusammenhang zwischen Gruppen-
und Phasengeschwindigkeit — ausgedriickt iiber die Wellenldnge A —
dv

=v—A— 2.230
U=v a ( )

° Die Gruppengeschwindigkeit ist auch in der Quantenmechanik eine wichtige physi-
kalische Grofie: Nach de Broglie ist A = % = % und also u = %
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ergibt. Der Differenzterm klassifiziert die Dispersion wie folgt:

® keine Dispersion: g—;{ =0 = u=v,
e normale Dispersion: 3—;{ >0 = u<v
(Gruppen- < Phasengeschwindigkeit),

e anomale Dispersion: j—; <0 = u>vo

Man findet fiir Schwerewellen in Tiefwasser, h > A, dass

)
v=,/52, (2.231)
27
wobeli
dv _ 1 (2.232)
— = — .
- 2A

so dass normale Dispersion folgt,

1 1
u:v—§v=§v<0. (2.233)
Im flachen Wasser, h < A, findet man
v=+/gh (2.234)

also keine Dispersion.
Bei Schwerewellen wird die Ausbreitung am besten iiber die Eu-
ler’sche Gleichung mit Geschwindigkeitspotenzial beschrieben,

v? 1
—8f¢+?+;(p+U)=F(t) (2.235)
mit v = —V @ und einer beliebigen Zeitfunktion F(¢). Fiir kleine Am-

plituden wird das quadratische Glied vernachlissigt. An der freien Ober-
fliche herrscht Atmosphirendruck (p = 0); die einzige Zeitfunktion, die
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periodisch fortschreitende Wellen nicht stort, ist aber

F(t) = const (2.236)

=1 ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (2.237)

= 0,p =2 = _P&Y (2.238)
P P

=—gy. (2.239)

Die Welle breitet sich aus wie das Geschwindigkeitspotenzial, woraus
sich die Dispersion, der Zusammenhang zwischen v und A ergibt.

Wird A immer kleiner, ist nicht mehr die Schwere, sondern die Ober-
flachenspannung o fiir die Wellenausbreitung maf3gebend, so dass sich
die Dispersionsverhéltnisse komplett dndern. Die Oberfldche ist nicht
mehr kréftefrei, sondern einem aus o hervorgehenden Normaldruck aus-
gesetzt:

—0,® + % —0. (2.240)

Man findet fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit

2

- 2.241
i ( )

> | Q

d.h., sie wichst mit abnehmendem A, umgekehrt wie bei Schwerewel-
len in tiefem Wasser: dies ist anomale Dispersion und fiihrt zu ebenen
Kapillarwellen (Abb. 2.26).

Die Dispersionskurven fiir Schwere- und Kapillarwellen schneiden
sich bei A = Ay. Es gilt dabei

e fiir A < Ag: die vorwirtstreibende Kraft der Kapillarwellen hingt von
der Kriilmmung des Oberflichenprofils ab;
e fiir A > Ay: die Kapillaritit ist bei groBen Wellenldngen unbedeutend.
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quadratische
Superposition

= Schwerewellen
normale Dispersion

Umin T A\ -
7
%
N
VLI Uy = %ZTE
// ! S~ _ Kapillarwellen
/ } ~ anomale Dispersion
% A
Ao

Abb. 2.26 Dispersionsverhalten von Kapillar- und Schwerewellen

Der Schnittpunkt errechnet sich durch das Gleichsetzen der beiden Di-

spersionsrelationen:
2 A
o _ &40 (2.242)
P Ao 2w
N——

——

Kapillarwellen Schwerewellen
2 2
o2 2@ (2.243)
194
= 2o =2r | —. (2.244)
1294
Bei quadratischer Superposition, v? = v? + v2, finden wir das Minimum
bei A = Aj aus
V1 = vs (2.245)
=2 =t =n?=2 28 (2.246)
)
= v = 1/2.]25 (2.247)
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Beispiel
Am Ubergang von Wasser zu Luft ist die Oberflichenspannung o =
721073 1:_2g = 72-1073 % Wenn man durch eine Stimmgabel Ka-

pillarwellen anregt, ist der Schnittpunkt mit p = 1 %5 = 1-10° ke
g - k) SZ

Ao=27 L ~17,02-10%m = 1,702 cm , (2.248)
pg
Vrmin = /2 /% - \/2- 103y/72-9.8 ? (2.249)
~0231 2 =031 8 (2.250)
S S

= Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Wellen mit A = A, -
(2.251)

Demnach konnen sich Wellen sich auf Wasser nicht mit Geschwin-
digkeiten kleiner als vy, ~ 23 <¢ fortpflanzen. Wellen von groBerer
und kleinerer Wellenlidnge als 1,7 cm laufen mit groBerer Geschwin-
digkeit als 23 <.

Lord Kelvin schlug fiir Wellen mit A < Ay den Begriff Ripples vor.
Manchmal sind die Flanken breiter Schwerewellen von feinen Ripples
tiberdeckt.
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Viskose Fluide 3

Bei Stromungen viskoser Fluide untersucht man die Auswirkungen von
Prozessen mit Energiedissipation auf die Stromung. Aufgrund der inne-
ren Reibung (= Viskositit) und der Wérmeleitfahigkeit wird die Stro-
mung thermodynamisch irreversibel.

3.1 Navier-Stokes-Gleichungen

Bei viskosen Fluiden bleibt die Kontinuititsgleichung (2.10) unverin-
dert,

dp+V(pv)=0. 3.1

In den Euler’schen Gleichungen (2.24) miissen jedoch zusitzliche Terme
eingefiihrt werden, die der Energiedissipation Rechnung tragen:

e 1), der Viskosititskoeffizient; 7 > 0,
o {, der Zihigkeitskoeffizient; ¢ > 0.

Bei isotropen Fluiden geniigen diese beiden skalaren Grofen; bei aniso-
tropen Fluiden werden die Koeffizienten zu Tensoren.

Die Koeffizienten 1 (shear viscosity) und ¢ (bulk viscosity) sind im
Allgemeinen Funktionen von Druck p und Temperatur T, die nicht im
ganzen Fluid gleich sein miissen. Meist konnen 1 und ¢ jedoch néhe-

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2016 53
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Tab. 3.1 Typische Werte n [Pa-s] v [1 .10-3 mT’ }
fiir die dynamische und die - — :
kinematische Viskositit, n Luft 1.8-107 1,50

und v Wasser 0,001 0,10

Quecksilber | 0,001 56 0,012
Alkohol 0,0018 0,22
Glycerin 0,85 68

rungsweise konstant gesetzt werden. Die Bewegungsgleichungen' wer-
den dann zu den Navier-Stokes-Gleichungen [1-3]

p[0v + (v- V) v] = =V p +54v + (§+ g)V(Vw) 32

Euler’scher Anteil

Fiir inkompressible Fluide verschwindet der letzte Summand wegen V -
v = 0. Im Falle zéher, aber inkompressibler Fluide reduziert sich dem-
nach (3.2) zu

v
v+ - Vyv=—L 4 DAy (3.3)
P p

Im Vergleich zu den Euler-Gleichungen gibt es also den Zusatzterm

Ly (3.4)
P

mit der dynamischen Viskositdt n: [n] = % = Pas. Das Verhiltnis

n (3.5)
0

mit [v] = mTZ heilt kinematische Viskositdt. Werte fiir verschiedene Sub-
stanzen bei Normaldruck finden sich in Tab. 3.1.

! Die Gleichungen wurden von Claude-Louis Navier (1785 Dijon, 11836 Paris) im
Jahr 1822 aufgestellt und von George Gabriel Stokes (x1819 Skreen, County Sligo,
11903 Cambridge) im Jahr 1845 hergeleitet.
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Bei fester Temperatur hiangt die dynamische Zihigkeit n von Gasen
nicht vom Druck ab. Da pV = const, folgt fiir die kinematische Zihig-
keit

1
vV XV ox —. (3.6)
p

Wie bei den Euler-Gleichungen ldsst sich der Druck aus den Navier-
Stokes-Gleichungen eliminieren, indem man die Rotation der Gleichung
bildet und die Identitdten (2.35) und (2.36) verwendet:

3, (Vxv)=Vx(vx(VxV)+vA(VXV). (3.7)
—————

=0 in der
Euler-Gleichung

Mith = V x vist [4]

Vx(vxb)y =0 -V)v=(v-V)b+v(V-b)—b(V-v), (3.8)

wobei
b-V)v=[(VxV)-V]v, (3.9)
v-V)b=(-v-V)(VxV), (3.10)
v(V-b)=0 wegen V.-(Vxv)=0, (3.11)
b(V-v) =0 wegen V-v=0. (3.12)

Also lauten die Navier-Stokes-Gleichungen fiir das Geschwindigkeitsfeld
mit der kinematischen Zihigkeit v = n/p

0, (VXV)+ (V- V)Vxv—[(VxV)-V][v=vA(VxvVv). (3.13)

Aus einer bekannten Geschwindigkeitsverteilung findet man die
entsprechende Druckverteilung, indem man eine Gleichung vom Pois-
son’schen Typ 16st, die durch die Bildung der Divergenz aus den
urspriinglichen Navier-Stokes-Gleichungen folgt (dabei ist stets ein
inkompressibles Fluid mit V - v = 0 vorausgesetzt):

Ap = —p (9kvi) (9;vx) = —p0kd; (vivg) . (3.14)
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Wie im viskosititsfreien Fall der Euler-Gleichungen ldsst sich die
Geschwindigkeitsverteilung auch durch eine Stromfunktion ¥ (x, y) aus-
driicken,

vy = =0, vy = +0,V, (3.15)
so dass die Kontinuititsgleichung automatisch erfiillt ist,
V.v=20v,+9d,v,=0; 0,v, =0. (3.16)
Einsetzen in die Navier-Stokes-Gleichung ergibt

3 AY — (3:¥) (3,AY) + (0,¥) 3 AY) —vAAYy =0.  (3.17)

Dazu kommen die Randbedingungen: Zwischen der Oberfliche eines
festen Korpers und dem zdhen Fluid gibt es molekulare Anziehungs-
krdfte. Sie halten die innerste Fluidschicht an der Wand fest, so dass
die Geschwindigkeit direkt an der Wand (an festen Oberflichen) ver-
schwindet: v = 0 an festen Oberflachen, d.h., normale (v, = 0) und
tangentiale (vy = 0) Komponenten miissen verschwinden?; bei idealen
Fluiden war nur v, = 0 gefordert.

Bei einer bewegten Oberfliche muss v am Rand gleich der Geschwin-
digkeit dieser Oberflache sein.

3.2 Energiedissipation in einem inkompressiblen
viskosen Fluid

Aus Viskositdt ergibt sich Energiedissipation, d.h. Umwandlung von
Energie in Wiirme. Dabei wird jedoch die detaillierte molekulare Struk-
tur des Fluids nicht beriicksichtigt.

Zur Berechnung der dissipierten Energie in einer inkompressiblen
Fliissigkeit gehe man aus von der gesamten kinetischen Energie und be-

2 Die Euler-Gleichungen konnten eine Randbedingung v, = v = 0 gar nicht erfiil-
len, weil die rdaumlichen Ableitungen dort von erster Ordnung sind. In den Navier-
Stokes-Gleichungen sind sie wegen des Viskositétsterms von zweiter Ordnung.
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stimme die Zeitableitung:

En = g/vde; (3.18)
pv*
= 0B = [ 0:5-av = [ pvidviav. (3.19)

Die partiellen Zeitableitungen der Geschwindigkeitsgleichungen werden
nun anhand der Navier-Stokes-Gleichung substituiert:

1 1
0,v; = —Vk0kv; — —0;ip + —0 07 (3.20)
N
:%Av
mit dem Reibungstensor

o/, = n[dxv; + d;vx] bei inkompressiblen Fluiden. 3.2D)

Dies ist der Teil des Impulsstromes, der nicht mit dem unmittelbaren
Transport des Impulses gemeinsam mit der Masse des bewegten Fluids
zusammenhangt.

Nach einigen weiteren Umformungsschritten findet man die fotale
zeitliche Veridnderung der Energie als

d
EEkm = —g / [0cv: + 0;v]*dV . (3.22)
v

(Beachte die Summenkonvention: iiber doppelt erscheinende Indizes
wird summiert). Dies ist die Energiedissipation in einem inkompressi-
blen Fluid; sie bewirkt eine Abnahme der mechanischen Energie:

d
EEkin <0. (323)

Das Integral ist wegen des quadratischen Integranden stets positiv; dem-
nach muss der Viskosititskoeffizient n > 0 sein;

d
— FEyin -n. 3.24
g Dwn < =71 (3.24)
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3.3 Hagen-Poiseuille’sches Gesetz

Als Poiseuille-Stromung wird die stationdre Stromung einer inkompres-
siblen, zdhen Fliissigkeit durch ein Rohr bezeichnet. Dabei gilt

Ap
— K1, p=~const, 0,0=0. (3.25)
P

Als Durchflussmenge Q bezeichnet man die Grofe

R
0= 2np/ rudr, (3.26)
0

deren anschauliche Bedeutung in Abb. 3.1 skizziert wird. Voraussetzung
fiir diese Schreibweise ist, dass keine Querschnittsinderung stattfindet,
die Stromung also stationdr ist: v hingt demnach nur von x und y ab,
verlduft jedoch in z-Richtung,

vV =0é,. (3.27)
Die Kontinuitdtsgleichung ist also identisch erfiillt:
0yvx + dyvy, =0. (3.28)
Da die Stromung stationdr ist, gilt
av=0, (3.29)

und weil v+ V = vd., verschwindet auch der konvektive Term, so dass

d
EV =0,v+(v-V)v=0 (3.30)

Abb. 3.1 Differenzielle 2 rdr
Durchflussmenge
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ist, wodurch die Navier-Stokes-Gleichungen sich vereinfachen zu
plo, v+ (v-V)v]=0=—-Vp + nAv. (3.31)
Mit (3.27) ergibt sich also

= Vp = nAv (3.32)
= nAve, , (3.33)

was impliziert, dass der Druck nur von der z-Koordinate abhéngen kann,
p = p(z). Dadie linke Seite der Gleichung eine Funktion von z ist, die
rechte aber nur eine Funktion von x und y, konnen beide Seiten einer
Konstanten gleichgesetzt werden,

1d
Av = s A const (3.34)
ndz
168
—__°% (3.35)
n 1

mit der Druckdifferenz an den Rohrenden §p (das negative Vorzeichen
bedeutet abfallenden Druck) und der Rohrlénge / = §z.

Die Geschwindigkeitsverteilung im Fliissigkeitsstrom wird also durch
eine zweidimensionale Gleichung vom Typ

Av = const (3.36)

bestimmt. In Polarkoordinaten gilt

[v(r)| = v(r) (3.37)
1d dv Sp
=\ ) == 3.38
< rdr (r dr) nl (3.38)
Durch Integration erhilt man
Sp
v(r) = P, +aln(r/R) +b. (3.39)

4nl
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r 2w rdr

K A\ |
AN
=

0 >t —
-/
I N

-R
% % v(r)
Ap
4anl

Abb. 3.2 Geschwindigkeitsprofil der Poiseuille-Stromung

Die Geschwindigkeit muss tiber das ganze Rohr inklusive der Mittel-
achse (r = 0) endlich bleiben; daher muss a = 0 sein. Die Konstante b
ldsst sich aus der Randbedingung v|,, = 0 bestimmen: es ist

v(r) =0 (3.40)

fiir r = £ R, also am Rand einer viskosen Fliissigkeit. Damit folgt, dass

Sp
=_FpR 41
v po +b (3.41)
dp 2
=pbh=_-LR 42
b 4nl (3.42)
=) = _851 (R*—r?) . (3.43)

Dies ist ein parabolisches Geschwindigkeitsprofil iiber den Radius des
Rohres (s. Abb. 3.2).

Die Durchflussmenge ist nun eine Funktion von R: durch den Kreis-
ring 2w rdr tritt pro Sekunde die Fliissigkeitsmenge pv2m rdr. Die Inte-



3.4 Reynolds'sche Zahl; Turbulenzkriterium 61

gration tiber alle Kreisringe ergibt die Durchflussmenge Q:

R
0= 2np/ rudr . (3.44)
0

Setzt man das Geschwindigkeitsprofil ein, so ergibt sich

R
_ 2mpdp 22
0= 4] [r(R —r?)dr (3.45)
0
_ 70 (Lo [La1") iy = (3.46)
=2 \2 4, n=re ‘
8P 4
=TPp 3.47
8vl (347)

unabhingig von der Dichte p des Fluid, bzw.

ndpp R*

0= 8nl

(3.48)

mit der dynamischen Viskositit 5. Dies ist das Hagen-Poiseuille’sche
Gesetz.

3.4 Reynolds’sche Zahl; Turbulenzkriterium
Zwar sind die Navier-Stokes-Gleichungen,

vr 1 av

v+ (V- V)v= — + (3.49)
PP

3 Das Gesetz haben Gotthilf H. L. Hagen (x 1797 Konigsberg, 1884 Berlin) und Jean
L. M. Poiseuille (1797 Paris, 11869 Paris) in den Jahren 1839 bzw. 1840 empirisch
gefunden (Q o R*). Die hier dargestellte Herleitung hat 1845 George G. Stokes
gegeben.
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Faden
grofier Durchmesser
\ kleiner Durchmesser
N —— — —— — ——
kleines v
grofies v

Abb. 3.3 Faden in laminarer und turbulenter Strémung

und die Kontinuitatsgleichung

9,0+ V-(pv) =0 bei kompressiblen Fluiden, (3.50)
V.v =0 beiinkompressiblen Fluiden (3.51)

grundlegend fiir die Darstellung aller Fliissigkeitserscheinungen. Jedoch
ist die Frage der Stabilitdt einer Stromung, d. h. das Umschlagen von la-
minarer in turbulente (chaotische) Stromung, auf dieser Grundlage noch
nicht vollstidndig beschrieben.

Ein wichtiges Stabilitétskriterium liefert die Reynolds’sche Zahl Re.
Sie ist ein MaB fiir die Stirke der Konvektion relativ zur Viskositdt,
das Umschlagen von laminarer in turbulente Stromung wird durch
einen kritischen Wert der Reynolds’schen Zahl gekennzeichnet. Sie hat
beispielsweise bei Rohrstromungen (Pouiseuille-Stromungen; s. Ab-
schn. 3.3) einen bestimmten Wert, der nicht vom Durchmesser des
Rohres abhingt.

Der englische Physiker Osborne Reynolds untersuchte im 19. Jahr-
hundert Stromungen verschiedener Geschwindigkeiten durch Glasroh-
ren verschiedenen Durchmessers. Er beobachtete insbesondere die Be-
dingungen fiir das Umschlagen von laminarer in turbulente Stromung
(Abb. 3.3).

Bei regelmilig geschichteter, laminarer Stromung (wie bei Hagen-
Poiseuille) bewegt sich ein farbiger Faden parallel zur Rohrenachse. Un-
regelméBige Schlidngelbewegungen und Seitenbewegungen des Fadens,
welche die ganze Rohre ausfiillen, sind dagegen Anzeichen fiir turbulen-
te Stromung.

Reynolds betrachtete diese Ergebnisse unter dem Gesichtspunkt ei-
nes Ahnlichkeitsgesetzes, also als Vergleich zweier Anordnungen, die
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Abb. 3.4 Stromung in zwei @
verschiedenen Skalen

sich nur in den Mafeinheiten (Skalen) unterscheiden; hier: zwei Roh-
ren mit unterschiedlichen Radien R;, R,. Wie dndern sich nun die Na-
vier-Stokes-Gleichungen beim Ubergang von System (D) zu System ()
(Abb. 3.4)?

Ist « die Skala fiir die Anderung aller Liingeneinheiten, so gilt

Ry =aR;, xy=oax;, y»=ay, z2=0az (3.52)

fiir zwei korrespondierende Punkte in den Rohren. Fiir die mittleren Ge-
schwindigkeiten in den Punkten (D) und @) gilt:

vy = By . (3.53)

Wegen [v] = m/s legt o/ die Anderung der Zeiteinheit fest:

1= %zl . (3.54)

Die Rohren konnen mit Fluiden verschiedener Dichte und Viskositdit
gefiillt sein:

P2 = Yp1 - (3.55)
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Wegen [p] = kg/m?® legt y3« die Anderung der Masseneinheit fest,
my = ya’my . (3.56)
Mit der kinematischen Ziihigkeit v = n/p,
vy = vy, (3.57)
sowie den Driicken in korrespondierenden Querschnitten,
p>» = €py (€ ldsst sich auch durch «, B, y ausdriicken), (3.58)
transformieren die Navier-Stokes-Gleichungen

v
v+ v-Vyv= L 1 Tay (3.59)
PP

beim Ubergang (D) — (@ folgendermalBen:

1. Der Beschleunigungsterm #ndert sich beim Ubergang wegen R, =
aRy, v, = Bv; um B?/a.

2. Der Zihigkeitsterm #ndert sich wegen v, = Bvy, v, = 6v; um
8B/

3. Der Druckterm wird durch R, = aR|, p» = ypi, p2 = €p; gedndert
um e/ (yo).

Sollen die Navier-Stokes-Gleichungen fiir beide Anordnungen (1) und
@) erfiillt sein, so muss das Verhiltnis dieser drei Faktoren = 1 sein:

2
1
ﬁ_;sﬁz;—le:ul (3.60)
o as Yo
Bo €
= —=1 ud —=1. (3.61)
Y vB

Daraus folgen die Verhiltnisgleichungen

ViR, _ Ry (3.62)
Vi V2 ’
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und

o (3.63)
P17 P2V

die das Ergebnis der Reynolds’schen Ahnlichkeitstheorie* sind. In der
Literatur wird meist nur Gleichung (3.62) als Reynolds’sches Kriterium
bezeichnet, obwohl auch Gleichung (3.63) fiir ein hinreichendes Kriteri-
um erforderlich ist.

Aus der Verhiltnisbetrahtung folgt: Ist (1) laminar, so auch 2); ist (O
turbulent, so auch (2). Die dadurch definierte dimensionslose Zahl ist die
Reynolds’sche Zahl

vR  pvR  Konvektion
Re=— = = oo (3.64)
v n Viskositét
v-V)v
~ ‘)(UTV) , (3.65)

wobei R — je nach Versuchsanordnung — eine rdumliche Abmessung ist
(nicht notwendigerweise ein Radius).
Die durch die zweite Bedingung definierte Zahl ist

P

S = —=.
pv?

(3.66)

Das Umschlagen von laminarer in turbulente Stromung ist ein fiir beide
Rohren (D und @) dhnlicher Vorgang, der durch denselben Zahlenwert
von Re gekennzeichnet wird, die kritische Reynolds’sche Zahl (R — 1):

!
Rew = (ﬂ) . (3.67)
N/ it

Fiir jeden Stromungstyp gibt es ein eigenes Reyqy, es ist keine universelle
GroBe.

Der Wert von Re hiéngt auch von der Art des Zuflusses zum Rohr
ab (Abb. 3.5). Bei trompetenformigem Einlauf ist die Stromung anfangs

4 Entwickelt von Osbourne Reynolds (1842 Belfast, 11912 Watchet) im Jahr 1883.
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Abb. 3.5 Trompetenformi- \

ger und scharfer Einlauf —_—=

laminar und bleibt es bei grofem Re. Bei scharfem Einlauf ist die An-
fangsstromung durch Seitenkomponenten gestort, und der Umschlag zur
Turbulenz findet bei relativ niedrigem Re statt. Im Glasrohr:

Reyie =~ 1200, unregelméBiger Einlauf , (3.68)
Reyi &~ 20000, gut abgerundeter Einlauf . (3.69)

Die kritische Reynolds-Zahl ist also nur bei Strémungen mit dhnlichen
Anfangsbedingungen konstant.

Wie kommt nun der Umschlag von laminarer zu turbulenter Strémung
zustande? Bisher scheint die Hagen-Poiseuille-Stromung stets eine mog-
liche Stromungsform zu sein — aber fiir Re > Rey ist sie nicht mehr
stabil.

e Die Viskositdt wirkt auf die Beruhigung von Seitenbewegungen hin
und beglinstigt laminares Verhalten.

e Die Trigheit verlangt die Erhaltung der Seitenkomponenten, wirkt
also zugunsten der Turbulenz.

Dies zeigt sich in v = 7n/p: groBeres n erfordert groBeres vl, um
dieselbe Reynolds-Zahl zu erreichen, was fiir eine laminare Stromung
spricht. Vergrofert sich p, so miisste v/ zum Ausgleich kleiner werden;
dadurch werden turbulente Stromungen begiinstigt.

Die Stabilitdit der laminaren Stromung lésst sich steigern, indem man
Seitenbewegungen beim Einlauf durch Abrundung verhindert.
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3.5 Stromungen mit kleinem Re: Stokes’sche Formel

Fiir Re < 1 vereinfachen sich die Navier-Stokes-Gleichungen stark. Bei
stationdrer Stromung einer inkompressiblen Fliissigkeit gilt

1
w.vnuz—;Vp4-%Av. (3.70)

Die Reynolds-Zahl gibt im Wesentlichen das Verhiltnis von konvektivem
und dissipativem Anteil an:

pvV-V)v

v Re, (3.71)

so dass fiir Re < 1 der konvektive Anteil vernachlissigbar ist und die
Bewegungsgleichung linear wird (daraus hatten wir die Poiseuille-Stro-
mung berechnet),

nAv—Vp =0, (3.72)

und mit der Kontinuitétsgleichung die Stromung vollstindig bestimmt
ist, V-v=0.
Durch Bildung der Rotation folgt

A(Vxv)=0. (3.73)

Daraus leitete George Gabriel Stokes 1851 seine Formel fiir die Wi-
derstandskraft auf eine bewegte Kugel mit Radius R in einer viskosen
Fliissigkeit ab. (Die Ableitung wird hier jedoch ausgelassen.)

Die Stokes’sche Formel fiir die Widerstandskraft auf eine langsam im
Fluid bewegte Kugel (Stromungswiderstand) lautet

F = —67Rnu, (3.74)

wobei u die Geschwindigkeit der Kugel angibt und F o« R, n,u sowie
F || u (Abb. 3.6). Fiir Kérper anderer Form stimmt die Richtung der Wi-
derstandskraft im Allgemeinen nicht mit derjenigen der Geschwindigkeit
tiberein; der Widerstand hdngt aber auch von # und den Abmessungen ab.
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Abb. 3.6 Im Fluid bewegte
Kugel

Die Stokes’sche Losung des Stromungsproblems ist dquivalent zur
Umstromung einer festen Kugel in einem Fliissigkeitsstrom, der im Un-
endlichen die Geschwindigkeit u hat; fiir das v-Feld in der Nihe der
Kugel gilt dann die Stokes’sche Losung (Abb. 3.7).

Fiir gentigend grof3e Entfernungen von der Kugel ist die Stokes’sche
Losung jedoch nicht anwendbar trotz Re < 1. Dort wird v ~ u;
das Konvektionsglied (v- V) v muss beriicksichtigt werden. Eine Na-
herungslosung gelang C.W. Oseen’: die Oseen’sche Gleichung als
Verbesserung der Stokes’schen Formel fiir grofe Entfernungen von
der Kugel r > R, indem er das Konvektionsglied in der Form (v - V) —
(u - V) linearisierte, so dass

1
(u-V)v= —;Vp+ VAV . (3.75)

Mit der erhaltenen Geschwindigkeitsverteilung v(u) folgt eine ge-
nauere Formel fiir den Stromungswiderstand (gegen u). Als néchstes
Glied der Entwicklung des Widerstandes nach der Reynolds-Zahl Re =
ul /v erhilt man [5]

3Re
F = —6rnuR (1 + T) (3.76)

Abb. 3.7 Umstromung einer
festen Kugel

Il

D)

3 Carl Wilhelm Oseen (x 1879 Lund, 71944 Uppsala) war Direktor des Nobel-Instituts
in Stockholm. Er fand die nach ihm benannte Gleichung im Jahr 1910.
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Fiir kleine Entfernungen / ~ R ergibt dies nur eine sehr geringfiigige
Verbesserung der Stokes’schen Formel, aber fiir / > R wird der Unter-
schied merklich.

3.6 Laminarer Nachlauf

Die Stromung einer zdhen Fliissigkeit um einen festen Korper wird in
grofien Entfernungen hinter dem Korper unabhédngig von seiner Gestalt.

Fiir grole Entfernungen hinter dem Korper ist v nur im schmalen
Band des laminaren Nachlaufs von O verschieden (Abb. 3.8). Aufler im
Nachlauf kann die Stromung iiberall als Potenzialstromung angesehen
werden, V x u = 0 (wie bei einer idealen Fliissigkeit), da der Einfluss
von 7 auf Stromlinien, die in geniigend grofer Entfernung am Korper
vorbeigehen, unbedeutend ist: die Viskositit n wirkt nur am umstromten
Korper und im Nachlauf.

Es stellt sich die Frage, wie die Stromung im Nachlauf mit den
Kriften auf den umstromten Korper zusammenhingt. Dazu verwen-
den wir die Navier-Stokes-Gleichungen fiir stationdre Stromungen in
Oseen’scher Niherung (3.75),

1
(u-V)v=—-Vp +vAyv. (3.77)
0

Die Losung im Nachlauf ergibt in Kugelkoordinaten in geniigend
grofer Entfernung r > R vom Korper (Abb. 3.9)

2
v () = — il exp |:_ur19 i| . (3.78)
4mpvr 4v
Abb. 3.8 Laminarer Vxv=0
Nachlauf in einer Potenzi- u
alstromung _—
X

-
D N LLL
-

laminarer Nachlauf
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Abb. 3.9 Geschwindig- [,
keitsprofil im laminaren

Nachlauf F,
4mpvr

- 7

Das Ergebnis ist negativ, denn die Stromung ist im Nachlauf langsamer
als in Abwesenheit des Korpers (die wahre Stromungsgeschwindigkeit
istu + v).

AuBerhalb des Nachlaufs ist die Stromung eine reine Potenzialstro-
mung; das Potenzial @ ergibt sich durch Losen der Laplace-Gleichung

A® =0, v=Vo (3.79)

fiir das Geschwindigkeitspotenzial,

b =
4mpur

)
[—Fx + F, cosgocotgi| , (3.80)

dh,® o 1/r,v o< 1/r2

Sofern kein Auftrieb (Gravitationsfeld) vorhanden ist, bleibt die Stro-
mung auflerhalb des Nachlaufs axialsymmetrisch.

Exakte Losungen der Kontinuitéts- und der Navier-Stokes-Gleichun-
gen sind nur in wenigen Fillen moglich. Damit sie physikalisch inter-
essant sind, miissen sie die Gleichungen erfiillen und stabil sein: wachsen
kleine Storungen zeitlich an, wird die Stromung instabil, es entsteht Tur-
bulenz.



3.6 Laminarer Nachlauf 71

[N

Fluid

Scheibe

Abb. 3.10 Rotierende Scheibe

Beispiel

Eine der bekannten stabilen Losungen ist die rotierende Scheibe®.
Eine ins Unendliche ausgedehnte Scheibe rotiert in einer viskosen
Fliissigkeit gleichformig um die z-Achse und versetzt die Fliissigkeit
in Bewegung (Abb. 3.10). Die Stromung des Fluids kann in Zylin-
derkoordinaten berechnet werden [6]. Dafiir werden die folgenden
Randbedingungen benétigt:

z=0: v, =0, v,=owr, v,=0, (3.81)
Z = 00: v, =0, v, =0, v, = const . (3.82)

Die Konstante fiir v.|,
stimmt.

Das Fluid strebt radial von der Rotationsachse weg, insbesondere
in der Nihe der Scheibe. Zur Sicherung der Kontinuitit (der Massen-
erhaltung) in der Fliissigkeit muss deshalb ein konstanter vertikaler
Strom aus dem Unendlichen zur Scheibe hin existieren.

wird aus den Bewegungsgleichungen be-

=00

® Theodore von Kérmén (* 1881 Budapest, 11963 Aachen) entwickelte diese Losung
1921.
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Man sucht Losungen der Bewegungsgleichung in der Form

v, =roF(z1), v, =rwG(z1), v.=JvoH(z) (3.83)
p =—pvwP(z;) mitz = \/Ez . (3.84)
v

Die radiale und die ¢-Komponente der Geschwindigkeit sind propor-
tional zum Abstand r von der Drehachse der Scheibe, wihrend die
vertikale Geschwindigkeit v, in jeder horizontalen Ebene konstant ist.
Einsetzen in die Navier-Stokes-Gleichungen ergibt:

VP
(V-v) = —— +vAv (3.85)
P
= F?-G*+FH=F" (3.86)
2FG+G'H=G" (3.87)
HH =P + H", (3.88)
wobei
= @ (3.89)
= .
und

3,2, = \/§ . (3.90)
v

Die Kontinuitdtsgleichung V - (pv) in Polarkoordinaten ergibt

1 1
0= ;B, (rv,) + ;8(/)1)(/) + 0,0, (3.91)
=2wF + Vvw \/§H' (3.92)
v
=2wF + wH'. (3.93)

Die Randbedingungen werden zu

z, =0 F=0,G=1H=0, (3.94)
z, = oo F=0,G=0. (3.95)
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0,886

71=\5z

Abb. 3.11 Losung des Gleichungssystems fiir die rotierende Scheibe

Das Problem ist also darstellbar durch ein System vier gewohnlicher
Differenzialgleichungen mit einer Verdnderlichen, die numerisch ge-
16st werden kann.

Die Geschwindigkeit des Fliissigkeitsstromes aus dem Unendli-
chen zur Scheibe hin ist (Abb. 3.11)

1.(00) = VY@ H(z; — 00) = —0,886/va . (3.96)

Die senkrechte Reibungskraft auf die Scheibe pro Flicheneinheit
ist

Ozp =1 (aZUW)z:o (3.97)
=nro 0:G(z1)|,- (3.98)
= r)rwazzl aZG(ZI)Iz:O (399)
=nre \/§G’(O) (3.100)

v
= rpvVvw3G'(0), (3.101)

es ist also 0., o p,~/vw?. Bei Vernachldssigung der Randeffekte
an der Scheibe konnen wir fiir eine grof3e, aber endliche Scheibe des
Radius R das Drehmoment der Reibungskrifte auf einer der beiden
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Seiten schreiben als

R
M =2 / 2rr?o,,dr (3.102)
0
= 7R*pVvw3G'(0) . (3.103)

Die numerische Losung ergibt
M = —1,94R*pvvw3 . (3.104)

Dies ist das Drehmoment der Reibungskrifte auf die Scheibe; wir hal-
ten fest, dass M oc R*, p, J/V.

Literatur

1. Navier, C. L. M. H.: Mémoire sur les lois de movement des fluides. Mem. Acad.
R. Sci. Paris 6, 389 (1823)

2. Stokes, G. G.: On the theories of the internal friction of fluids in motion. Trans.
Camb. Phil. Soc. 8, 287 (1845)

3. http://de.wikipedia.org/wiki/Navier- Stokes-Gleichungen (2015)

4. Jackson, J. D.: Klassische Elektrodynamik. de Gruyter (2014), zweite Umschlag-
seite

5. Lamb, H.: Hydrodynamics. Cambridge University Press (1924)

6. Karman, T. von: Uber laminare und turbulente Reibung. Z. angew. Math. Mech.
1,233 (1921)


http://de.wikipedia.org/wiki/Navier-Stokes-Gleichungen

Turbulenz 4

4.1 Ubergang zur Turbulenz und doppelte Schwelle

Laminare Stromungen eines viskosen Fluids werden fiir grole Reynolds-
Zahlen

d d
Re =22 — P'% o Rew 4.1)
v

im Allgemeinen instabil gegeniiber infinitesimalen Stérungen: Die Sto6-
rung klingt nicht mit der Zeit ab, sondern wiéchst an; die Stromung wird
turbulent.

Fiir jeden Stromungstyp gibt es ein eigenes Rey, z. B. bei der Stro-
mung um feste Korper (Abb. 4.1): Hier ist im Allgemeinen 10 < Rey <
100.

Im turbulenten Fall lassen sich die Navier-Stokes-Gleichungen mit
einer turbulenzerzeugenden Kraft f schreiben als

A%
a[VZ—(V-V)V—Tp-FVAV'i‘f‘ (4.2)

Analytische Losungen im turbulenten Fall gibt es nicht, und sie wiren
auch wenig sinnvoll, da man jetzt an statistischen Mittelwerten interes-
siert ist: fiir die mittlere Geschwindigkeit (v), die mittlere quadratische
Geschwindigkeit (vz), die mittlere dissipierte Energie (E;) (pro Zeit- und
Masseneinheit), etc. In manchen Fillen lassen sie sich ndherungswei-
se berechnen [1, 2], insbesondere bei entwickelter Turbulenz (also einer

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2016 75
G. Wolschin, Hydrodynamik, DOI 10.1007/978-3-662-48024-3_4
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Abb. 4.1 Festkorper in Stro- f

\Oz:)

Abb. 4.2 Rohrstromung

voll turbulenten Stromung). Man findet fiir die mittlere quadratische Ge-
schwindigkeit als Funktion des Abstandes vom Wirbelzentrum (analog
fiir die Wirbelenergie (E) ~ (v?)) das Wirbelverteilungsgesetz'

(vz) (r) « ri. (4.3)

Der exakte Wert der Exponenten ist bis heute nicht berechenbar (man
findet empirisch kleine Abweichungen von %), da auch die Geschwin-
digkeitskomponenten und ihre Ableitungen statistisch fluktuieren.

Das Einsetzen der Turbulenz bei vergleichsweise groflen Reynolds-
Zahlen hat Landau® 1944 iiber eine unendliche Folge von Instabilitditen
und rdumlich und zeitlich immer unregelmifigere Stromungsmuster be-
schrieben [5].

Bei manchen Stromungstypen wie der Rohrstromung (Abb. 4.2) gibt
es jedoch keine Instabilitdt, wohl aber Turbulenz. Sie setzt direkt und
stark ein; dazu ist eine endliche Storung des laminaren Profils erforder-
lich (d. h., eine infinitesimale Storung ist nicht ausreichend). Hier gibt es
fiir den Turbulenzeinsatz eine doppelte Schwelle: Sowohl die Reynolds-
Zahl als auch die Storung miissen grof genug sein (Abb. 4.3).

Ist die Stromung turbulent geworden, so hat sie viele Freiheitsgrade
und einen hochdimensionalen Phasenraum.

Das Profil der turbulenten Stromung ist wesentlich durch die Nicht-
linearitdt im konvektiven Term bestimmt, wihrend bei der laminaren
Stromung die Viskositit entscheidend ist.

! Der von Kolmogorov und Onsager gefundene Zusammenhang folgt auch aus einem
Renormierungsansatz fiir selbstdhnliche Strukturen [3, 4]: Die Beschreibung entwi-
ckelter Turbulenz durch Carl Friedrich von Weizsicker (1912 Kiel, 2007 Socking)
im Jahr 1948 war ein Beispiel der Einfiihrung der Renormierungsgruppe.

2 Lew Dawidowitsch Landau (%1908 Baku, 11968 Moskau).
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Storstarke

turbulent

typischer
Storpegel

Ubergangsbereich

Abb. 4.3 Doppelte Schwelle der Turbulenz

Beispiel: Rohrstromung
Im laminaren Fall ist das die iibliche Poiseuille-Strémung mit para-
bolischem Geschwindigkeitsprofil,

Vi () = f—é’l (R —r?) (4.4)

o= 0) = 2 g2 (.5)
4nl

= Qplam (4.6)

wobei fiir den iiber den Rohrquerschnitt gemittelten Wert v'a™ der la-
minaren Stromung gilt

R
[ rv(rydr
plam = & i 4.7
sp »
= —R". 4.8
81l (4.8)

Die Beschreibung der turbulenten Rohrstromung ist grundsitzlich
nur liber Mittelwerte moglich (Abb. 4.4); die individuellen Fluidteil-
chengeschwindigkeiten variieren stark. Die mittlere Geschwindigkeit
(v‘“rb) (r) muss in diesem Fall numerisch berechnet werden; sie unter-
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Abb. 4.4 Laminares und turbulentes Stromungsprofil

scheidet sich deutlich von dem Ergebnis v'¥" (r) fiir die laminare Stro-
mung. Die turbulente Stromung hat kein parabolisches Profil mehr, es
ist eher eckig mit einem Maximalwert fiir » = 0 (in der Rohrmit-
te) zwischen dem gemittelten Wert vlam und dem Maximalwert vi;;g)‘(
der laminaren Stromung. Erst dicht am Rand fillt sie steil auf O ab;
es bildet sich eine schmale Randzone aus, in der die Stromung durch

Viskositdt dominiert und fast laminar ist.

Als Folgen der Nichtlinearitdt konnen auler Turbulenz auch Ord-
nung und Struktur in offenen, dissipativen Systemen fern vom Gleich-
gewicht entstehen, etwa in der Karman’schen Wirbelstra3e (Abb. 4.5,
bei Re ~ 140). Die dabei erscheinenden Strukturen sind vielskalig:
Gleichartige Muster bilden sich in verschiedensten Grofen ineinander-
geschachtelt aus.

— N
~

//-D @, g )
m L) @ @ 3
S

Abb. 4.5 Kairman’sche Wirbelstrale (aus: M. Van Dyke: An Album of Fluid Motion,
The Parabolic Press, Stanford CA, 1982)
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4.2 Turbulenzeinsatz liber Instabilitat

Ohne makroskopische Storung setzt Turbulenz iiber infinitesimale Insta-
bilitdten ein. Dazu zwei Beispiele:

Beispiel 1

Bei der Taylor-Couette-Instabilitit, entdeckt 1923, stromt Wasser in
dem Spalt zwischen einem rotierenden Innenzylinder und einem fest-
stehenden, konzentrischen Auflenzylinder (Abb. 4.6). Bei langsamer
Drehung ist die Stromung laminar, bei schneller Drehung gibt es re-
gelmiBige Schlauchmuster, bei sehr schneller Drehung wird sie viels-
kalig turbulent.

Die Ursache ist, dass die viskose Fliissigkeit am rotierenden inne-
ren und am ruhenden dufleren Zylinder haftet: Es gibt ein Gefille der
azimutalen Geschwindigkeit u,(r) von innen nach aufen, und infol-
gedessen ein Gefille der Zentrifugalkrifte. Wird es hinreichend grof,
so kommt es zu einer Zentrifugalinstabilitit. (Eine zusitzliche makro-
skopische Stérung gibt es hier nicht.)

A 1
ow=01—-4s"

/E\B

~ 2.5cm ~ 0.5cm

Abb. 4.6 Taylor-Couette-Instabilitit



80 4 Turbulenz

o

AT
0 0 O

Abb. 4.7 Rayleigh-Bénard-Zelle

Dreht sich auch der duflere Zylinder, so sollte die Stromung lami-
nar bleiben, weil u,(r) mit r anwichst, so dass auch die Druckkraft
anwéchst und infinitesimale Storungen zuriicktreibt. Jedoch wird die
Stromung bei hinreichend groflem w dennoch turbulent; es muss dem-
nach auch hier eine weitere Ursache geben.

Beispiel 2

Die Rayleigh-Bénard-Zelle* dient als weiteres Beispiel fiir hydrody-
namische Instabilitit, Abb. 4.7. Der Auftrieb durch Wirmeausbrei-
tung resultiert in Konvektionsrollen, dann in Turbulenz:

Eine Fliissigkeitsschicht im Schwerefeld g wird von unten um AT
(einige °C) erwarmt. Fiir kleines AT wird die Wirme iiber die mo-
lekulare Leitfahigkeit transportiert, fiir mittelgroles AT bilden sich
regelmiBige Konvektionsrollen aus und fiir groles AT entsteht Tur-
bulenz.

Die Konvektionsrollen sind die erste Instabilitiit; sie entsteht,
wenn ein Paar komplexer Eigenwerte die imaginidre Achse kreuzt
(sog. Hopf-Bifurkation).

Das beim Zerfall der Konvektionsrollen entstehende neue Mus-
ter ist nicht zeitunabhingig, sondern periodisch mit der Frequenz fi.
Wird AT (oder w oder Re) weiter erhoht, bleibt auch das neue Mus-

3 Entdeckt 1916 von John William Strutt, 3. Baron Rayleigh (x 1842 Langford-Grove,
Maldon, fTerlins Place bei Witham), und unabhingig von Henri Claude Bénard
(%1874, $1939) im Jahr 1920.
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ter nicht stabil: Es folgt die dritte Instabilitit, anschlieBend gibt es
zwei Frequenzen f, f> (und wegen der Nichtlinearitit ebenso alle
Mischungsverhiltnisse).

Bei der vierten Instabilitit [6] kommt nicht einfach eine weitere
Frequenz hinzu, sondern das Spektrum wird kontinuierlich und das
Stromungsfeld zeitlich chaotisch.*

Der Ruelle-Takens-Weg ins hydrodynamische Chaos hat zahlrei-
che experimentelle Bestitigungen gefunden. Es gibt dabei drei Grund-
muster fiir den Weg ins Chaos tiber Instabilititen:

1. Quasiperiodischer Weg: f1, f> inkommensurabel, d. h. nicht durch
dieselbe Zahl ohne Rest teilbar;

2. Periodenverdopplung: f, f> fest verkniipft;

3. Intermittenz: intermittierendes Einsetzen eines neuen Musters.

Alle drei Wege lassen sich je nach Randbedingungen bei Rayleigh-
Bénard messen.

4.3 Stabilitat stationdrer Stromungen

Nicht jede Losung der Navier-Stokes-Gleichungen fiir die Bewegung ei-
nes zidhen Fluids ist in der Natur realisiert, denn sie muss auch stabil sein,
d.h., kleine Storungen miissen mit der Zeit abklingen.

Wir fiihren also eine mathematische Stabilititsuntersuchung® durch:
Sei vy (r) die stationdre Losung und vy (r, 7) eine kleine, nicht stationére
Storung. Die Navier-Stokes-Gleichungen und die Kontinuitétsgleichung
werden erfiillt von v = vy + vy mit p = pg + p;:

\Y
v+ (v-V)v= _TP + vAv, 4.9)

V.v=0. (4.10)

4Man beachte, dass Chaos und Turbulenz dennoch nicht synonym sind, da wichtige
Gegenbeispiele nicht diesem Weg folgen.
3 Nach Lew Dawidowitsch Landau.
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Fiir den stationidren Anteil mit d,vy = 0 gilt demnach:
Vpo
(vo-V)vg = ——— + vAvy, “4.11)
P
V.vy=0, 4.12)

und fiir den gestirten Anteil gilt unter Auslassung von Termen hoherer
Ordnung in v; (wegen |v;| < |vol):

Vv
0, vi+ (Vo - V)vi + (v - V)vg = —% + vAvy, 4.13)
V-v;=0. (4.14)
Zusitzlich gilt die Randbedingung vi = 0 an unbeweglichen festen

Wiinden. Also geniigt v| einem System homogener Differenzialgleichun-
gen mit Koeffizienten, die nur Funktionen des Ortes sind und nicht von
der Zeit abhéngen.

Die allgemeine Losung ist eine Summe spezieller Losungen, in denen
v, liber einen Faktor v|(t) o< e~'“! von der Zeit abhingt. Die Frequen-
zen o sind durch die Losungen mit Randbedingungen bestimmt; sie sind
komplex: w € C,w = wy +iy;.

Fiir den positiven Imagindrteil y; > 0 wichst e 7'’ unbeschrinkt
mit t; die Stromung wird instabil. Im Umkehrschluss liegt eine stabile
Stromung genau dann vor, wenn y; = Jm(w) < O fiir alle w.

Die zugehorige mathematische Stabilitdtsuntersuchung ist kom-
pliziert, und bei stationdren Stromungen um Korper mit endlichen
Abmessungen ist sie bisher nicht gelost. Jedenfalls wird die Stromung
fiir Re > Rey, instabil gegeniiber infinitesimalen Stérungen; fiir jeden
Stromungstyp gibt es ein eigenes Rey, z. B. bei Stromungen um feste
Korper: 10 < Reyie < 100 (vgl. Abschn. 3.4):

d d
Re =22 —P'% R ~ 30 (4.15)
v

Es gilt fiir das Stromungsverhalten bei verschiedenen Reynoldszah-
len:
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mung

Abb. 4.8 Festkorper in Stro- f

o fiir Re < Rey und Storfrequenzen w = w; +iy; mit y; < 0: stabile
Stromung,

o fiir Re = Rey: dw mit y; = 0, y1(Reyi) = 0,

e fiir Re > Rey; und y; > 0 (mit y; < w; bei Re &~ Rey): turbulen-
te Stromung.

Beim Umstromen eines endlichen Korpers (Abb. 4.8) gibt es nur diskre-
te, keine kontinuierlichen Frequenzen, und es ist y; > 0.

Fiir nichtstationire Bewegung bei groem Re > Rey; in der Be-
schreibung von Landau (1944) verwendet man folgenden Ansatz fiir das
Storfeld vy:

vi(r,t) = A(@t)f(r) (4.16)
mit komplexer Ortsfunktion f und komplexer Amplitude A(¢):

A(t) = const-e ™! 4.17)

= const-e”'e7 " zu Anfangbeit > 0. (4.18)

Wie entwickelt sich die Amplitude |A(t)| des Storfeldes zeitlich?

Fiir Re ~ Reyy strebt die Amplitude des Storfeldes gegen einen end-
lichen Grenzwert, der sich wie folgt abschétzen lédsst: Zu kleinen Zeiten
ist

|A|? = const? 2! [eientgtient| 4.19)
—
=1

Die zeitliche Anderung des Betragsquadrats der Amplitude wird fiir klei-
ne Zeiten zu

d
5 |A]? =2y, |4]* . (4.20)
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Abb. 4.9 Zeitentwicklung
der Amplitude

Fiir groflere Zeiten gibt es jedoch Abweichungen von der anfinglichen
Amplitudenform; in einer Reihenentwicklung kommen weitere Glieder
hinzu.

Es interessiert der zeitliche Mittelwert; die Glieder dritter Ordnung
enthalten einen periodischen Faktor, der bei Zeitmittelung (| 4|), Null
ergibt. Also folgt mit Gliedern bis zur vierten Ordnung:

d
3 AP =2n 4P —a 4, @.21)

wobei die Landau’sche Konstante o positiv oder negativ sein kann.
Die Losung der Differenzialgleichung ist gegeben durch (Abb. 4.9)

o
W = + const-e~ 1", (4.22)

Fiir t — oo strebt |A|2 asymptotisch gegen den durch y; und « festge-
legten endlichen Grenzwert

2
142 = (4.23)

max
o

Dabei ist y; eine Funktion der Reynolds-Zahl mit y;(Rey;) = 0. Sie
ldsst sich in der Ndhe von Rey;; in einer Potenzreihe entwickeln; in erster
Niherung ist

y1 = const (Re — Reyit) 4.24)

2 - const
O (Re — Rewi)? . (4.25)

= [Alpax ~

Dieses Verhalten ist in Abb. 4.10 dargestellt.
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Abb. 4.10 Endlicher Amplitudengrenzwert

Bei der Bertiicksichtigung eines weiteren Gliedes in der Entwicklung
sieht man, dass die fiinfte Ordnung bei der Zeitmittelung analog zur drit-
ten Ordnung wegfillt:

d
3 AP =2n AP —a 4] - Bl4l° (4.26)

fir < Ound B > 0. Die Losung fiir t — oo ist

1/2
|o| o> 2
A2, = ] + W + 7)/1 . (4.27)

Bei Re = Reyj nimmt das System sprunghaft eine endliche Amplitude
an, |A| = || /B.

Bei Rey; < Re < Rey; gibt es eine metastabile Grundstromung,
die stabil gegeniiber sehr kleinen Storungen ist (|A| < %) — sie klingen
im Laufe der Zeit ab —, aber instabil gegeniiber Storungen mit endlicher
Amplitude |A| > %

Fiir Re < Re,, ist die Stromung stabil, fiir Re > Rej gibt es keine
stabile Stromung (Abb. 4.11).

Die Phase des Storfeldes A(¢) bleibt unbestimmt; sie hingt von den
zufilligen Anfangsbedingungen ab. Dadurch erhilt die Stromung einen
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| A1
Ubergangsbereich
2 |
lel ‘ /
2
| A | max
stabil
turbulent
| Bifurkation
Re

1 .
Rekrit Reknt

Abb. 4.11 Bifurkation

Freiheitsgrad, wihrend die stationire (stabile) Stromung durch die duf3e-
ren Bedingungen vollstindig bestimmt ist.

4.4 Entwickelte Turbulenz in astrophysikalischen
Umgebungen

Turbulenz erscheint auf sehr unterschiedlichen Skalen, vom Labor bis in
den groften Strukturen im Universum. Voraussetzung ist nur die Gegen-
wart eines kontinuierlichen, fluid-dhnlichen Mediums. Turbulenz ist eine
der wichtigsten (und hiufigsten) Naturerscheinungen; dennoch sind wir
von einem tieferen Verstidndnis weit entfernt.

Beispiele fiir entwickelte Turbulenz gibt es in unterschiedlichen astro-
physikalischen Umgebungen:

o Planeten: Turbulenz ist essenziell beim Strukturieren der Atmosphire
sowie zum Wirme- und Impulstransport an der Oberfldche.

o Terrestrische Planeten: vergleichsweise kleinskalige Strukturen in der
Atmosphire, z. B. Wirbelstrome; Durchmesser von ca. 1-10 km (etwa
der Hurrikan Katrina).
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Abb. 4.12 Beispiel fiir entwickelte Turbulenz: Jupiters GroBer Roter Fleck
(© NASA)

o Grofle Gasplaneten: grofiskalige Strukturen; z.B. der Grofle Rote
Fleck® auf Jupiter (Abb. 4.12, Abb. 4.13): ein 14.000 km breiter und
30.000—40.000km langer Zyklon, der mit sechs Tagen Umlaufzeit
entgegen dem Uhrzeigersinn rotiert. Auf Saturn entstand 1990 ein
weiler Fleck, der ein Sturmzentrum in der H/He/NHj;-Atmosphire
von ca. 20.000 km Ausdehnung und 10h 17 min Umlaufzeit ist. Wei-
ter gibt es auf Neptun einen éhnlichen blauen Fleck.”

o Sternatmosphdren: Turbulenz ist Bestandteil jeder Theorie iiber kon-
vektiven Energietransport mit Implikationen fiir die innere Struktur
von Sternen.

o [nterstellares Medium: Turbulenz in Molekiilwolken spielt eine wich-
tige Rolle bei der Sternentstehung.

% Der GroBe Rote Fleck wurde von Giovanni Domenico Cassini (*1625 Perinaldo bei
Nizza, 11712 Paris) 1655 entdeckt und iiberdauerte die Jahrhunderte.
7 Entdeckt von Voyager 2, 1989.
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T =6d
30 000 — 40 000 km

14 000 km

Abb. 4.13 MabBe des GroBen Roten Flecks

e Galaxien: Turbulenz spielt eine entscheidende Rolle beim Entstehen
von Galaxien-clustern, den grofiten gravitativ gebundenen Objekten
im Universum.
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: _ vl _ pvl .
Bei sehr groflen Reynolds-Zahlen Re = = = T entsprechend bei

kleinen Werten von 7 bzw. v — kann das Fluid allgemein als ideal ange-
sehen werden. Dies gilt jedoch nicht in der Nihe fester Winde, da dort
fiir viskose Fluide v, = v = 0 am Rand, beim idealen Fluid nur die
Normalkomponente v; = 0 sein muss.

Die Abnahme von v auf 0 fiir grole Reynolds-Zahlen erfolgt fast voll-
standig in einer diinnen Fluidschicht an den Winden, der Grenzschicht
(Abb. 5.1). Hier haben die Geschwindigkeitsgradienten hohe Werte; die
Stromung kann dort laminar oder turbulent sein. Die Zdihigkeit verur-
sacht den Geschwindigkeitsabfall in der Grenzschicht bis zu v = 0. Der
Rand der Grenzschicht ist nicht scharf.

Beispiel
Stromlinienkdrper. Die Dicke der Grenzschicht ist im laminaren Fall
gegeben durch

x 7. (5.1)

im turbulenten Fall durch

14
8 = 0,37,5/17 . (5.2)

Beispielsweise ist fiir die charakteristische Lange / = 10cm und die
Reynolds-Zahl Re = 1-10* die Dicke der laminaren Grenzschicht
41 = 0,5 cm (Abb. 5.2).

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2016 89
G. Wolschin, Hydrodynamik, DOI 10.1007/978-3-662-48024-3_5



90 5 Grenzschichten

Abb. 5.1 Grenzschicht /////////////////
o 4_ i

Grenzschicht

Die Theorie der Grenzschichten [1] wurde formuliert von Prandtl’
zum Internationalen Mathematiker-Kongress Heidelberg des Jahres
1904.

Wir behandeln die Bewegungsgleichung in der Grenzschicht fiir eine
zweidimensionale stationdire Stromung (Abb. 5.3) um ein ebenes Teil-
stiick der Oberflache des Korpers aus den Navier-Stokes-Gleichungen.
AuBerhalb der Grenzschicht entsprechen diese der Bernoulli-Gleichung,

w?

p+ p; = const 5.3)
Idp _ 4. (5.4)
p dx dx

da die Stromung dort eine Potenzialstromung mit der Geschwindigkeit u
der Grundstromung ist. Da die Grenzschicht diinn ist, verlauft die Stro-

turbulent
—
—
u —=
—
—
\
Umschlagpunkt
laminar

Abb.5.2 Stromlinienkorper (Randbedingungen: v, = v = 0)

I Ludwig Prandtl (%1875 Freising, 11953 Gottingen)
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Abb. 5.3 Grenzschicht in

stationdrer Stromung Y
—_—
—_—
u —=
— e === x
" T
Grenzschicht
z
mung hauptsichlich parallel zur umstromten Oberflidche,
vy K v, sowie 8§vx < Bivx . (5.5)

Also ist es ausreichend, sich mit der ersten Navier-Stokes-Gleichung
(der x-Komponente der vektoriellen Gleichung) und der Kontinuitéts-
gleichung zu beschiftigen. Diese werden zu den Prandtl’schen Gleichun-
gen[1,2]:

du
Uy 0xVy + 0,0,V — vaivx = ua , (5.6)
0,vy +0,v, =0. 5.7)
Die Randbedingungen geben vor, dass am Rand v, = v, = 0 gel-

te. Es gibt eine umfangreiche Literatur sowohl zur moglichen Gestalt
der Losungen der Prandtl’schen Gleichungen, als auch eine grof3e Zahl
spezieller Losungen — siehe [3] und dortige Referenzen. Moderne An-
wendungen in Technik und Ingenieurwesen verwenden meist an das je-
weilige Randwertproblem angepasste numerische Losungen, oft auf der
Basis der Finiten Differenzen Methode [4].
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Mit Beriicksichtigung von Viskositdt und Wéirmetransport besteht das
Gleichungssystem der Hydrodynamik aus den Navier-Stokes-Gleichun-
gen, der Kontinuititsgleichung und einer fiinften — thermodynamischen
— Gleichung. Sie tritt an die Stelle der Adiabatengleichung bei idealen
Fluiden, welche dort fiir die Erhaltung der Entropie steht. Wegen der ir-
reversiblen Energiedissipation ist bei viskosen Fluiden die Entropie nicht
erhalten; vielmehr wichst sie an.

Die Anderung der Gesamtenergie in einem bestimmten Volumen pro
Sekunde muss gleich dem Energiestrom durch dieses Volumen sein. Der
Energiestrom enthilt jetzt auBler dem idealen Term einen Term infolge
der inneren Reibung. Im idealen Fluid gilt (s. Abschn. 2.6):

pv? v? .
0; -t pe =-V-|pv 5 tw = —V - jideal , (6.1)

wobei € die innere Energie pro Masseneinheit und w = € + p/p die
Enthalpie pro Masseneinheit angibt. Die Gleichung beschreibt den Ener-
gistrom aufgrund der Verschiebung der Fliissigkeitsmasse; dazu kommt
der Energiestrom infolge innerer Reibung,

j=-vo', Ji = =00}, . (6.2)

Auch bei konstanter Temperatur sorgen die beiden Energietransportme-
chanismen fiir Wéarmetransport.

Ist T nicht im ganzen Volumen konstant, so gibt es zusétzlichen
Wirmetransport durch Wairmeleitung: direkte molekulare Energietiber-
tragung von Orten mit hoherer zu Orten mit niedrigerer Temperatur 7.

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2016 93
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Sie geschieht auch in einer ruhenden Fliissigkeit und ebenso in einem
Festkorper, hiangt also nicht mit makroskopischer Bewegung zusam-
men [1].

6.1 Die Warmetransportgleichung

Sei q die Warmestromdichte infolge Wéirmeleitung; q ist eine Funktion
der Temperaturdnderung. Ist der Temperaturgradient klein, so kann q in
einer Potenzreihe nach VT entwickelt werden, von der wir nur die Glie-
der niedrigster Ordnung beriicksichtigen.

Der konstante Term verschwindet,daq =0 < VT = 0. Also ist

q~ —«kVT (6.3)

mit der Wﬁrmeleitféihigkeitllc, die > 0 ist, da der Energiestrom von Orten
mit hoher zu Orten mit niedriger Temperatur gerichtet ist: q und VT
haben entgegengesetzte Richtungen.

Die gesamte Energiestromdichte im viskosen Fall ist also

2

=y | —vo' —

Jvise = pV[ 7t w} vor kVT . (6.4)
=q
=Jideal
und es gilt der Energieerhaltungssatz

pv* .

0; T +pe| ==V jyisc » (6.5)

der sich mithilfe der hydrodynamischen Gleichungen umformen ldsst zu

2

pv? v
0; T+pe =78fp+pv-8,v+p3te+68,p, (6.6)

! Thermal conductivity in englischsprachiger Literatur.



6.2 Warmetransport bei inkompressiblen Fluiden 95

wobei der Term 0, p aus der Kontinuititsgleichung, d,v aus den Navier-
Stokes-Gleichungen entnommen ist und die Ableitung d,¢ aus der ther-
modynamischen Beziehung

de = Tds — pdV (6.7)
— Tds + Ldp, (6.8)
0
— 9,6 =Tds + %3”0 (6.9)

kommt. Nach Einsetzen folgt durch den Vergleich mit der rechten Seite
des Energieerhaltungssatzes die allgemeine Gleichung fiir den Wdirme-
transport,

pT | 9;s +v-Vs | =0/,0cv;+ V«VT) . (6.10)
lokal konvektiv viskos Wiirmeleitung

Es ist ferner o], d;v; = noyv; [akvi + d;vr — %8ik31v1]. Ohne Visko-
sitdit und Wéarmetransport verschwindet die rechte Seite; es ergibt sich
dann die Energieerhaltung in einer idealen Fliissigkeit, die Adiabaten-
gleichung

I _y 6.11)
dr ’

Die Gesamtentropie der Fliissigkeit

S = [pst (6.12)

wichst an aufgrund der irreversiblen Prozesse der Wéirmeleitung und der
inneren Reibung.

6.2 Warmetransport bei inkompressiblen Fluiden

Oft ldsst sich die Warmetransportgleichung stark vereinfachen. Falls gilt,
dass die Stromungsgeschwindigkeit sehr viel kleiner ist als die Schallge-
schwindigkeit, v < ¢, so sind die Druckdnderungen so klein, dass die
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zugehorigen Dichtedinderungen vernachldssigbar sind. Die Dichteédnde-
rungen infolge einer Temperaturdnderung A7 miissen jedoch beriick-
sichtigt werden.

Bei der Differenziation der thermodynamischen Grofien kann man al-
so den Druck, nicht aber die Dichte als konstant annehmen:

3,5 = (37), 9, T , Vs = (3rs), VT, (6.13)

wobei (d7s), = ¢,/ T mit der spezifischen Wirmekapazitit bei konstan-
tem Druck ¢, = T (dr5),.

=T 0s=c,0,T, TVs=c,VT. (6.14)
Einsetzen in die Wirmetransportgleichung (6.10) ergibt
pcy [0, T +v-VT] =0/, 0rv; + V(kVT) . (6.15)

Bei kleinen Temperaturdifferenzen § T kann auch die Dichte als konstant
angesehen und die Fliissigkeit insgesamt als inkompressibel behandelt
werden. Dann ist die Kontinuititsgleichung

V.v=0, (6.16)

und bei kleinem §7 konnen wir auch die Temperaturabhingigkeit von
1, k und ¢, vernachlédssigen. Nach Division durch pc, folgt die Wirme-
transportgleichung in einem inkompressiblen Fluid:

0,T +v-VT = yAT + % [0cv; + dive]® (6.17)
¥4

mit der kinematischen Zihigkeit v = 1/p und der Temperaturleitfihig-
keit” y = «/ (pcy).

In einer ruhenden Fliissigkeit wird der Energietransport allein durch
die Wéirmeleitung bewirkt; ohne geschwindigkeitsabhidngige Terme wird
die Gleichung zu

3,T = yAT , (6.18)

auch bekannt als Wirmeleitungsgleichung oder Fourier’sche Glei-
chung’.

2 Thermometric conductivity in englischsprachiger Literatur.
3 Nach Jean Baptiste-Joseph Fourier (1768 Auxerre, 1830 Paris).
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Diese Gleichung folgt auch direkt aus der Energieerhaltung: Die in
einem bestimmten Volumen pro Zeiteinheit absorbierte Wirmemenge
muss gleich dem Wirmestrom sein, der durch die Oberfldche in das Vo-
lumen flieBt. Aus der Gleichsetzung von absorbierter Warmemenge und
Wirmestrom,

pc,d, T = —Vq = kAT, (6.19)

folgt also direkt die Wirmeleitungsgleichung.

Die Wirmeleitungsgleichung ist auf Fluide nur sehr begrenzt anwend-
bar. Bei Fliissigkeiten im Schwerefeld bewirkt bereits ein kleiner Tem-
peraturgradient eine unmerkliche Stérung (freie Konvektion): Nur wenn
VT der Schwerkraft entgegengerichtet oder die Fliissigkeit sehr zih ist,
gilt die Gleichung. Sie ist dennoch wichtig, da sie auch Wirmeleitung in
festen Korpern beschreibt [2], und soll deshalb hier untersucht werden.

Ist die Temperaturverteilung in einem ungleichmiBig erwérmten, ru-
henden Medium zeitlich konstant, wird die Warmeleitungsgleichung —
bei konstanter Wirmeleitfihigkeit « — zur Laplace-Gleichung

AT =0. (6.20)

Kann « nicht als konstant angesehen werden, muss man allgemeiner
schreiben:

V.- (kVT)=0. (6.21)

Sind zusétzlich fremde Wirmequellen vorhanden, muss zur Wirmelei-
tungsgleichung ein Zusatzterm addiert werden, z. B. fiir die Aufheizung
durch elektrischen Strom. Sei O die Wiarmemenge, die von Quellen an
die Fliissigkeit pro Volumen- und Zeiteinheit abgegeben wird,

0 =0(r1), (6.22)
so wird die Warmeleitungsgleichung zu
0cy0, T =k AT + Q. (6.23)

Hinzu kommen noch die Randbedingungen.
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6.3 Warmeleitung in einem unbegrenzten Medium

Im unbegrenzten Medium 146t sich die Warmeleitungsgleichung am ein-
fachsten durch Fouriertransformation 16sen [3]. Sei dazu die Tempera-
turverteilung bei ¢t = 0 vorgegeben:

T =To(x,y,2). (6.24)
Gesucht wird die Zeitentwicklung der Temperaturverteilung 7'(r, ¢ > 0).

Man entwickelt zunichst die gesuchte Funktion in ein Fourier-Integral:

3

- Ak
T(r,1) = [ Tk(t)e’k'rm (6.25)

mit Tx(t) = [ T(r,1)e *Td>x.
Fiir jede Fourier-Komponente der Temperatur,
Tie' ™, (6.26)
gilt mit der Wirmeleitungsgleichung 0,7 = yAT :

dT;
d—t" Tk yT = 0. (6.27)

Daraus folgt die Zeitabhzngigkeit der Temperatur 7 als
Ty = Towe ™1, (6.28)
und mit T = Ty(r) fiirt = 0:

Tok = / To(r)e *7 d*x’ (6.29)
a3k

=T r.t :/T r eszxteik~(r7r’)d3x/
(r.1) o(r’) 2n)

(6.30)

Das Integral iiber d*k ist darstellbar als Produkt dreier gleichwertiger
Integrale der Form

+0o0

1/2
/ o’ cos BEdE = (g) o B2/ 4a) i (6.31)

—00
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wobei £ einer der Komponenten des Vektors k entspricht. Das analoge
sin-Integral verschwindet, da sin eine ungerade Funktion ist.

Damit wird die zeitabhingige Temperaturverteilung bei gegebener
Anfangsverteilung T

(r—r)°

1
T(r,t):W [ To(r') exp [— yow :|d3x'. (6.32)

Hingt Ty nur von einer kartesischen Koordinate ab, Ty = Ty(x), so ldsst
sich die dy’dz’-Integration ausfiihren, und man bekommt

1 N2
T(r,1) = T [ To(r') exp [—%] dx'.  (6.33)

Bei einer dreidimensionalen (radialsymmetrischen) anfinglichen &-

Funktionsverteilung Ty(r) = const-§(r) ergibt sich durch Einsetzen
in (6.32)
const 2
T(r,t) = —— e "/t (6.34)
TR

Bei r = 0 nimmt die Temperatur proportional zu #*/2 ab, in der Umge-
bung nimmt sie zu.

Der zeitliche Verlauf der Temperaturverteilung wird im Wesentli-
chen durch den Exponentialfaktor bestimmt. Die Standardabweichung
der GauB-Funktion ist 0 = +/2yxf, die Breite I' = +/8In2 o, d.h.,
der rdumliche Verlauf der Temperaturausbreitung ist proportional zur
Quadratwurzel aus der Zeit, [ o +/t (Abb. 6.1). Dementsprechend
ist die Relaxationszeit fiir den Wérmeleitungsvorgang, in der sich die
Temperaturen merklich angleichen,

12
T —, (6.35)
X

wobei / die Grofienordnung der Abmessungen des Korpers ist, der zu-
ndchst ungleichmifig erwérmt ist.
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Abb. 6.1 Temperaturver-
teilung zu verschiedenen
Zeitpunkten

S

Thermische Storungen breiten sich instantan iiber den ganzen Raum
aus: Bei anfinglicher §-Funktion geht die Verteilung schon im néchs-
ten Moment nur im Unendlichen asymptotisch gegen 0. (In rdumlich
begrenzten Medien kommen die Randbedingungen hinzu.)

6.4 Konvektion
Konvektion ist die Stromung in einer ungleichmdfsig erwdrmten Fliissig-

keit [4]. Sind die Temperaturdifferenzen grofl gegen die Temperaturver-
dnderungen durch Wirmeentwicklung bei der Energiedissipation,

ST > 6Tyiss (6.36)

so kann man den Viskosititsterm in der Warmetransportgleichung ver-
nachléssigen,

YAT > —— (0pv; + 3;00)> (6.37)
Zcp
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und erhilt fiir inkompressible Fluide
0, T +v-VT = yAT (6.38)

mit der Temperaturleitfahigkeit

Xx=—. (6.39)
PCp
wobei k wieder die Wirmeleitfihigkeit angibt. Zusammen mit den Na-
vier-Stokes-Gleichungen und der Kontinuititsgleichung wird Konvekti-
on dadurch vollstindig beschrieben.
Findet keine zeitliche Anderung der Temperaturverteilung statt, so
liegt stationdire Konvektion vor. Da 0, T = 0, fallen die Zeitableitungen
heraus, und es bleiben die Gleichungen

v-VT = yAT Konvektion, (6.40)
v-V)v= —VE 4+ vAv  Navier-Stokes-Gleichungen und  (6.41)
p

V.v =0 Kontinuititsgleichung. (6.42)

Die unbekannten Funktionen sind v, 7 und p/p, wihrend v und y (im
Allgemeinen konstante) Parameter sind.

Die Losungen héngen iiber die Randbedingungen (z. B. fester Korper
in der Stromung) von weiteren Grofen ab, etwa:

e der Liangenskala eines festen Korpers in der Stromung,

e der Geschwindigkeit u der Grundstromung,

e der charakteristischen Temperaturdifferenz Ty — 7y zwischen Fluid
und festem Korper.

Die Gleichung fiir T ist linear und homogen; sie kann deshalb mit einem
beliebigen konstanten Faktor multipliziert werden. Also ist die Mallein-
heit der Temperatur willkiirlich wéhlbar. Wir wihlen die iibliche Einheit
Kelvin [K].

Fiinf Parameter charakterisieren also die Konvektion. Ihre Einheiten
sind

m? m
Pl=0l=— k= Ul=m [-D]=K. (643)
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Tab. 6.1 Prandtl-Zahlen fiir Pr

verschiedene Materialien bei Quecksilber 0.044

20°C Luft 0,733
‘Wasser 6,75
Alkohol 16,6

Glycerin 7250

Daraus lassen sich zwei unabhingige dimensionslose Kombinationen
bilden [5]:

e die Reynolds-Zahl Re = L, vgl. (3.64), und

. __ v __ kinematische Viskositit
e die Prandil-Zahl Pr = x — Temperaturleitfihigkeit *

Die Prandtl-Zahl, auch bekannt als Warmeiibertragungskennwert, ist ei-
ne Materialkonstante, die von 7', aber nicht von den Eigenschaften der
Stromung abhingt (s. Tab. 6.1). Fiir Gase ist sie von der Groflenord-
nung 1, fiir Fliissigkeiten variiert sie stark.

Das Produkt von Re und Pr ist die Péclet-Zahl

/
Pe = Re - Pr = w . (6.44)
X

In die dimensionslose Funktion fiir die Temperaturverteilung gehen Re

und Pr als Parameter ein,
T-T,
T-T

- fG,Re, Pr) . (6.45)

In die Geschwindigkeitsverteilung geht nur Re ein, da sie durch die Na-
vier-Stokes-Gleichungen und die Kontinuititsgleichung bestimmt ist, in
denen y bzw. Pr nicht vorkommen:

v r
= =1(5.Re) . (6.46)
u /

Den Wirmetransport zwischen Fliissigkeit und festem Korper charak-
terisiert die Wéirmeiibergangszahl o,

q

o= )
T —Tp

(6.47)
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Dabei ist ¢ = |q|, @ = —« VT die Wirmestromdichte durch die Kor-
peroberfliche, und 7| — T die Temperaturdifferenz zwischen festem
Korper und Fliissigkeit.
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Diffusion 7

7.1 Fliissigkeitsgemische

Bisher haben wir das Fluid als homogen angenommen. Bei Gemischen,
deren Zusammenhang vom Ort abhéngt, werden die hydrodynamischen
Gleichungen wesentlich abgeéndert.
Fiir ein Gemisch aus zwei Komponenten ist die Konzentration definiert
als
mi

R (7.1)

o
1

wobei M = m; + m, die Gesamtmasse im Volumenelement und 7,
die erste Komponente angibt. Die Verteilung der Konzentration ist zeit-
abhingig:

1. Jedes Teilvolumen bewegt sich als Ganzes mit unverinderter Zusam-
mensetzung. Es handelt sich dann um eine mechanische Durchmi-
schung. Diese Konzentrationsédnderung ist reversibel und bewirkt kei-
ne Energiedissipation. (Beispiel: Paraffin in H,0.)

2. Die Zusammensetzung #dndert sich durch molekularen Massentrans-
port aus einem Teilvolumen in ein anderes. Der Konzentrationsaus-
gleich geschieht durch Diffusion und ist zeitlich irreversibel.

Neben Wirmeleitung und Viskositét ist Diffusion die Ursache der Ener-
giedissipation in einem Fliissigkeitsgemisch.

Ohne Diffusion bleibt die Zusammensetzung eines Fluidelements bei
der Bewegung unverindert; es gilt eine Kontinuititsgleichung fiir den

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2016 105
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Substanzstrom pcv (¢ = m/M):
d; (pc) + V- (pcv) = 0. (7.2)

Integration mit dem Gaul3’schen Satz ergibt

0; [ pcdV = — ¢ pevdf . (7.3)

(Der Strom fiir die zweite Substanz ist analog p (1 — ¢) v.)
Mit Diffusion kommt der sogenannte Diffusionsstrom hinzu,

d; (pc) + V- (pcv) ==V -i, (7.4)

auch bezeichnet als sechste Grundgleichung der Hydrodynamik bei Ge-
mischen. In integraler Form lautet die Gleichung

8,/pch=—¢pcv-df—¢i-df. (7.5)

Mithilfe der thermodynamischen Grofien — die jetzt jedoch auch von der
Konzentration ¢ abhéngen — erhalten wir aulerdem die verallgemeinerte
Wiarmetransportgleichung (auch: die fiinfte Gleichung). Sie folgt aus der
Energieerhaltung

2
9, [% + pe} =~V juise (7.6)

durch Umformung mittels der Kontinuitéts- und der Navier-Stokes-Glei-
chungen. Jetzt enthalten die Ausdriicke fiir Energie und Enthalpie jedoch
einen zusitzlichen Term mit dem Differenzial der Konzentration:

1. das Energiedifferenzial de = T'ds + [%d,o + pde und
2. das Enthalpiedifferenzial dw = T'ds + %d p + pude

mit dem chemischen Potenzial des Gemisches ju, das proportional zur
mittleren Teilchenzahl ist.!

! Analog ist die Temperatur proportional zur mittleren Energie, T o (E) = %kB T.
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In der Ableitung pd,e kommt zusitzlich der Term ppd,c vor; analog
kommt zu —v - V p der Term puv - Ve hinzu. Damit wird die Gleichung
fiir die zeitliche Anderung der Energie zu

2
9, [% + p6:| a7

= —Vjysc + pT [0;s +V-Vs] =0/, 0v; + V-q—uV-i. (7.8)
Damit der Energieerhaltungssatz erfiillt ist, muss demnach gelten:
pT [0;s +v-Vs] =0/, 0rv; — V- (q— pi) —iVu (7.9)

mit V-q— uV-i = V. (q—pui) + iVu. Diese Gleichung fiir die
zeitliche Anderung der Entropie unter Beriicksichtigung der Diffusion
ist eine Verallgemeinerung der Wirmetransportgleichung.

Um die Gleichungen zu 16sen, miissen der Diffusionsstrom i und der
Wirmestrom q durch die Temperatur- und Konzentrationsgradienten
ausgedriickt werden. Beide Strome hidngen im Allgemeinen von beiden
Gradienten ab. Sind diese klein, kann man i und q als lineare Funktionen
von Vi und VT ansetzen:

i=—aVu—pBVT, (7.10)
q=—8Vu—yVT + ui. (7.11)

Sofern sich Temperatur und Konzentration nur wenig dndern und es
keinen wesentlichen Druckgradienten gibt, lassen sich diese Gleichun-
gen mithilfe thermodynamischer Relationen umformen zu

kr
dic=D|Ac+ AT |, (7.12)
kr
0T — — (3cp), 1 0:c = AT, (7.13)
Cp ’

d.h., Temperatur und Konzentration sind durch ein lineares Gleichungs-
system bestimmt.
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Man definiert Diffusionskoeffizient D und Thermodiffusionskoeffizi-
ent k7 D durch

D=%(@p),; und (7.14)
. |
al

Bei kleinen Konzentrationen wird k7 D — 0; es bleibt dann eine reine
Diffusionsgleichung:

d;,c = DAc (7.16)

zuziiglich der Randbedingungen. Die Diffusionsgleichung hat dieselbe
Gestalt wie die Wirmeleitungsgleichung (6.38) fiir eine ruhende Fliis-
sigkeit,

0, T = AT, (7.17)
so dass alle Formeln aus Kap. 6 iibertragen werden konnen mit

T —c, (7.18)
x— D. (7.19)

Beispiel
Fiir die Verteilung einer geldsten Substanz mit §-Funktions-Anfangs-
bedingungen bei ¢ = 0 ergibt sich

M .
c(r,t) = 73/2('2““") (7.20)
8p(mDt)

in dreidimensionalen Polarkoordinaten, wobei M die Gesamtmenge
der gelosten Substanz ist.

Die Zeitverteilung der Konzentration im Diffusionsvorgang wird
in Abb. 7.1 gezeigt; die Standardabweichung ist fiir eine Dimension
gegeben durch o = +/2Dt, bei drei Dimensionen durch 0 = +6Dt;
die Breite ist jeweils I" = +/81n20.
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Abb.7.1 Konzentrations- c
verteilung zu verschiedenen
Zeitpunkten

Sy

7.2 Brown’sche Bewegung

Aufgrund molekularer St63e machen in einer Fliissigkeit suspendierte
Teilchen eine ungeordnete Zitterbewegung (Abb. 7.2), die der Botaniker
Brown? bereits 1827 entdeckt hatte und deren Ursache bis zu Einsteins®
Arbeit 1905 unbekannt blieb [1].

Sei zu t = 0 ein Brown’sches Teilchen (z. B. Bliitenpollen in Wasser)
im Koordinatenursprung; seine Bewegung wird als Diffusionsprozess be-
schrieben, und die Aufenthaltswahrscheinlichkeit tritt an die Stelle der
Konzentration. Dann lésst sich die Losung der Differenzialgleichung fiir

Abb.7.2 Brown’sche Bewe-
gung

2 Robert Brown (%1773 Montrose, 71858 London), schottischer Botaniker.
3 Albert Einstein (%1879 Ulm, $1955 Princeton).



110 7 Diffusion

Abb.7.3 Aufenthalts- w (r t)
wahrscheinlichkeit bei ’
Brown’scher Bewegung
I' = \8In20
r
die Konzentration (7.16),
W = DAW (7.21)
verwenden:
M 2
W(r, 1) = —exp [— r } , (7.22)
8p (xDT)* 4Dt

abermals in dreidimensionalen Kugelkoordinaten formuliert. Vorausset-
zung dafiir ist, dass die Teilchen der gelosten Substanz miteinander nicht
wechselwirken, so dass die Teilchenbewegung unabhingig ist vom je-
weils nédchsten Teilchen.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir das Brown’sche Teilchen zur
Zeit t in einem Abstand zwischen [r,r 4 dr] ist angegeben durch
w(r,t)dr. Nimmt man an, dass M/p = 1, und multipliziert man das
Volumen der Kugelschale 47 r2dr hinzu, so erhilt man (Abb. 7.3)

I‘2
w(r, t)dr = } rdr . (7.23)

1
27 D313 P [_4Dt

Das mittlere Quadrat des Abstandes vom Ausgangspunkt des Brown’-
schen Teilchens zur Zeit ¢ ist (mit [y~ e du = J7/2)

[0}

(r?) = /rzw(r,t)dr = 6Dt , (7.24)
0
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woraus man auf die Proportionalitit

V(r?) o Vit (7.25)

schlief3t.

Der Diffusionskoeffizient D ldsst sich aus der Beweglichkeit b berech-
nen: Es wirke eine konstante dulere Kraft (z. B. die Schwerkraft) F auf
die Brown’schen Teilchen. Im stationdiren Zustand ist sie gleich dem Wi-
derstand v/b, mit b = const, gegen die Teilchenbewegung:

v=>bhF, (7.26)

wobei die Beweglichkeit b sich berechnen lisst aus den hydrodynami-
schen Gleichungen. Bei kugelformigen Teilchen gibt die Stokes’sche
Formel den Widerstand an:

F = —677Rv, (7.27)
so dass
_m_ 1 (7.28)
IF|  677R
sein muss.*

Die lineare Beziehung zwischen b und D wird Einstein-Relation ge-
nannt,

D=Th. (7.31)

4Bei nichtkugelformigen Teilchen hingt der Widerstand auch von der Bewegungs-
richtung ab:

Fi = aicvi (7.29)

wobei a;; ein symmetrischer Tensor ist. Zur Berechnung von b mittelt man dann iiber
alle Orientierungen, so dass mit den Hauptachsenwerten a, a, und a3 von a; fiir die

Beweglichkeit folgt:
1/1 1 1
b==z—+—+—. (7.30)
ay a as



12 7 Diffusion

Der Diffusionsstrom ist
i=—pDVc + pcbF . (7.32)

Dabei ist der erste Term proportional zum Konzentrationsgradienten, und
der zweite Term ist der duleren Kraft geschuldet, fiir die pcv = pcbF
gilt. Fiir den Diffusionsstrom folgt also

D
i=——P" Vi + pchbF (7.33)

- (ac:u“)T,p

mit dem chemischen Potenzial der suspendierten Teilchen .
Das chemische Potenzial hingt von der Konzentration ab:

i=Tlec+y(p.T) (7.34)
D
—i= —%w + pchF . (1.35)

Im thermodynamischen Gleichgewicht gibt es keine Diffusion, i = 0.
Mit duBlerem Feld muss im Gleichgewicht gelten:

u + U = const, (7.36)

wenn U die potenzielle Energie der suspendierten Teilchen im Feld an-
gibt. Also ist

Vu=-VU =F, (7.37)
und mit i = 0 folgt

D
0= —2=F + pebF (7.38)

und also die Einstein-Relation D = T'b fiir die Beziehung zwischen Be-
weglichkeit und Diffusionskoeffizient, die liber die Temperatur verkniipft
sind.
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Einsetzen der Beweglichkeit bei kugelformigen Teilchen (7.28) ergibt
fiir k B = 1

D = T , (7.39)
6 R
die translatorische Diffusion’ suspendierter Brown’scher Teilchen.®
Die Beschreibung von Diffusionsprozessen analog zur Brown’schen
Bewegung spielt auch heute eine sehr groe Rolle in vielen Forschungs-
zweigen — nicht nur in der Physik einschlieflich Umweltphysik und
Astronomie, sondern vor allem auch in der Chemie und Biologie [2—4].

7.3 Diffusion in relativistischen Systemen

Diffusion spielt auch eine Rolle in relativistischen Systemen. Dies sind
zunichst Vielkorpersysteme wie Atomkerne, die aus Baryonen (Protonen
und Neutronen) bestehen. In Teilchenbeschleunigern (Abb. 7.4) kénnen
sie relativistische Energien erreichen.

Typische Beschleuniger fiir derartige Experimente sind

e das Super Proton Synchrotron SPS, CERN: Fixed-Target-Experimen-
te mit schweren Ionen

GeV

E, = 158 —< Y 203py, 4 208py, (7.41)
Teilchen

Eem = on = [202 +2E,u]"? ~ 17.3Gev (7.42)

5 Es gibt auch eine Brown’sche Rotations-/Diffusionsbewegung, auf die aber nicht
eingegangen wird.
®1In der Einstein’schen Arbeit wird die folgende Notation verwendet:

_ RT —1 7.40
~ N 6x nd (7.40)
mit der universellen Gaskonstante R =~ 8,31 ﬁ der Avogadro-Zahl N =
6,03 - 10%mol~! und dem Radius d (entspricht R in unserer Konvention). Die Boltz-
mann-Konstante kz = 1,3 - 10?3J/K ist die auf ein Molekiil bezogene Gaskonstante;
mitkg = R/N = 1 entspricht das dem obigen Resultat.
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a b PHOBOS]J* ¢
[ ! CMS
[BRAHMS]J*
PHENIX
ALICE LHCb
STAR
ATLAS

[* nicht mehr aktiv]

Abb. 7.4 Schemaskizzen verschiedener Teilchenbeschleuniger mit Detektoren: a
CERN SPS; b RHIC, Brookhaven National Laboratory; Umfang u = 3,8 km; ¢ LHC,
CERN; Umfang u = 27 km

mit der Nukleonenmasse u = 938 MeV; E. ,,. ist die Schwerpunkts-
energie pro Teilchenpaar (s. Abb. 7.4a).
e der Relativistic Heavy Ion Collider RHIC, Brookhaven (BNL):

GV 19740 + 100 -2V A (7.43)
_— u ——Au, .
Teilchen 7° Teilchen

VSN = 200GeV = 0,2 TeV . (7.44)

Der RHIC besteht aus sechs intersections und urspriinglich vier, jetzt
noch zwei Experimenten (s. Abb. 7.4b).
e der Large Hadron Collider LHC, CERN:

208 TeV

76— 28pp 4276 ———2%pp | 7.45
Teilchen %2 + Teilchen %2 ( )
SN = 5,52 TeV (7.46)

mit den vier grolen Experimenten ATLAS, CMS, ALICE und LHCb
(Abb. 7.4c), von denen die ersten drei auch fiir Experimente mit
schweren Ionen geeignet sind. Die stark Lorentz-kontrahierten Kolli-
sionspartner (Abb. 7.5) sind charakterisiert durch

— Teilchenzahlen Ny, Z{; N,, Z>,

— Schwerpunktsenergie /s,

— StoBparameter b,

— Lorentz-Kontraktion d(v) = dp4/1 — lc’—i
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Abb.7.5 Lorentz-kontra-
hierte Stopartner

Stoparameter und Lorentz-Kontraktion sind nicht direkt messbar, gehen
aber in die theoretische Beschreibung ein.

1. In zentralen Stoflen bei Energiedichten iiber dem kritischen Wert
it ~ 1,5 ?’;}' wird ein kurzlebiges Quark-Gluon-Plasma fiir
~ 110725 gebildet. Es entspricht dem Urzustand der Materie
im Universum bis &~ 10 s nach dem Urknall (Abb. 7.6).

2. Im Verlauf der Kollision werden aus der verfiigbaren relativistischen
Energie in zentralen St68en so viele Teilchen erzeugt, dass eine nicht-
gleichgewichtsstatistische Betrachtungsweise gerechtfertigt ist (Ha-
dronen sind stark wechselwirkende Teilchen):

e bei SPS-Energien ~ 1700 geladene Hadronen,
o bei RHIC-Energien ~ 5400 geladene Hadronen,
e bei LHC-Energien ~ 17.500 geladene Hadronen.

Es wird dabei die verfiigbare relativistische Energie
Ew = /5 —u (4, + 42) (7.47)

in Ruhemasse und kinetische Energie erzeugter Teilchen umgewandelt.
In transversaler Richtung (senkrecht zum Strahl) sind die Energievertei-
lungen nahe am statistischen Gleichgewicht.

In longitudinaler Richtung — parallel zum Strahl — sind die Vertei-
lungsfunktionen entfernt vom thermodynamischen Grenzfall. Dies gilt
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Quark-Gluon-Plasmabildung, evtl. thermische uilibrierung

Hadronenerzeugung, QGP ohne thermische uilibrierung

do :
ab Fragmentation

b
Abb.7.6 Kollisionseffekte abhingig vom StoBparameter
vor allem fiir die Verteilung der Rapiditit’ der Teilchen
1. E+ s
y==In ZTh arctanh L] ~ —Intan — =1 (7.48)
2 E — D) E 2

mit dem Longitudinalimpuls pj, dem Streuwinkel ¢, und der sogenann-
ten Pseudorapiditét n. Als Folge von Stoflen und Teilchenerzeugung ge-
niigt die Verteilungsfunktion der Rapiditit der an der Kollision teilneh-
menden Baryonen einer Diffusionsgleichung; in linearer Ndherung ist
fir R = R(y,1t) [5]

1
R = T_ay [(y = yea) R+ 95, [Dy R] (7.49)
y

mit dem Gleichgewichtswert der Rapiditét y.q (= 0O fiir symmetrische
Systeme), der Rapidititsrelaxationszeit 7, und dem Diffusionskoeffizi-

7 Die Rapiditiit ist das relativistische (additive) Analogon der Geschwindigkeit.
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enten D, bestimmt durch die Verbreiterung der Verteilungsfunktion:

T
Dy o —. (7.50)
Ty

Dies ist das Dissipations-Fluktuations-Theorem, das analog zur Einstein-
Relation (7.31) bei der Brown’schen Bewegung die Rapidititsrelaxation
und die Diffusion linear iiber die Gleichgewichtstemperatur 7" verbindet.

Die Losung der linearen Diffusionsgleichung ist mit der Anfangsbe-
dingung R(y,t = 0) = §(y — yp) fiir die Strahlrapiditit y, = /syn/m
(m die Nukleonenmasse)

- —t/Ty 2
e N
y

(v —we /)
+ exp |:— 203,(1,‘)

fiir symmetrische Systeme und zwei Quellen. Die Varianz ist

) 2t T 2t
0,(t) = Dyt [1 — exp (—;)} =% [1 —exp (—g)i| , (7.52)

wobei k die Kriimmung eines parabolischen treibenden Potenzials im
y-Raum ist.

Fiir groBBe Zeiten wird aus den beiden getrennten Verteilungen ei-
ne einzige Verteilung (Abb. 7.7), die bei y = y.q zentriert ist und fiir
t — oo in die Gleichgewichtsverteilung mit Temperatur 7" iibergeht, wie
sie dem thermischen Modell zugrundeliegt. Die im relativistischen Dif-
fusionsmodell berechneten Verteilungsfunktionen fiir sogenannte Net-
tobaryonen (Baryonen minus erzeugte Antibaryonen) konnen dann mit
Messwerten verglichen werden, und erméglichen Voraussagen. Da in der
Regel nur geladene Hadronen gemessen werden, vergleicht man mit Net-
toprotonenverteilungen.

Fiir geladene Hadronen, die in relativistischen Schwerionenreaktio-
nen erzeugt werden, sind die Voraussetzungen fiir die Anwendung des

(7.51)



118 7 Diffusion

8-Anfangsverteilung bei r = 0
R(y,1) £ £

Gleichgewichtsverteilung, T fiir t — oo

s )

\
\
\
\
\
[
\
\
\
\
[
\
|

— Vb Vb

Abb. 7.7 Schematische Darstellung der Rapiditiitsrelaxation fiir Nettobaryonen (=
Baryonen minus erzeugte Antibaryonen)

relativistischen Diffusionsmodells sogar noch besser erfiillt als fiir Net-
toprotonen, da das Teilchenensemble groBer ist: In einer zentralen Kol-
lision zwischen Bleiionen am LHC bei 2.76 TeV Schwerpunktsenergie
werden ca. 17 500 geladene Hadronen erzeugt, davon etwa 80 % Pionen.
Die (Pseudo-) Rapidititsverteilungen (Abb. 7.8) und ihre Zentralitéitsab-
hingigkeiten werden durch das Modell gut wiedergegeben, wenn zusétz-
lich zu den beiden Fragmentationsquellen auch eine dritte Quelle fiir die
Hadronenerzeugung bei mittleren Rapiditéten eingefiihrt wird. Sie be-
ruht wesentlich auf der Teilchenproduktion in Gluon-Gluon-St6en bei
hohen Energien [6].

Auch in asymmetrischen Systemen wie Kollisionen von Protonen mit
Blei am LHC bei einer Schwerpunktsenergie von 5.02 TeV gibt das Dif-
fusionsmodell mit geeignet gew#hlten Parametern die Daten gut wieder.

In der Abb. 7.9 ist das Ergebnis einer Minimum bias Kollision von
Proton und Bleikern dargestellt, bei der iiber alle Sto3parameter gemittelt
wird (d. h. es wird keine bestimmte Zentralititsklasse ausgewzhlt). In der
Fragmentationsquelle, die dem einlaufenden Proton entspricht, werden
vergleichsweise wenige geladene Hadronen erzeugt. Die komplementi-
re Fragmentationsquelle, die aus dem einlaufenden Bleikern hervorgeht,
produziert deutlich mehr Teilchen. Der wesentliche mikroskopische Me-
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—1500
Z 1000

500

Abb.7.8 Verteilungen erzeugter geladener Teilchen in relativistischen Schwerionen-
reaktionen bei fiinf Schwerpunktsenergien im relativistischen Diffusionsmodell [6]
im Vergleich mit Daten [7, 8] der Schwerionencollider RHIC und LHC sowie einer
Voraussage bei 5.5 TeV

chanismus sind in beiden Fillen Kollisionen von Valenzquarks im Pro-
jektil mit Gluonen im jeweils anderen Kern.

Bei Schwerpunktsenergien von mehr als ca. 20 GeV pro Teilchen-
paar kommt zu den beiden Fragmentationsquellen eine dritte Quelle,
die beim (zentralititsabhiingigen) Gleichgewichtswert y., der Rapiditit
zentriert ist (gestrichelte Kurve in Abb. 7.9). Sie beruht wesentlich auf

25 T T T

Proton + Blei, E = 5.02 TeV =
20 2

10

Abb. 7.9 Pseudorapidititsverteilungen erzeugter geladener Teilchen in relativisti-
schen Proton-Blei Kollisionen bei 5.02 TeV Schwerpunktsenergie im relativistischen
Diffusionsmodell im Vergleich mit Daten [9] vom LHC (aus Wolschin 2013, © IOP
Publishing. Reproduced with permission. All rights reserved)
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Gluon-Gluon St6Ben; durch die Jacobi-Transformation von der Rapidi-
tdt y zur Pseudorapiditit n ist sie deutlich von einer Gaufiverteilung ver-
schieden. Die insgesamt in dieser Quelle erzeugte Hadronenzahl wichst
mit der dritten Potenz des Logarithmus der Schwerpunktsenergie an [6]
und iibertrifft deshalb bei hohen LHC Energien die Zahl der in den Frag-
mentationsquellen erzeugten geladenen Hadronen.

Das relativistische Diffusionsmodell ermoglicht ein Verstdndnis vieler
Phénomene bei der Hadronenerzeugung in hochenergetischen Schwerio-
nenreaktionen. Es ersetzt jedoch nicht eine Lorentz-invariante Formulie-
rung der relativistischen Hydrodynamik, die in Grundziigen im néchsten
Kapitel fiir ideale Fluide vorgestellt wird.
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Relativistische Effekte miissen in der Hydrodynamik beriicksichtigt wer-
den, wenn

1. die Geschwindigkeit der makroskopischen Fluidstromung |v| mit der
Lichtgeschwindigkeit ¢ vergleichbar wird oder

2. die Geschwindigkeiten der mikroskopischen Bewegung der Fluidteil-
chen mit ¢ vergleichbar werden.

Sind starke Gravitationsfelder vorhanden, kann es notwendig sein, auch
die allgemeine Relativititstheorie zu beriicksichtigen; hier beschrinken
wir uns auf speziell-relativistische Effekte.

Die relativistische Hydrodynamik beschreibt die Dynamik von Flui-
den mit Hilfe des Energie-Impuls-Tensors und der relevanten Erhaltungs-
sitze. Ist die mittlere freie Wegliange zwischen Kollisionen klein vergli-
chen mit der vom Beobachter benutzten Langenskala, so ist die Fliis-
sigkeit ideal. Fiir einen mitbewegten Beobachter ist sie auch isotrop. In
diesem Fall wird der Energie-Impuls-Tensor besonders einfach. Die re-
lativistischen Bewegungsgleichungen entsprechen dann den Euler-Glei-
chungen im nichtrelativistischen Fall; sie sind invariant gegeniiber Lo-
rentz-Transformation.

Wir diskutieren zunédchst den Energie-Impuls-Tensor eines idealen
relativistischen Fluids in einem flachen Minkowski-Raum mit dem me-
trischen Tensor g*# = diag (1, —1, —1,—1).

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2016 121
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8.1 Energie-Impuls-Tensor einer Fliissigkeit

Im Energie-Impuls-Tensor
T, «,p=0,1,2,3 (i.k,l=1273) (8.1)

steht das Element 7% = Ty, fiir die Energiedichte, ¢ T ist die vekto-
rielle Energiestromdichte (nichtrelativistisch: j) und TTOI = —% die Im-
pulsstromdichte. Die kontravarianten Koordinaten beziiglich eines festen
Bezugssystems sind x* = (x°, x!, x2, x%) mit x* = cz.

In einem lokalen Ruhesystem, d.h. bei ruhendem Volumenelement,
fiir welches das Pascal’sche Gesetz (2.5.1) gilt, ist der von einem be-
stimmten Fliissigkeitselement ausgeiibte Druck in allen Richtungen
gleich groB3 und iiberall senkrecht zu der Fldche, auf die er wirkt:

T*d fi, = pdf; (8.2)
= Tk pSik - (8.3)

Die Komponenten der Impulsstromdichte TTOI sind im lokalen Ruhesys-
tem gleich null.

T = ¢ ist die Dichte der (inneren) Energie des Fluids im lokalen
Ruhesystem. Also ist der Energie-Impuls-Tensor im lokalen Ruhesystem
(alle nicht ausgeschriebenen Matrixelemente sind gleich null):

Pl p . (8.4)
p

Wir wollen ihn nun in ein beliebiges (bewegtes) Bezugssystem transfor-
mieren.

Die Komponenten der Vierergeschwindigkeit der Fliissigkeitsstro-
mung u® im lokalen Bezugssystem sind ¥° = 1 und ¥/ = 0. Im
bewegten System ist der Energie-Impuls-Tensor

7% = wuuf — pg* (8.5)
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mit dem metrischen Tensor

—1
g% = gup = . (8.6)

-1

und der Enthalpie pro Volumeneinheit w = € + p (auch € ist hier auf
die Volumeneinheit bezogen, wihrend es im nichtrelativistischen Fall auf
die Masseneinheit bezogen war). Wir sehen sogleich, dass 7% = ¥ fiir
u =1, u' =0.

In dreidimensionaler Schreibweise sind die Komponenten des Ener-
gie-Impuls-Tensors

. wvl vk .
T = ———7t p&ik (8.7)
S
4 wo'
7% = — | (8.8)
c [1 — ”—2]
C2
2
w €+ PZ—
T® — ——p= < (8.9)
1-= 1-=

Der nichtrelativistische Grenzfall v < c beschreibt kleine Geschwin-
digkeiten der inneren (mikroskopischen) Bewegungen der Fluidteilchen.

Beim Grenziibergang ist zu beachten, dass die relativistische innere
Energie € die Ruheenergie Nmc? der N einzelnen Fluidteilchen enthilt.
Die Teilchenzahldichte n iwird jetzt auf die Einheit des Ruhevolumens
bezogen. In den nichtrelativistischen Ausdriicken wird jedoch die Ener-
giedichte auf die Volumeneinheit im Laborsystem bezogen, in dem sich
das Fluidelement bewegt:

T pv° (8.10)
— —— - — .
mn Ve /O C2 2C2
2
= mne? —> ,oc2 _ov (8.11)

2
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mit der nichtrelativistischen Massendichte p = 7, der nichtrelativis-
tischen Energiedichte ¢ <« pc? und dem nichtrelativistischen Druck
p <K pc?. Hier ist pc? die Ruheenergie des Systems. Daraus folgt der
nichtrelativistische Grenzwert fiir die Energiedichte 7%:

2
v
T® = pe? + e+ % : (8.12)

wobei die letzten beiden Summanden der nichtrelativistischen Energie-
dichte entsprechen, sowie der Impulsstromdichtetensor

Tk = pvvp + pdi . (8.13)

Beim Ubergang zum nichtrelativistischen Grenzfall geht der einfache
Zusammenhang zwischen Impulsdichte und Energiestromdichte verlo-
ren, weil die nichtrelativistische Energie die Ruheenergie nicht enthilt:

ATy fe #].

8.2 Relativistische Bewegungsgleichungen

Fiir ideale Fluide (d.h. analog zu den Euler-Gleichungen) folgen die
Bewegungsgleichungen im relativistischen Fall direkt aus der Energie-/
Impulserhaltung mit dem Energie-Impuls-Tensor aus dem vorigen Kapi-
tel:

TP =0 (8.14)

mit 7% = wu®uf — pg*¥ und der Enthalpie pro Volumeneinheit w =
€ + p. In diesem Energie-Impuls-Tensor sind dissipative Prozesse (Vis-
kositdt, Wirmeleitung) noch nicht beriicksichtigt, daher ist er nur fiir
ideale Fluide giiltig. Die Ableitung des Analogons zu den Navier-Stokes-
Gleichungen ist komplizierter, da der Energie-Impuls-Tensor dissipative
Korrekturterme enthalt [1].

Die Teilchenzahlerhaltung wird durch das relativistische Analogon
der Kontinuitdgtsgleichung ausgedriickt:
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n® ist der Vierervektor des Teilchenstromes, n° die Teilchenzahldichte
und n' der Vektor des Teilchenstroms, wobei

n® = nu® mit der skalaren Teilchenzahldichte 7, (8.15)
v ) V2

u® = (y,y—) mity =1/4/1—-—. (8.16)
c c

In relativistischen Systemen mit Teilchenerzeugung wird die Teilchen-
zahl durch die Bedingungen des thermischen Gleichgewichts festgelegt.

Die Kontinuititsgleichung besagt, dass die Viererdivergenz des
Stromvektors verschwindet,

0e (nu®) =0. (8.17)

Zusammen mit dem Energie-/Impulstensor 7% = wu®u?f — pg® folgt
durch Differenzieren

0TS = ugdp (wuel) + wuPdpuy + dup = 0 (8.18)

wegen der Energie-/Impulserhaltung. Durch Projektion auf die Richtung
von u* und unter Annahme der Normalisierung u,u® = 1 sowie mit
Verwendung der Invarianz des Viererskalarprodukts, aus der u,dgu® =
0 folgt, erhélt man

g (wuf) —uPdgp =0. (8.19)

Substituiert man wu? mit nuf (w/n) und benutzt (8.17), so fillt der
zweite Term im Differenzial weg, und man erhilt

!
Flo,2 - 2a,p| =0. 8.20
nu [ﬂn p ﬁp} (8.20)

Aus der Enthalpie gewinnt man das Enthalpiedifferenzial

w=T-s+p (8.21)
= dw =Tds+dp (8.22)

= d (%) - Td (%) n %dp, (8.23)
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wobei der letzte Ausdruck der Enthalpie fiir ein Teilchen entspricht. 1/n
ist das auf ein Teilchen entfallende Volumen und s die auf die Einheit des
Ruhevolumens bezogene Entropie. Damit wird Gleichung (8.20) zu

uPa (%) —o0, (8.24)

d.h., die Bewegung verlduft — wie bei nichtrelativistischen idealen Flui-
den — adiabatisch, die Entropie dndert sich nicht.
Mit der Kontinuititsgleichung (8.17) lasst sich (8.24) schreiben als

g (suf) =0, (8.25)

d.h., die Viererdivergenz des Entropiestromes su? verschwindet.

Die relativistische Verallgemeinerung der Euler’schen Gleichungen
erhilt man durch geeignete Projektion und Umformung der Gleichung
fiir die Energie-/Impulserhaltung als

wuﬁaﬂua = 04p — uauﬂaﬂp , (8.26)

und fiir eine isentrope stationdre Stromung folgt die relativistische Ver-
allgemeinerung der Bernoulli’schen Gleichung als

yw
~— = const (8.27)
n

mit dem Lorentz-Faktor y = 1/,/1 — g—z ~ 1+ %g—; fiir v < ¢ und der
Enthalpie pro Volumeneinheit w = € + p.

Die relativistische Hydrodynamik ist in der heutigen Forschung von
der Elementarteilchenphysik bis hin zu kosmologischen Skalen ein sehr
erfolgreiches Werkzeug [2]. Wichtige Anwendungen finden sich derzeit
insbesondere in der Astrophysik (schwarze Locher, Neutronensterne,
Gammastrahlen-Ausbriiche) [3], Kosmologie (Hydrodynamik des frithen
Universums, nach der Rekombination von Protonen und Elektronen) [4]
und relativistischen Schwerionenkollisionen [5].
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Astrophysikalische Hydrodynamik 9

Das Gebiet der astrophysikalischen Hydrodynamik konzentriert sich
auf die Betrachtung statischer und dynamischer Probleme bei Fluiden
in nichtterrestrischen Umgebungen. Fiir weiterfithrende Literatur wird
beispielsweise verwiesen auf das Buch von Shore [1]. Auch viele andere
Quellen in der astrophysikalischen Literatur behandeln hydrodynami-
sche Fragestellungen, siche die Literaturhinweise in [2].

Da Sterne aus Gasen bestehen, sollten dort kinetische Gastheorie und
Gasdynamik dominieren. Das Gas ist jedoch meist im Wesentlichen /o-
mogen und erzeugt sein eigenes Gravitationsfeld; es simuliert so die
Bewegung eines Fluids im Feld. Die mittlere freie Wegliinge A ist im
Vergleich zu jeder relevanten Grofenskala des Sterns klein, so dass Sto-
rungen ausgewaschen werden und die Sternstruktur kontinuierlich ist:

A= Ulp ©.1)
1,7-107%

= 15'103.4.10_30m%0,3m 9.2)

& Ry =6,96-10m 9.3)

mit der Dichte p ~ 1,5- 103 % in stellarer Materie, der atomaren
Masseneinheit ¥ = 1,7-1072" kg und dem Wirkungsquerschnitt o ~
40mb = 4-1073%m?,

Sterne (und andere kosmische Materieansammlungen) konnen also
stets auf bestimmten Langen- und/oder Zeitskalen durch eine hydrody-
namische Approximation beschrieben werden. Alle Arten von hydrody-
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namischem Fluss, die sich auf der Erde beobachten lassen, finden sich
auch im Universum, jedoch auf wesentlich groferen Skalen:

der magnetohydrodynamische Fluss,
Turbulenz,

Uberschallbewegung,

Instabilititen (Schocks) etc.

Hier wird ein reprisentatives Kapitel herausgegriffen: Schockwellen
in der Astrophysik.

9.1 Schockwellen

Ursprung der theoretischen Behandlung von Schockwellen ist Rie-
manns' Theorie iiber die Ausbreitung akustischer Storungen 1860 [3].
Weitere wichtige Erkenntnisse gehen zuriick auf Laborversuche zum
Uberschallfluss von Ernst Mach? 1880 und die Untersuchung von Uber-
schallgrenzschichten durch Ludwig Prandtl 1940, die in das Manhattan-
Projekt einfloss.

In der Astrophysik sind Schockwellen eher die Regel als die Ausnah-
me. Viele der Beobachtung zugingliche Regionen im Universum sind
weit entfernt vom thermodynamischen Gleichgewicht; oft sind die Zeits-
kalen fiir Energiedissipation sehr grof3. Die Entweichgeschwindigkeiten
sind fiir die meisten kosmischen Objekte weit grofier als die Schall-
geschwindigkeit, so dass alles Material, das ins interstellare Medium
gelangt, supersonische Geschwindigkeiten haben muss und erst spiter
Energie und Impuls dissipiert, bis thermisches Gleichgewicht erreicht
wird.

Im interstellaren Medium und bei vielen stellaren Phdnomenen ist
die mittlere freie Weglénge so grof3, dass die Viskositdt in erster Ord-
nung vernachldssigbar ist. Astrophysikalische Schocks konnen daher
zunéchst als nicht viskos behandelt werden; spiter wird die Dissipation
an der Schockfront einbezogen.

! Georg Bernhard Riemann (1826 Breselenz bei Dannenberg, 1866 Selasca bei Ver-
bania).
2 Ernst Mach (x1838 Chirlitz-Turas, 11916 Vaterstetten bei Miinchen).
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Da Schocks Diskontinuititen im Fluss darstellen, miissen sie stark
nichtlinear sein; sie entstehen als Ergebnis einer Instabilitit, durch die der
Fluss als Funktion der Geschwindigkeit nichtlinear wird. Ein typisches
Beispiel sind Schallwellen: Hier sind Kontinuitits- und Bewegungsglei-
chung erfiillt, und bei anwachsender Dichte wichst die Ausbreitungsge-
schwindigkeit. Die Ausbreitung einer Storung verlduft anhand der nach-
folgenden Gleichungen:

1. Kontinuitdtsgleichung in einer Dimension:
dip+ 0y (pu) =0, 9.4)

2. Bewegungsgleichung in einer Dimension:
1

d;u +udxu =——0,p, 9.5)
p

wobei der Zusammenhang p(p) iiber die Zustandsgleichung gegeben
ist.

Esist p = p(p). Ferner gilt

@:=10,p (9.6)

und
A :=1n(p/po) ©.7)
= 0, A=(0p)/p, 9 A=(0:p)/p- 9.8)

Aus Kontinuititsgleichung (9.4) und Bewegungsgleichung (9.5) folgt
also

0, A +ud,A=—0d,u und 9.9
0u +ud,u =—Po A, (9.10)

und durch Multiplikation von (9.9) mit @'/2 und Kombination der beiden
Gleichungen erhélt man

du+ (u—@"?)ou=0"[0,A+ (u—®"?)3,4] . (9.11)
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Multipliziert man (9.9) stattdessen mit (—®'/2), so erhilt man ein ana-
loges Resultat mit verdnderten Vorzeichen in den inneren Klammern.
Daraus leiten wir eine neue Propagationsbedingung ab: Die Storung be-
wegt sich mit

Ui =u+®'/?, 9.12)
Durch die Beziehung
@ =0,p (9.13)

geht die Zustandsgleichung in die Propagationsbedingung ein. Je nach
der Abhingigkeit p(p) des Drucks von der Dichte wird die Stérung im
Vergleich zur konstanten Schallgeschwindigkeit beschleunigt oder abge-
bremst.

Ist die Schallgeschwindigkeit dichteunabhingig, so bewegt sich die
Storung mit konstanter Geschwindigkeit; variiert aber die Schallge-
schwindigkeit mit der Dichte, so steigt sie bei Kompression (da @ > 0);
die Welle wird beschleunigt.

Als Bedingungen fiir die Wellenfront dienen die Riemann-Invarian-
ten [3]

(d—x) —u=+(3,p)", (9.14)
dr ).

die aus der Methode der Charakteristiken hervorgehen. Die zugehdrigen
Charakteristiken sind Linien in der (x, 7)-Ebene. Alternativ kénnen die
Riemann-Invarianten (9.14) mit der Schallgeschwindigkeit cg geschrie-
ben werden.

Die Schallgeschwindigkeit ist iiber die adiabatische Zustandsglei-
chung

p = kp“ 9.15)

eine Funktion der Dichte:

1/2
cs = (9,p)"* = (%) (9.16)
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Abb. 9.1 Schockfront, von
Kolben verursacht, in Zylin-
der =

/

p Schockfront

mitk =1+ 2/f = c¢,/cy beiidealen Gasen.

Entlang der so definierten Trajektorien werden die erhaltenen Fluss-
grofen durch das Fluid transportiert. Enthilt eine dieser Grofen eine
Diskontinuitdt, so wird sie ebenfalls der durch die Riemann-Invarianten
gegebenen Trajektorie folgen.

Beispiel

u sei die Geschwindigkeit eines Kolbens, der in ein Gas stofit. u ist
also duflere Bedingung fiir den Fluss. Ist dieser schneller als der Schall
(Abb. 9.1), kann er sich nicht an Anderungen von u anpassen.

Ausgehend von der Zustandsgleichung (9.15) mit k. = ¢, /cy folgt fiir
die Riemann-Invarianten

(dx) o s 9.17)

d_ti_ Kk—1

und die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Fluids ist

- Al D S 9.18)
Uy = Cs0 1 % . .

Hier steht der Index null fiir das ungestorte Fluid.

Also wichst mit zunehmender Dichte auch die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit der Storung: darauf beruht die Ausbildung der Schockwelle. An
einem bestimmten Punkt wird das dichtere Material das weniger dichte
iiberholen; die Schockfront baut sich auf.
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9.2 Rankine-Hugoniot-Bedingungen

Im Fluss eines fluiden Mediums gibt es drei erhaltene Grofien:

e Massenfluss,
e Impulsfluss,
e Enthalpiefluss.

Daraus erhilt man Bedingungen fiir die Anderung der thermodynami-
schen Variablen ldngs einer Schockfront: die Rankine-Hugoniot-Bedin-
gungen. Sie beschreiben das das Verhalten von Stowellen durch eine
eindimensionale hyperbolische Erhaltungsgleichung [4, 5].

Bei einem gegebenem Dichte- oder Drucksprung und nédherungsweise
konstantem Adiabatenkoeffizienten k = ¢, /cy konnen wir die folgenden
algebraische Bedingungen fiir die Anderung der thermodynamischen Va-
riablen ldangs der Schockfront ableiten:

pr_vi _k+Dpp+k—1)p 9.19)
p v k=Dpr+&+1)p

worin p; und p; sich auf die Zeit vor dem Schock beziehen, p, und p;
auf die Zeit danach. Die Ableitung erfolgt mit den Flussgeschwindigkei-
ten vy und vy, der Bedingung v, = (p;/p2) v1 (Impulserhaltung) und der
Energieerhaltung pjvi + p; = pov3 + pa.

Bei starkem Schock ist p, > p;, und es wird

02 K41
— - .
pr k=1

(9.20)

Im einatomigen Gas ist k = 5/3, also p,/p; = 4. Die Kompression ist in
einem Medium mit kleinerem k — beispielsweise in einem strahlungsdo-
minierten Gas — grdfler (z.B. k = 4/3 = p,/p1 = 7), da das Medium
stirker kompressibel ist. Der Dichtesprung ist umgekehrt proportional
zum Geschwindigkeitssprung, so dass sich die relevanten Groen durch
Messen der Geschwindigkeiten iiber die Schockfront bestimmen lassen.

Beim Schockzylinder ist umgekehrt der Drucksprung gegeben, und
der Geschwindigkeitssprung lidsst sich aus den Rankine-Hugoniot-Be-
dingungen bestimmen.
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Einige astrophysikalische Anwendungen der Rankine-Hugoniot-Be-
dingungen sind:

e Flares an der Sonnenoberfliche (Sonneneruptionen): Zeitskalen-
sprung von 1s — 1h und entsprechender Frequenzsprung zu hohen
Energien. Es handelt sich um ein sehr hochenergetisches Phinomen:
Strahlung und Teilchen werden aus einer kleinen Region in kurzer
Zeit freigesetzt. Sie expandieren in die Corona und das interplanetare
Medium (p klein) in Form einer Schockwelle. Die Rankine-Hugo-
niot-Bedingungen geben Aufschluss iiber die Bedingungen bei der
Entstehung des Schocks.

e Supernovae: Die Expansionsgeschwindigkeit der Uberreste einer
Sternexplosion lésst sich anhand der Spektralverschiebung der Emis-
sionslinien messen. Wie vermischt sich die Materie mit dem interstel-
laren Medium und was konnen wir iiber die Produktion der schweren
Elemente aussagen? Mit den Rankine-Hugoniot-Bedingungen und
dem Geschwindigkeitssprung gelangt man zur Plasmadiagnostik,
die eine Berechnung der Elementhdufigkeiten aus den gemessenen
Emissionslinien ermoglicht.

e H-II-Regionen (z. B. M42 im Orion: vier heifle Sterne im H-II-Nebel,

H-II = einfach ionisierter Wasserstoff): Ein Stern ist im Zentrum ei-
nes diffusen gasférmigen (interstellaren) Mediums; er sei heifl genug,
um das Medium zu ionisieren. Scheint der Stern lange genug, so wird
geniigend Energie in das Medium gepumpt, so dass es sich aufheizt
und expandiert. Also bewegt sich eine Front mit einer Diskontinui-
tdt in Druck und Ionisierung auswérts im interstellaren Medium: ein
lonisierungsschock mit einer Diskontinuitét in der Enthalpie iiber die
ITonisierungsregion.
Die Ionisierung veridndert die Enthalpie und die Entropie des Gases:
ein schwacher Schock entsteht. An der expandierenden Front bildet
sich eine komplexe Struktur, im Wesentlichen bewegt sich jedoch eine
heifle ionisierte Region in das kiihle interstellare Medium.

Zwei erweiterte Probleme, die hier aber nicht ausgefiihrt werden:

1. Zusdtzliches magnetisches Feld: Bei Beriicksichtigung der Erhaltung
des magnetischen Flusses kommt eine weitere Gleichung zu den Ran-
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kine-Hugoniot-Bedingungen, die analog zur Erhaltung des Massen-
flusses ist; die Sprungkonditionen an der Schockfront dndern sich
dadurch.

2. Wechselwirkende Schocks.

Fiir die meisten hydrodynamischen Probleme in der Astrophysik sind
numerische Rechnungen die Regel, sieche beispielsweise [6]. Manchmal
sind jedoch analytische Abschitzungen und Uberschlagsrechnungen
niitzlich.

Beispiel
Dichteschockwellen, etwa Spiralarmschocks in Galaxien [1, 7].

Wir betrachten eine flache Spiralgalaxie mit einer Dichtestorung
¢(x,y) (Spiralarm) in der stellaren Komponente der Scheibe. Die-
se verursacht eine Storung im Gravitationspotenzial @(x, y) tiber die
Poisson-Gleichung. Gas stromt mit einer Geschwindigkeit u durch die
Scheibe und reagiert auf die Stérung [7]. Bei derartigen Dichtestorun-
gen kann durch Gravitationsbeschleunigung Uberschallgeschwindig-
keit u > c, erreicht werden.?

Wir legen also die folgenden Voraussetzungen zugrunde:

Die Dichtewelle hat die Frequenz w,,

die Scheibe ist vergleichsweise diinn und besteht aus Gas und Ster-
nen,

die Dichtewelle wird nur von den Sternen unterstiitzt,

die Welle bewegt sich langsam im Vergleich zur Rotationsge-
schwindigkeit (Kreisfrequenz £2) der Galaxie selbst.

Diese Bedingungen ermoglichen eine lokale Analyse mit stationdrem
Fluss.

3 Das Gas beschleunigt, wenn es in das durch die Sterne erzeugte Gravitationspoten-
zial eintritt, und bremst ab beim Austritt. Die nichtlinearen Bewegungsgleichungen
zeigen dabei Schockldsungen.
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Abb. 9.2 Lokale Analyse (x, y) im rotierenden System

Die zweidimensionalen Bewegungsgleichungen werden dann
(Abb. 9.2):

2

wdu + vdyu + fv = —%Sax; — 9., 9.21)
C2

ud v + vy — fu = —?Say; —0,® (9.22)

mit d,v = — f. Die Kontinuititsgleichung lautet
0y (Cu) + 9, ($v) =0. (9.23)

Dabei ist u = vey die Normalkomponente des Flusses und v die Para-
Schock-Komponente.

Der Fluss wird also parallel zur x-Richtung angenommen (d,u =
0), und zudem bestehe keine Abhingigkeit der Bewegung von y. Dann
lasst sich das Gravitationspotenzial um @, am lokalen Dichtemaxi-
mum (Spiralarm) entwickeln:

" 1 2, Ly 2
P(x.y) ~ @ + 3 (070) x* + 5 (ay4>) 2. (9.24)
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Der letzte Term verschwindet, da die Dichte lings des Spiralarms (in
y-Richtung) als konstant angenommen wird. Also vereinfacht sich
Gleichung (9.21) ndherungsweise zu

2
C
udu + fov = —?Saxg — (02,@),x . (9.25)

und die Kontinuititsgleichung (9.23) wird
Lo u +ud, . =0. (9.26)

Nach Eliminieren des Druckterms in (9.25) mittels der Kontinuitéts-
gleichung ldsst sich die x-Komponente des Flusses (senkrecht zum
Spiralarm) schreiben als:

1
- (u* —c§)0u = —fv—®)x und (9.27)

dv=—f. (9.28)

Wenn das interstellare Gas den Spiralarm trifft, wird die Fluss-
geschwindigkeit |[u| = u durch Gravitationsbeschleunigung grofer
als die Schallgeschwindigkeit cg. Die Normalkomponente des Flus-
ses u = vey ist durch die Rankine-Hugoniot-Bedingungen bestimmt,
wihrend die Para-Schock Komponente v kontinuierlich ist.

Infolge der Dichtestdrung wird das Gas in Richtung auf das galak-
tische Zentrum abgelenkt; dort wird es zu Akkretionsmaterial fiir das
zentrale schwarze Loch.
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Hydrodynamik der 10
Superfliissigkeiten

10.1 Grundlagen

Als Quantenfliissigkeiten bezeichnet man Fluide in der Nihe des absolu-
ten Nullpunkts, wo Quanteneffekte ins Spiel kommen. Bis 0 K bleibt nur
Helium fliissig:

e “He: Kern und Atom haben Spin 0 = Bose-Einstein-Statistik (Bose-
Fliissigkeit),

e 3He: Kern und Atom haben Spin % = Fermi-Dirac-Statistik (Fermi-
Fliissigkeit).

Wir wollen uns zunéchst auf den Fall der Bose-Einstein-Statistik kon-
zentrieren.

Kiihlt man unter den Siedepunkt von 4,18 K durch Evaporation (Va-
kuumpumpe), so kocht *He mit kleinen Blischen. Am A-Punkt bei
2,18 K (Ubergang von He I zu He II) kocht es plétzlich stark auf,
hort aber anschlieBend vollig auf: das “He ist superfluid geworden
(Abb. 10.1). Wiarme wird nun nahezu widerstandslos abgeleitet, die
Weirmeleitfiihigkeit steigt unterhalb des A-Punktes um das ~ 10°-fache.
Weitere Folgen sind:

e Die Viskositdt sinkt [1] ebenfalls um das 10°-fache (Messung: Fluss
durch Kapillare),
o “He kriecht als diinner Film die Winde hoch.

11938 durch Pjotr Leonidowitsch Kapiza (1894 Kronstadt, 1984 Moskau)
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He-1 He-II
* T
sk ¥
* g%
>2,18K =2,18K <2,18K
kiihlen

Abb.10.1 A-Ubergang

Die Wirmekapazitit divergiert am Phaseniibergang.

Derartigen Phaseniibergéingen zweiter Ordnung entspricht im Allge-
meinen ein Knick im 7'-S-Diagramm. Beim A-Ubergang gibt es jedoch
eine senkrechte Tangente. Als Folge hat der Graph der spezifischen Wir-
mekapazitit c, als Funktion der Temperatur die charakteristische Form
des griechischen Buchstaben A (vgl. Abb. 10.2). Demgegeniiber sind
Phaseniiberginge erster Ordnung durch einen Sprung in der Entropie S
(und einer Divergenz der Wirmekapazitit und der Kompressibilitit) ge-
kennzeichnet (vgl. Abb. 10.3).

Die Fermi-Fliissigkeit He wird ebenfalls superfluid, jedoch erst bei
T < 1073 K; die Hydrodynamik ist schwieriger als bei “He wegen des
komplizierten Ordnungsparameters. (Meist hat “He einen geringen An-
teil ~ 1,3 - 1073 % des Isotops *He als Verunreinigung.)

Die Hydrodynamik der superfluiden Fliissigkeit kann auf der Basis
einer Theorie beschrieben werden, die Tisza [2] und Landau [3] unabhén-
gig voneinander fiir He II entwickelt haben?. Sie ist ein makroskopisches
Zweifluidmodell, bei dem es zwei Arten von Schallwellen gibt. Fiir 7, >
T > 0 verhilt sich He II wie ein Gemisch aus zwei Fliissigkeiten:

2 Laslé Tisza 1940 (%1907 Budapest, 2009 Cambridge/Mass.); Lew D. Landau 1941.
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Cp
| He-11
20 1
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H
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Abb.10.2 A-Ubergang
a b
T
p = const B
T | 2 -Ubergang:
| S wiichst nicht weiter
Tiit T /I p = const
Tyt T
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Abb.10.3 Phaseniiberginge: a Phaseniibergang 1. Ordnung: zusitzliche Wirmeauf-
nahme wihrend des Phaseniibergangs; AQ = CAT, C = Wirmekapazitit: C — oo
am Phaseniibergang; b Phaseniibergang 2. Ordnung: beim A-Ubergang senkrechte
Tangente
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N
P =< Pc
Dampf P = Dc
P~ Pc
Koexistenz-
bereich
Flissigkeit
|
I I T

Abb.10.4 Koexistenz zweier Phasen

superfluid, ohne Viskositit;

. normal, viskos. Es wird dabei kein Impuls von (1) nach (2) iibertra-
gen, d. h., es gibt keine Reibung zwischen den beiden Fluidkompo-
nenten.

N =

Es existieren gleichzeitig zwei Stromungen, die durch eine bestimmte
effektive Masse charakterisiert sind: eine normal, die andere superfluid
(s. die Analogie zur Koexistenz von Fliissigkeit und Dampf in Abb. 10.4;
es handelt sich dabei nicht wirklich um die Komponenten eines Gemi-
sches). Bei der Kapillarstromung von He II im Spalt handelt es sich um
die superfluide Stromung; die normale Stromung bleibt im Gefidll und
stromt mit normaler Viskositidt durch den Spalt. Eine rotierende Scheibe
in He II erzeugt normale Stromung mit der dazugehorigen Viskositit (ei-
ne Messung der Zihigkeit durch Ddmpfung von Torsionsschwingungen
ergibt den normalen n-Wert).
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Die superfluide Stromung transportiert keine Wéirme. Sie ist stets eine
Potenzialstromung.

Die normale Stromung ist eine Stromung des Gases der Elementar-
anregungen; die Anregungen verhalten sich wie Quasiteilchen, die sich
im Fliissigkeitsvolumen bewegen und bestimmte Impulse und Energien
haben.

Die Entropie von He Il wird durch die statistische Verteilung der Ele-
mentaranregungen bestimmt. Deshalb wird bei jeder Stromung, bei der
das Gas der Elementaranregungen in Ruhe bleibt, keine Entropie iiber-
tragen: Eine superfluide Stromung verursacht keine Entropieiibertragung
und keinen Wirmetransport. Also ist eine rein superfluide Strémung in
He II thermodynamisch reversibel.

Der Mechanismus fiir den Wérmetransport in He 11 ist die Wérme-
tibertragung durch die normale Stromung der Fliissigkeit. Jede Tempe-
raturdifferenz ruft eine normale und eine superfluide innere Stromung
hervor, sie konnen sich hinsichtlich ihrer Masse kompensieren, so dass
kein realer Massentransport stattfindet.

Sei v, die Geschwindigkeit der superfluiden, v, die der normalen
Stromung. Die Entropiestromdichte ist gegeben durch v, ps, wobei s die
Entropie pro Masseneinheit angibt, und g = pT sv,, ist die Wiarmestrom-
dichte. Die superfluide Stromung ist eine Potenzialstromung, es gilt also

Vxv, =0 (10.1)

zu jeder Zeit und im ganzen Volumen des Fluids. Die Elementaranre-
gungen mit groer Wellenlidnge (also kleinen Energien und Impulsen)
sind Schallquanten (Phononen), und die makroskopische Hydrodynamik
der superfluiden Stromung lisst keine anderen Schwingungen als Schall-
schwingungen zu.

Eine Potenzialstromung iibt keine Kraft auf einen stationir umstrom-
ten festen Korper aus (d’ Alembert’sches Paradoxon).

In einer normalen Stromung hat ein Korper einen Widerstand. Kom-
pensieren sich normaler und superfluider Massenstrom, so wirkt auf Kor-
per im He II eine Kraft, obwohl kein resultierender Massentransport
vorhanden ist.
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10.2 Hydrodynamische Gleichungen fiir He Il

Die hydrodynamische Stromung ist durch die zwei Geschwindigkeiten
v, v, bestimmt. Die Gleichungen folgen aus der Galilei-Invarianz (nicht-
relativistisch) und den notwendigen Erhaltungssitzen.

Bei hinreichend grofler Stromungsgeschwindigkeit verliert He II sei-
ne Superfluiditit (Grenzgeschwindigkeit, kritische Geschwindigkeit);
dennoch wollen wir die Gleichung fiir beliebige Geschwindigkeiten
ableiten, um dann zu kleinen vy iiberzugehen.

Die Massenstromdichte, also der Impuls pro Volumeneinheit, ist

J=psVs + PuVn - (10.2)
Dabei ist py die superfluide, p, die normale Dichte; die Gesamtdichte ist
P =Ps+ Pn- (10.3)

Fiir T — 0 (in reinem “He) gilt p, — 0 fiir T > T, (normales Fluid) ist
ps — 0. Die Kontinuititsgleichung, die die Massenerhaltung angibt, ist

dp+V-j=0, (10.4)
und mit dem Impulsstromdichtetensor I7;; lautet die Impulserhaltung
¢ ji + 0l = 0. (10.5)

Zunéchst wollen wir dissipative Prozesse vernachlassigen. Dadurch wird
die Stromung reversibel, und die Entropie bleibt erhalten. Der Entropie-
strom ist psv,, woraus mit der Kontinuititsgleichung (10.4) die Entro-
pieerhaltung folgt:

d; (ps) + V- (psv,) =0. (10.6)

Bedingung fiir Potenzialstromung im Anteil v, ist, dass V x vy = 0. Die
Ableitung von v, als Gradient eines Skalars ist

2
mw+v(%+u):0 (10.7)
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mit dem Skalar p, das wir spéter mit dem chemischen Potenzial iden-
tifizieren werden. I1;; und p miissen noch festgelegt werden. Aus dem
Energieerhaltungssatz und der Galilei-Invarianz folgt

GE+V-Q=0, (10.8)

wobei die Energiestromdichte durch Q reprisentiert wird. Mit der Ga-
lilei-Transformation ldsst sich die Abhdngigkeit aller Grofien von v; bei
fester Relativgeschwindigkeit v, — v, bestimmen. Dazu muss ein Koordi-
natensystem eingefiihrt werden, in dem die Geschwindigkeit der super-
fluiden Stromung eines gegebenen Fluidelements null ist, und das sich
mit vg relativ zum urspriinglichen System bewegt. Der Index 0 bezeich-
net Groflen im bewegten System:

J=pvs+jo., (10.9)
pv; .
E = 7‘+Jo-vs+Eo, (10.10)
vz
Q=Ev,+ ?S.io + ITyvs + Qo . (10.11)
I = pvgvgk + Vi Jok + Vsk joi + ok (10.12)
dEy = pdp + Td(ps) + (v, — vy) - djo , (10.13)
p=—Eo+Tps+ wp+ pu (Vg —vy)’ (10.14)

mit dem Druck p und dem chemischen Potenzial p, der freien Enthalpie
pro Masseneinheit. Setzen wir £ und QO in den Energieerhaltungssatz
ein und eliminieren die Zeitableitungen mithilfe der hydrodynamischen
Gleichungen, so folgt nach umfangreichen Rechnungen:

v2
Q= (M + ?S)J + Tpsvu + PuVa [V - (Va —V5)] (10.15)
Hik = PnVki Unk + PsVsi Usk +p8ik . (1016)

=pv; vgin der iiblichen Hydrodynamik

Damit ist das vollstindige System der hydrodynamischen Gleichungen
definiert. Die GroBen p;, p,, i, s sind Funktionen nicht nur der thermo-
dynamischen Variablen p und T, sondern auch des Quadrats der Rela-
tivgeschwindigkeit der Stromungen w? = (v, — v,)?, eines Skalars, der
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gegeniiber Galilei-Transformationen des Bezugssystems und Drehungen
der gesamten Fliissigkeit invariant ist.

Die Gleichungen vereinfachen sich im physikalisch relevanten Fall
nicht zu groBer Geschwindigkeiten (Verhiltnis von v,, vy zur Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit des zweiten Schalls): Abhdngigkeiten von p,, ps
von w vernachlédssigen wir und entwickeln die iibrigen thermodynami-
schen GroBen nach Potenzen der Geschwindigkeit, z. B.:

w? . Py
S(p, T,W)%S(P,T)+737— (10.17)
0
pzwz Pn

Hinzu kommen die Randbedingungen: An jeder festen ruhenden Ober-
flache muss die dazu orthogonale Komponente des Massenstromes j ver-
schwinden. Ferner muss die Tangentialkomponente von v,, an der Wand
verschwinden:

v, = 0 an der Wand, (10.19)
v,,1 stetig an der Wand. (10.20)

Bei v, gilt die iibliche Randbedingung fiir eine ideale, bei v, fiir eine
zdhe Fliissigkeit.

Zur Beriicksichtigung dissipativer Prozesse ist — wie in der gewohn-
lichen Hydrodynamik — die Einfiihrung zusétzlicher Terme erforderlich,
die /inear in den raumlichen Ableitungen von v, und T sind. Dabei wer-
den fiinf unabhdingige kinetische Koeffizienten (1, £1, &, &3, k) eingefiihrt;
die erste Zahigkeit 7 ist mit v,, verkniipft (analog dem gewohnlichen 7);
Kk ist analog zur Wéirmeleitfihigkeit eines normalen Fluids. Die zweite
Zidhigkeit £ wird jetzt durch drei Koeffizienten &, &, &; ersetzt.

10.3 Schallausbreitung in Superfluiden

Fiir die Beschreibung von Schallwellen bemiihen wir abermals die linea-
re Niherung: wir setzen voraus, dass die Stromungsgeschwindigkeiten
in der Schallwelle im Vergleich zu den Schallgeschwindigkeiten klein
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sind, und dass p, p und s nur wenig von ihren Gleichgewichtswerten
abweichen. Dann kénnen wir die hydrodynamischen Gleichungen linea-
risieren, indem wir ihre quadratischen Glieder vernachlédssigen:

dhp+V-j=0, (10.21)

d; (ps) + psV - v, = 0 (ps vor V- gezogen, (10.22)
da dieser Term v,, bereits enthalt),

j+Vp=0, (10.23)

dvi+Vu=0. (10.24)

Kombination der Zeitableitung von (10.21) mit dem Gradienten von
(10.23) ergibt

3p=Ap, (10.25)

und mit thermodynamischen Identitéten folgt nach einigen Umformun-
gen

_ pss?

n

7s AT . (10.26)
Diese Gleichungen beschreiben die Schallausbreitung im Superfluid. Da
es zwei Gleichungen gibt, folgen zwei Geschwindigkeiten der Schallaus-
breitung.

Fiir den Grenzfall p; = 0 (nur normales Fluid) bleibt nur die gewhn-
liche Schallgeschwindigkeit

u® = (9,p), . (10.27)

wihrend sich allgemein die Relation ergibt

osT2 | psTy
ut — 2 [(app)s + p,,csv] + pncfv (3,p), =0 (10.28)

T2
U = 4/0,p, Uy = sps, cxcpcy. (10.29)
CPn
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Wihrend u; nahezu konstant bleibt, ist u, stark 7-abhingig und ver-
schwindet mit p, um den A-Punkt (zweiter Schall).
Nahe am A-Punkt lésst sich der Unterschied ¢, — ¢y nicht vernachlis-

sigen; es folgt
T's2py
uy = | P (10.30)
Cpp

Bei sehr niedrigen Temperaturen sind fast alle Elementaranregungen im
Fluid Phononen, und es gilt

T
c=3s, p,= ;—f, Pn X P (10.31)
uj
Tspy , ,
= Uy = 2Tp - 3uy (10.32)
= ;ul V3 (10.33)
Ui
= —. (10.34)
V3
Im Grenzfall T — 0 gilt (10.34) und also
3. (10.35)
Uz

In einer Welle des zweiten Schalls schwingen normale und superfluide
Fliissigkeit gegeneinander, der resultierende Massenstrom verschwindet.

In einer Schallwelle des normalen (ersten) Typs ist v, & v, (bei einer
ebenen Welle), d. h., die Fliissigkeit in jedem Volumenelement schwingt
als Ganzes, normale und superfluide Masse bewegen sich gemeinsam —
entsprechend gewohnlichen Schallwellen.

Im superfluiden Anteil des Fluids lassen sich auch Anregungen — Ro-
tonen oder Phononen — erzeugen, die wie Viskositit wirken. So gibt es
fiir einen schwimmenden Korper, den man tiber fliissiges Helium zieht,
nur bis zu einer Grenzgeschwindigkeit — dem Landau-Kriterium — keine
Reibung. Bei der Injektion negativer Ionen in superfluides Helium-4 wur-
den sehr hohe Grenzgeschwindigkeiten von etwa 60 m/s gemessen [4].
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Stromungen von Superfluiden lassen sich nicht wie gewohnliche Stro-
mungen durch eine Reynolds-Zahl charakterisieren; vielmehr divergie-
ren die Stromungsgeschwindigkeiten, und Theorien zur Turbulenzent-
stehung sind nicht mehr direkt anwendbar [5]. Rotation ist nur durch
Bildung von Wirbelschlduchen (Vortizes) moglich, die eine quantisierte
Zirkulation tragen; sie konnen in sich geschlossen sein.
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Testaufgaben 11

11.1  Kontinuitatsgleichung fiir die Entropie
In Kap. 2.2 wurde die Kontinuititsgleichung fiir die Entropie (2.28) vor-
gestellt:
d; (ps) + V- (psv) =0. (11.1)

Beweisen Sie diese Gleichung.
Losung
Durch Differenzieren mit der Produktregel folgt

00,5 + 59,0+ (ov)- Vs +sV - (pv) =0. (11.2)

Die Summe von erstem und drittem Term ergibt null als Folge der Adia-
batengleichung (2.27), die Summe von zweitem und viertem Term ver-
schwindet aufgrund der Kontinuititsgleichung (2.10).

1.2 Schwingungsgleichung

Bestimmen Sie fiir die eindimensionale Schwingungsgleichung (2.69),
3p=c*ip, (11.3)
die d’Alembert’sche Losung
p(x,t) = Fi(x +ct) + Fo(x —ct) (11.4)
mit willkiirlichen reellen Funktionen Fj, F>.
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Losung
Mit den Anfangsbedingungen

p(x,t =0)= fi(x), 0;,p(x,t =0)= fr(x) (11.5)

wird
Fi(x) + F2(x) = fi(x), (11.6)
1
F{(x) — Fy(x) = ;fz(x) : (11.7)
Integration ergibt
1 1 f
Fam =5 [ AW, [ Ao )

Eine graphische Darstellung und Interpretation der Losung findet sich in
Abschn. 2.4.

11.3 Hydrostatik

1. Bestimmen Sie fiir ein ruhendes inkompressibles Fluid in einem zy-
lindrischen Gefall (vgl. Abb. 2.11) aus den Euler-Gleichungen im
Schwerefeld,

Vp =g, (11.9)

den Druck als Funktion der z-Koordinate, p = p(z), wenn h die
Hohe des Fliissigkeitsspiegels ist.

2. Berechnen Sie das Druckprofil als Funktion von r (dem Abstand von
der Drehachse) und z, wenn der Zylinder mit @ = const um die
Vertikale rotiert. (Hinweis: Verwenden Sie das Zentrifugalpotenzial
U = —1prinw?)
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Losung

1. Wir integrieren die Euler-Gleichungen im Schwerefeld wie in
Kap. 2.5 dargestellt und erhalten den Druck als Funktion der z-
Koordinate

p(i)=po+pgh—z). (11.10)

2. Die Rechnung ist in Abschn. 2.5 ausgefiihrt. Das Druckprofil ergibt
sich als

7202
p(r,z,w)z,og( 22 +zo—z) . (11.11)

11.4 Inkompressible Fluide

Eine inkompressible Fliissigkeit mit Dichte p fiillt den Raum, und ein
kugelformiges Volumen mit Radius a wird entfernt. Nach welcher Zeit
 hat sich der Hohlraum wieder mit Fliissigkeit gefiillt?

Hinweis Verwenden Sie die Euler-Gleichungen und die Kontinuitéts-
gleichung fiir inkompressible Fluide (V - v = 0) in sphérischen Koor-
dinaten (das Problem ist kugelsymmetrisch).

Losung
Fiir die radiale Geschwindigkeit gilt die Euler’sche Gleichung

1
;v +v0,v =——0,p (11.12)
P
mit v, = v < 0. Die Kontinuititsgleichung fiir inkompressible Fluide ist
1 2

V~v:r—28, (r*v,) =0. (11.13)

Die Rechnung zur Losung des Gleichungssystems ist in Abschn. 2.10
ausgefiihrt und ergibt nach Trennung der Variablen R und ¢ fiir die Zeit t,
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in der sich der Hohlraum wieder fiillt (R(¢) < a, po der Druck bei R —
00)

a

3,0/ dR

= 22 = (11.14)
2 a\3
Pog V(&) -1

207 (2
_ 24P (ﬁ) ~09154 £ (11.15)

2po ra) Do

Die Rechnung stammt urspriinglich von Lord Rayleigh (1917), die Re-
ferenz steht in den Literaturangaben fiir Kap. 2.

11.5 Wasserwellen

Eine Wasserwelle propagiere in x-Richtung tiber den Ozean. Ihre ver-
tikale Komponente in Tiefenrichtung sei y mit der Koordinate y eines
Punktes an der Oberfldche. In z-Richtung sei die Welle gleichférmig, so
dass alle GroB3en unabhingig von z sind.

Berechnen Sie aus der Gleichung (2.239) fiir das Geschwindigkeits-
potenzial @

3P =—gy; v=-Vo (11.16)

und mit Hilfe der Laplace-Gleichung A® = 0 die Dispersionsrelation
v(A) im tiefen Wasser (h > A), wobei A = 27/ k die Wellenlénge ist.

Losung
Fiir die Zeitableitung des Geschwindigkeitspotenzials eines Punktes y an
der Oberfliache gilt nach Voraussetzung

3, Py = —g7 . (11.17)

Die vertikale Komponente der Geschwindigkeit v, = —(9,®),—; des
Oberflichenpunktes mit y-Koordinate y ist auch durch die Zeitableitung
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gegeben, also folgt

vy = 0,5 = —(0,8),_5 , (11.18)

y=y

1 2
(ay<p+§a,,q§) =0 (11.19)

fiir die Randbedingung an der Oberflache, wobei wir (11.16) nach ¢ dif-
ferenziert und dann eingesetzt haben. Da die Oszillationen klein sind,
wihlen wir y = 0 statt y = y und erhalten das Gleichungssystem

(0,0 + éaf,cp)y_o =0 (11.20)
AP =0. (11.21)
Die in x-Richtung propagierende Welle schreiben wir als
P(x,y,t) = A(y) cos(kx — wt) (11.22)
und Einsetzen in die Potenzialgleichung
AD(x.y.1) =93, ® + 0, =0 (11.23)
ergibt
9,A(y) —k*A(y) =0 (11.24)

mit Losungen proportional zu exp(ky) und exp(—ky). Wir wihlen die
Letztere, damit die Welle in Tiefenrichtung y nicht exponentiell wichst,
sondern weggeddmpft wird, so dass @ = Agexp (—ky) cos(kx — wt).
Setzen wir dies in die Randbedingung (11.19) ein, folgt

—k+w?/g=0=0 (11.25)

oder > = k - g mit der Wellenzahl k = 2n/A. Fiir die Grup-
pengeschwindigkeit ¥ = dw/dk folgt durch Differenzieren u =
(1/2) \/g_)k /(27), und mit dem Zusammenhang (2.233) zwischen Grup-
pen- und Phasengeschwindigkeit bei Schwerewellen in tiefem Wasser
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(u = v/2) die Dispersionsrelation

v(d) = %, (11.26)

d. h., normale Dispersion im tiefen (& > A) Wasser.
Analoge Ableitungen der Dispersionsrelationen fiir Schwerewellen in
flachem Wasser ergeben v = /gh (h < A, keine Dispersion) und fiir

Kapillarwellen v(A) = | /% . ZT” (mit der Oberflichenspannung o, an-

omale Dispersion), s. Lehrbuchliteratur in der Bibliographie.

11.6 Poiseuille-Stromung

1. Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung fiir die Rohrstromung (s.
Abb. 3.2) einer inkompressiblen zidhen Fliissigkeit mit Viskositit n
aus den Navier-Stokes-Gleichungen

v
v+ v-V)yv=—L 4 D py (11.27)
p o

mit den in Abschn. 3.3 gemachten Annahmen. Der Rohrradius sei R,
das Druckgefille tiber die Rohrlidnge / sei p; verwende Polarkoordi-
naten (v(r) — v(r)).

2. Losen Sie die Gleichung durch Integration. Beachten Sie dabei die
Randbedingungen: v(r) = 0 fiirv = £ R.

Losung

1. Die Ableitung ist in Abschn. 3.3 durchgefiihrt. Man erhilt in Polar-

koordinaten fiir v(r)
1d d )
L L L (11.28)
rdr \U dr nl

2. Die Integration der Bewegungsgleichung ergibt

8
v(r) = —4—plr2+aln(r/R) +b, (11.29)
n
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und nach Bestimmung der Konstanten a und b folgt das parabolische
Geschwindigkeitsprofil der Poiseuille-Stromung

v(r) = ‘% (R*—r?) . (11.30)

11.7 Laminarer Nachlauf

Eine zdhe Fliissigkeit mit Geschwindigkeit u umstromt einen festen
sphirisch symmetrischen Korper (s. Abb. 3.8). Die wahre Stromungs-
geschwindigkeit am und hinter dem Korper sei u + v; fiir v = —u
herrscht Stillstand. Im Nachlauf (hinter dem Korper) erhdlt man die
Losung des Stromungsproblems bei bekannter Widerstandskraft F,,
Dichte p, und kinematischer Viskositdt v = n/p aus der Oseen’schen
Gleichung (3.75). In Polarkoordinaten folgt in geniigend grofer Entfer-
nung r vom umstromten Korper als Funktion vom Winkel & (3.78)

F, 2
b, (9) = = exp [—””9 } . (11.31)
Tpvr 4v

Berechnen Sie die Varianz 03 = (#2) — ()% der Stromung im Nachlauf
(s. Abb. 3.9) fiir die Winkelvariable ¢ bei gegebener Entfernung » vom
umstromten Korper.

Losung
Fiir einen symmetrischen umstromten Korper ist der Mittelwert () = 0.
Die Varianz wird dann

o3 = () = /ﬁzexp(—a(r)ﬁz) dﬁ/ [exp(—a(r)ﬁz)dﬁ
(11.32)

mit a(r) = ur/(4v). Das Ergebnis des Integrals im Zihler ist /7 /
(2a +/a). Insgesamt erhalten wir

I 2v
2a(r)  ur’

o = (11.33)

so dass die Winkelvarianz der Stromung im Nachlauf mit 1/r abfillt.
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11.8 Stabilitat stationarer Stromungen

Mit den Landau’schen Konstanten @ < 0 und § > 0 lautet die Diffe-
renzialgleichung fiir die Amplitude A(¢) einer kleinen, nicht stationdren
Storung der Bewegung eines zéhen Fluids (mit y; > 0)

d
3 AP =20 1A —e |4l = plAL . (11.34)

1. Losen Sie die Gleichung fiir Glieder bis zur vierten Ordnung (d. h.,
vernachlédssigen Sie den Term in der sechsten Potenz).

2. Wie lautet die Losung der kompletten Gleichung fiir # — oo? (Probe
durch Einsetzen)

Losung

1. Die Losung der Differenzialgleichung bis zur vierten Ordnung ist

1 o
W = 20 + const-e 21" | (11.35)

|A|? strebt also fiir # — oo gegen den endlichen Grenzwert 2y, /.
2. Die Losung der kompletten Gleichung fiir t — oo ist

o a2 2| 172
|A|ﬁlax = |2_'3| + [4—,32 + %yl} . (11.36)

11.9 Warmeleitung

In einem unbegrenzten Medium gelte die Wirmeleitungsgleichung
0, T = yAT , (11.37)

wobei T die Temperatur und y die Temperaturleitfahigkeit angeben. Be-
rechnen Sie die Temperaturverteilung aus dem Fourier-Integral
; / d*k
T(r,t) = / To(r’)e*’*ﬂe’k(r*>d3x/—3 (11.38)
(2m)
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fiir eine anfiangliche Temperaturverteilung 7p(r) = const-§(r) und ein
radialsymmetrisches Problem (r — r, T'(r,t) — T(r,1)).

Hinweis: k-Integration zuerst ausiihren, dann Integration iiber d>x. Mit
e'*R = cosk-R+i sink-R verschwindet das Integral iiber die ungerade
sin-Funktion, und es ist

+00

1/2
/ e cos BEdE = (z) e~F/ ) , (11.39)
o

—00
wobei £ eine Komponente des Vektors k angibt.

Losung
Die Losung steht in Abschn. 6.3. Man erhilt

const 2y

T = o™

(11.40)

Bei r = 0 nimmt demnach die Temperatur proportional zu #3/2 ab.

11.10 Diffusion

Welche Zeit 7 benétigt ein in einem Fluid mit der Temperatur 7 und der
Viskositit 1 suspendiertes Brown’sches Teilchen mit Radius R, um eine
Distanz d ~ 2R durch Diffusion (Abb. 11.1) zuriickzulegen?

Abb. 11.1 Brown’sche Bewe-
gung d
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Losung
Es ist
(r?) = 6D undalso (11.41)
d* 2R?
T=—="—, (11.42)
6D 3D

so dass mit der Einstein-Relation

kgT
D = (11.43)
67 nR

die Zeit 7 folgt: © = 4mnR3/(kpT).

11.11  Energie-Impuls-Tensor
Berechnen Sie den Energie-Impuls-Tensor
7% = wuuf — pg* (11.44)

mit der Enthalpie pro Volumeneinheit w = € + p, der inneren Energie-
dichte €, dem Druck p, der Vierergeschwindigkeit #* und dem metri-
schen Tensor g*# im nichtrelativistischen Grenzfall v < c.

Hinweis Im relativistischen Fall wird die Teilchenzahldichte n auf die
Einheit des Ruhevolumens bezogen; die Energiedichte ist dann mnc?.
Im nichtrelativistischen Fall wird dagegen die Energiedichte auf die
Volumeneinheit im Laborsystem bezogen, in dem sich das Fluid be-
wegt. Beim nichtrelativistischen Grenziibergang muss deshalb mnc?
durch pc? — pv? /2 mit der Ruheenergie des Systems pc? ersetzt werden,

s. (8.10).

Losung
In Abschn. 8.1 sind die Elemente des Energie-Impuls-Tensors in Kom-
ponenten angegeben, so dass der nichtrelativistische Grenzfall v < ¢
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ausgefiihrt werden kann. Man erhilt fiir den nichtrelativistischen Grenz-
wert der Energiedichte
pv*
TnorO:pcz—i—e—l—T, (11.45)
wobei die letzten beiden Summanden der nichtrelativistischen Energie-
dichte entsprechen, sowie fiir den Impulsstromdichtetensor

Trirk = pv;vx + pik . (11.46)

11.12 Entropieerhaltung in idealer relativistischer
Hydrodynamik

Die Bewegung idealer relativistischer Fluide verlduft adiabatisch; die auf
die Einheit des Ruhevolumens bezogene Entropie s dndert sich nicht:

uPag (%) -0, (11.47)

mit der Vierergeschwindigkeit u? = (y,yv/c) und der skalaren Teil-
chenzahldichte .

Zeigen Sie, dass dann die Viererdivergenz des Entropiestromes suf ver-
schwindet:

dg (suf) =0. (11.48)
Losung
Aus der Entropieerhaltung u? g (%) = 0 folgt mit der Kontinuitditsglei-
chung

3y (nu®) = 0. (11.49)

wegen dg (suﬂ ) = sa,gw3 +uf dgs direkt, dass die Viererdivergenz des
Entropiestroms verschwindet.



Literatur

Acheson, D. J.: Elementary fluid dynamics, Clarendon Press (1990)

Choudhuri, A. R.: The Physics of Fluids and Plasmas, Cambridge Uni-
versity Press (1998)

Faber, T. E.: Fluid dynamics for physicists, Cambridge University Press
(1995)

Godreche, C. und Manneville, P. (Hrsg.): Hydrodynamics and nonlinear
instabilities, Cambridge University Press (2005)

Greiner, W. und Stock, H.: Hydrodynamik, Verlag H. Deutsch (1991)

Landau, L. D. und Lifschitz, E. M.: TP VI — Hydrodynamik, 5. Aufl.,
Akademie Verlag (1991)

Liist, R.: Hydrodynamik, B I Wissenschaftsverlag (1978)

Michalas, D.: Stellar Atmospheres, 2. Aufl.,, Freeman, San Francisco
(1978)

Shore, S. N.: An introduction to astrophysical hydrodynamics, Acade-
mic Press (1992)

Shu, E. H.: The physics of astrophysics, Bd. 2, Univ. Science books
(1994)

Swinney, H. L. und Gollub, J. P. (Hrsg.): Hydrodynamic  Instabilities
and the Transition to Turbulence, Springer-Verlag, New York (1981)

Sommerfeld, A.: Mechanik der deformierbaren Medien, Dieterich’sche
Verlagsbuchhandlung, Wiesbaden (1947)

Tritton, D. J.: Physical Fluid Dynamics, 2. Aufl., Clarendon Press (1988)

Wolschin, G.: Particle production sources at LHC energies, J. Phys. G40,
045104 (2013)

Yaglom, A. M. und Frisch, U. (Hrsg.): Hydrodynamic Instabilitiy and
Transition to Turbulence, Springer-Verlag (2012)

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2016 165
G. Wolschin, Hydrodynamik, DOI 10.1007/978-3-662-48024-3



Sachverzeichnis

A

Adiabatengleichung, 4, 10, 93
Adiabatenkoeffizient, 19, 134
adiabatisch, 10

adiabatische Druckinderung, 36
adiabatische Zustandsénderung, 20
adiabatische Zustandsgleichung, 132
Aerodynamik, 14
Ahnlichkeitsgesetz, 62

ALICE, 114

analytische Funktion, 41

anomale Dispersion, 49, 50
astrophysikalische Hydrodynamik, 129
asymmetrische Systeme, 118
Atmosphérendruck, 17
Aufenthaltswahrscheinlichkeit, 110
duBere Kraft, 12

B

Bahnkurven, 13

Bernoulli’sche Gleichung, 13, 14, 35,
37, 38, 90

Beweglichkeit, 111, 112

Bewegungsgleichung, 8

Bose-Einstein-Statistik, 141

Bose-Fliissigkeit, 141

Brown’sches Teilchen, 109, 161

bulk viscosity, 53

C

Cauchy-Riemann’sche
Differenzialgleichungen, 41

chemisches Potenzial, 147

CMS, 114

D
d’ Alembert’sche Losung, 153
d’ Alembert’scher Ansatz, 20
Dichteschockwellen, 136
Diffusion, 105, 113
Diffusionskoeffizient, 108, 111, 112,
117
Diffusionsstrom, 107, 112
direkte Wirmeleitung, 93
Dispersion, 46, 49, 50
Dispersionsrelation, 156, 158
Dissipations-Fluktuations-Theorem, 117
dissipative Systeme, 78
doppelte Schwelle, 76
Drehmoment, 73
Druck, 55
Druckstorung, 21
Druckverteilung, 55
Durchflussmenge, 58, 60
dynamische Viskositit, 61
dynamische Zahigkeit, 55

E
ebene Wellen, 46

167



168

Sachverzeichnis

eindimensionale Stromungsprobleme,
43
Einlauf, 65
Einstein-Relation, 111, 117
Elastizitétstheorie, 4
Elementaranregungen, 150
Energiedichte, 122
Energiedissipation, 10, 53, 56, 57, 105
Energieerhaltung, 106
Energieerhaltungssatz, 94
Energie-Impuls-Tensor, 121, 122, 162
Energiestromdichte, 26, 37, 94, 122, 147
Enthalpie, 26, 124
Entropie, 145, 153, 163
Entropiestrom, 126
Entropiestromdichte, 10
entwickelte Turbulenz, 86
Erdbeschleunigung, 13
Erhaltung der Zirkulation, 31
Erhaltungssatz fiir die Zirkulation, 30
Euler’sche Gleichungen, 4, 9, 25, 27, 34,
36, 39, 43, 53, 121, 155
Euler’sche Gleichungen fiir isentrope
Bewegung, 11

F

Fermi-Fliissigkeit, 141, 142
Flares, 135

Fluss, 5

Fourier-Integral, 98
Fourier’sche Gleichung, 96
Fouriertransformation, 98
Fragmentationsquellen, 120
freie Oberflidche, 24
Freiheitsgrade, 19
Funktionentheorie, 41

G

Galaxien, 88

Gastheorie, kinetische, 3

Gauf}’scher Integralsatz, 6, 8, 26, 106
Gauf3verteilung, 120

Gemisch, 105

Geschwindigkeitsfeld, 3

Geschwindigkeitspotenzial, 38, 41, 49,
70
Geschwindigkeitsprofil, 60, 70
Geschwindigkeitsverteilung, 4, 55
Gleichgewicht, globales, 3
Gleichgewicht, lokales, 2
Gleichgewichtsbedingung, 24
Gleichgewichtsthermodynamik, 3
Gluon-Gluon StoBe, 120
Gravitationsfelder, 121
Grenzschicht, 89, 90
GroBen, thermodynamische, 4
Gruppengeschwindigkeit, 48

H

Hadronen, 117
Hagen-Poiseuille’sches Gesetz, 61
harmonische Luftschwingungen, 17
HeII, 145

H-II-Regionen, 135

Hohlraum, 44, 155

Hydrodynamik, molekulare, 3
hydrodynamische Approximation, 129
hydrodynamisches Chaos, 81
hydrostatischer Druck, 15

I

ideale Fluide, 5, 9, 124
Impulsstrom, 27

Impulsstromdichte, 122
Impulsstromdichtetensor, 124
infinitesimale Instabilititen, 79
Inkompressibilitit, 36
inkompressible Fluide, 35, 62, 101, 154
inkompressible Fliissigkeit, 43, 56
innere Energie, 25

Instabilitéten, 76, 130

Intermittenz, 81

interstellares Medium, 87, 130
isentrope Bewegung, 10, 29
isentrope Stromung, 30

isobare Zustandsidnderung, 20
isotherme Zustandsénderung, 18, 20
isotrope Fluide, 53



Sachverzeichnis

169

J
Jupiters GroBer Roter Fleck, 87

K
Kapillarstromung, 144
Kapillarwellen, 50
kinematische Viskositit, 54
kinematische Zihigkeit, 55, 96
kinetische Energie, 25
kinetische Gastheorie, 129
Karman’sche Wirbelstra3e, 78
Kolben, 133
komplexe Geschwindigkeit, 42
komplexes Potenzial, 41
kompressible Fluide, 17, 62
Kompression, 35
Kontinuititsgleichung, 4, 5, 7, 10, 25,
27,37, 39, 44, 53, 58, 62, 93,
101, 124, 153, 155
Kontinuititsgleichung fiir die Entropie,
10
Kontinuumsbeschreibung, 4
Kontinuumsmechanik, 1
Konvektion, 62, 97, 100, 101
Konvektionsglied, 9
Konvektionsrollen, 80
Konvektionsterm, 36
konvektive Ableitung, 9
Konzentration, 105, 107
kritische Reynolds-Zahl, 65, 66

L

A-Punkt, 141

laminare Stromung, 62
laminarer Nachlauf, 69, 159
Landau-Kriterium, 150
Landau’sche Konstante, 84, 160
Laplace-Gleichung, 38, 97
Laplace-Operator, 40

Large Hadron Collider LHC, 114
Lichtgeschwindigkeit, 121
lokaler Druck, 3

lokales Ruhesystem, 122
Lorentz-Faktor, 126

Lorentz-Transformation, 121

M

Mach-Wellen, 46
magnetohydrodynamischer Fluss, 130
metastabile Grundstromung, 85
mittlere freie Weglidnge, 121, 129
monochromatische Wellen, 47

N

Navier-Stokes-Gleichungen, 54, 55, 57,
59, 61, 67, 75, 90, 93, 101, 158

Nichtlinearitit, 9, 78

nichtrelativistischer Grenzfall, 123

normale Dispersion, 49

Normalenrichtung, 38

(0}

Oberfldachenparaboloid, 25
Oberflachenspannung, 50
Oberflichenwellen, 46
Ordnung und Struktur, 78
Oseen’sche Gleichung, 68, 159

P

Pascal’sches Gesetz, 22

Péclet-Zahl, 102

Periodenverdopplung, 81

periodische Luftschwingungen, 21

Phasengeschwindigkeit, 47

Phaseniibergang, 142

Phononen, 150

Planeten, 86

Poiseuille-Stromung, 58

polytrope Prozesse, 19

Potenzial, 41

Potenzialstromung, 30-32, 34, 35, 38,
70, 90, 146

Prandtl’sche Gleichungen, 91

Prandtl-Zahl, 102

Pressluft, 16

Produktregel, 153

Profil, 76



170

Sachverzeichnis

Q

Quantenfliissigkeiten, 141
Quark-Gluon-Plasma, 115
Quasiperiodischer Weg, 81

R

Randbedingungen, 12, 38, 56, 91, 97

Rankine-Hugoniot-Bedingungen, 134,
138

Rapiditit, 116, 119

Rapidititsrelaxation, 117

Raumwellen, 46

Rayleigh-Bénard-Zelle, 80

Reibungstensor, 57

Relativistic Heavy Ion Collider RHIC,
114

relativistische Hydrodynamik, 121

relativistische Systeme, 113

relativistisches Diffusionsmodell, 117,
118, 120

Relaxationszeit, 99, 116

Residuen, 42

Reynolds’sche Ahnlichkeitstheorie, 65

Reynolds-Zahl, 62, 65, 67, 76, 82, 102

Riemann-Invarianten, 132

Ringwellen, 46

Ripples, 52

Rohrstromung, 76, 77, 158

Rotation, 23

rotierende Scheibe, 71

Ruelle-Takens-Weg, 81

S
Satz von Stokes, 29
Schallgeschwindigkeit, 18, 20, 22, 36,
149
Schallwellen, 148
Schiffswellen, 46
Schockfront, 134
Schockwellen, 130
schwarzes Loch, 138
Schwerefeld, 9, 22
Schwerewellen, 49, 52
Schwerpunktsenergie, 118

schwingende Korper, 32
schwingende Membran, 20
Schwingungsgleichung, 20, 153
shear viscosity, 53

singuldre Punkte, 30
spezifische Wirmekapazitit, 19, 142
Spiralarmschock, 136
Stabilitit, 66
Stabilitdtsuntersuchung, 81
stationidre Konvektion, 101
stationdre Stromung, 13, 35
statistischer Mittelwert, 75
statistisches Gleichgewicht, 115
Staupunkt, 38

stehende Welle, 22
Sternatmosphéren, 87
Stokes’sche Formel, 67
Stokes’scher Integralsatz, 30
Stromdichtefeld, 3
Stromdichtevektor, 7
Stromfunktion, 39, 41, 56
Stromlinie, 13, 31, 34, 42
Stromlinienkérper, 32, 89
substantielle Ableitung, 9
Super Proton Synchrotron, 113
superfluide Stromung, 145
Supernovae, 135
Superpositionsprinzip, 9

T

Taylor-Couette-Instabilitit, 79
Teilchenbeschleuniger, 113
Teilchenzahlerhaltung, 124
Temperatur, 107
Temperaturleitfahigkeit, 96, 101
Temperaturverteilung, 98, 99
thermisches Modell, 117
Thermodiffusionskoeffizient, 108
Thermodynamik, 18
thermodynamische Relation, 25, 27
thermodynamisches Gleichgewicht, 112
Thomson’scher Satz, 30
Tiefseewellen, 46

Tiefwasser, 49



Sachverzeichnis

71

Torricelli’sches Theorem, 14
totales Differenzial, 9
Trigheit, 66

turbulente Rohrstréomung, 77
turbulente Stromung, 62
Turbulenz, 76, 79, 88, 130

U
Uberschallbewegung, 130
Uberschallgrenzschichten, 130

\'%

Viererdivergenz, 125
Vierergeschwindigkeit, 122
viskose Fluide, 53

viskose Fliissigkeit, 60
Viskositit, 5, 53, 62, 66, 93, 141
Viskosititskoeffizient, 53
Viskosititsterm, 100
vollstdndiges Differenzial, 29
Volumen, spezifisches, 3

w

Wirme, 56

Wirmeleitfahigkeit, 5, 53, 94, 101, 141
Wiirmeleitung, 96

Wirmeleitungsgleichung, 96, 160
Wirmestrom, 107
Wirmestromdichte, 94
Wirmetransport, 93, 95
Wiirmetransportgleichung, 96, 100
Wasserwelle, 46, 156

Welle, 46

‘Wellenformen, 46
Widerstandskraft, 67

Wirbel, 46

wirbelfrei, 30

Wirbelstromungen, 30

V/

Zihigkeitskoeffizient, 53
Zentrifugalinstabilitét, 79
Zentrifugalkraft, 23
Zentrifugalpotenzial, 154
Zirkulation, 28, 34, 43
Zustandsénderung, 20
Zustandsgleichung, 3
zweiatomige Gase, 19
zweidimensionale Stromung, 39
Zweifluidmodell, 142
zweiter Schall, 150



	Vorwort
	Inhaltsverzeichnis
	1 Einleitung
	1.1 Strömungslehre
	1.2 Hydrodynamische Beschreibung

	2 Ideale Fluide
	2.1 Kontinuitätsgleichung
	2.2 Euler'sche Gleichungen
	2.3 Bernoulli'sche Gleichung
	2.4 Euler-Gleichungen im linearisierten Fall
	2.5 Hydrostatik
	2.6 Energie- und Impulsstrom im Fluid
	2.7 Zirkulation, Thomson'scher Satz
	2.8 Potenzialströmungen
	2.9 Inkompressible Fluide
	2.10 Stromfunktion
	2.11 Wellen

	3 Viskose Fluide
	3.1 Navier-Stokes-Gleichungen
	3.2 Energiedissipation in einem inkompressiblen viskosen Fluid
	3.3 Hagen-Poiseuille'sches Gesetz
	3.4 Reynolds'sche Zahl; Turbulenzkriterium
	3.5 Strömungen mit kleinem Re: Stokes'sche Formel
	3.6 Laminarer Nachlauf

	4 Turbulenz
	4.1 Übergang zur Turbulenz und doppelte Schwelle
	4.2 Turbulenzeinsatz über Instabilität
	4.3 Stabilität stationärer Strömungen
	4.4 Entwickelte Turbulenz in astrophysikalischen Umgebungen

	5 Grenzschichten
	6 Wärmetransport
	6.1 Die Wärmetransportgleichung
	6.2 Wärmetransport bei inkompressiblen Fluiden
	6.3 Wärmeleitung in einem unbegrenzten Medium
	6.4 Konvektion

	7 Diffusion
	7.1 Flüssigkeitsgemische
	7.2 Brown'sche Bewegung
	7.3 Diffusion in relativistischen Systemen

	8 Relativistische Hydrodynamik
	8.1 Energie-Impuls-Tensor einer Flüssigkeit
	8.2 Relativistische Bewegungsgleichungen

	9 Astrophysikalische Hydrodynamik
	9.1 Schockwellen
	9.2 Rankine-Hugoniot-Bedingungen

	10 Hydrodynamik der Superflüssigkeiten
	10.1 Grundlagen
	10.2 Hydrodynamische Gleichungen für He II
	10.3 Schallausbreitung in Superfluiden

	11 Testaufgaben
	11.1 Kontinuitätsgleichung für die Entropie
	11.2 Schwingungsgleichung
	11.3 Hydrostatik
	11.4 Inkompressible Fluide
	11.5 Wasserwellen
	11.6 Poiseuille-Strömung
	11.7 Laminarer Nachlauf
	11.8 Stabilität stationärer Strömungen
	11.9 Wärmeleitung
	11.10 Diffusion
	11.11 Energie-Impuls-Tensor
	11.12 Entropieerhaltung in idealer relativistischer Hydrodynamik

	Literatur
	Sachverzeichnis

