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Vorwort

Thema Roboter-Manipulatoren Ein GrofBteil des vorliegenden, zweibdndigen Werks
entstand aus meinen Vorlesungen zur Robotik an der Fakultit fiir Elektrotechnik und
Wirtschaftsingenieurwesen der Hochschule Landshut. Innerhalb des riesigen Themenge-
biets Robotik wird dabei die Entwicklung von Roboter-Armen (synonym zu Roboter-
Manipulatoren bzw. kurz: Manipulatoren) behandelt. Diese gelten als typische Vertreter
mechatronischer Systeme. Daher gestaltet sich ihre Entwicklung aus einer eng verwo-
benen und kompromissreichen Zusammenarbeit der drei Fachbereiche Elektrotechnik,
Maschinenbau und Informatik. Eine strikte Einsortierung des Grundlagenwissens in obige
drei Fachbereiche ist also nicht sinnvoll. Vielmehr setzt das vorliegende Lehrbuch einen
Schwerpunkt auf Themen des Fachbereichs Elektrotechnik und ist durch eine fachbe-
reichsiibergreifende Darstellung geprigt.

Ziel des zweibandigen Werks ist die Vermittlung eines fundierten und breit angeleg-
ten Grundlagenwissens zur Entwicklung von Roboter-Manipulatoren: Grundlegende Ent-
wicklungswerkzeuge bestehen dabei in mathematischen Modellen, zum Beispiel von Ki-
nematik (,,Bewegungsmodell*) und Dynamik oder von Antriebskomponenten wie Moto-
ren und Getrieben. Sie liefern das zur Auslegung von Roboter-Komponenten notwendige
Systemverstindnis. Aus diesem Grund liegt ein Hauptaugenmerk auf einer mathematisch
fundierten Herleitung der Modelle sowie einer Erldauterung der zugehorigen Physik. Dabei
wurde darauf geachtet, den mathematischen Formalismus minimal zu halten und Erkli-
rungen in ausreichend kleinen Schritten zu detaillieren.

Viele der so behandelten mathematischen Methoden lassen sich an der Mechanik des
Manipulators veranschaulichen. Als willkommener Nebeneffekt konnen somit Aspekte
der Ingenieurmathematik am Experiment anschaulich begriffen werden. Plakativ konnte
man sagen:

., Robotik ist Mathematik zum Anfassen.

Neben dem reinen Erkenntnisgewinn und daraus entwickelten Theorien steht in Inge-
nieursdisziplinen deren Anwendung im Fokus. Daher findet sich im Anschluss an jede
Herleitung stets eine Zusammenfassung in anwendungsorientierter Darstellung, zum Bei-
spiel als Struktogramm oder rezeptartige Vorgehensanweisung.
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VI Vorwort

Die Lehrbiicher richten sich an Studierende aus einem Bachelor- oder Master-Inge-
nieurstudiengang der Fachbereiche Elektrotechnik, Maschinenbau und Informatik. Dabei
werden Grundkenntnisse im Wesentlichen aus den Bereichen Ingenieurmathematik (Stoft-
umfang ca. zwei Semester Grundlagen-Vorlesung zu je 8 Semester-Wochenstunden) so-
wie technische Mechanik (Stoffumfang ca. eine Grundlagen-Vorlesung mit 4 Semester-
Wochenstunden) vorausgesetzt. Vorwissen im Bereich elektrischer Antriebssysteme er-
leichtert das Verstédndnis, ist jedoch nicht unbedingt notwendig.

Dariiber hinaus ist das Werk auch fiir Entwicklungsingenieure mit Berufserfahrung
zum selbstidndigen Lernen gedacht.

Organisation / Lesekompass Fiir den Fachbereich Elektro- und Informationstechnik
lasst sich die Entwicklungsarbeit eines Manipulators grob in zwei Tétigkeitsbereiche auf-
teilen: Modellbildung und Auslegung. Dies motiviert die Strukturierung des vorliegenden
Werks in zwei Binde:

Band 1 fiihrt mit einem einleitenden Kap. I in die Robotik sowie die hier betrachtete Ro-
boterart der Manipulatoren ein. Des Weiteren wird hier ein Uberblick der behandelten
Themen gegeben. Dies erleichtert beim Studieren der nachfolgenden Kapitel das Einbet-
ten des jeweiligen Themas in die Gesamtmaterie.

Die folgenden Kap. 2 bis 4 behandeln die Modellbildung der Kinematik, aufgegliedert
in die Bereiche direkte Kinematik, inverse Kinematik und differenzielle Kinematik. Die
zugehorigen Kapitel bauen aufeinander auf; ein Uberspringen von Abschnitten ist nicht
zu empfehlen. Eine Ausnahme stellen Beweise und weiterfiihrende Betrachtungen dar,
die in allen Kapiteln durch einen kleineren Textsatz gekennzeichnet sind.

Kap. 5 beschlieit Band 1 und stellt eine Methode zur Modellbildung der Dynamik vor.

Band 2 behandelt in Kap. 6 Grundlagen der Pfad- und Bahnplanung. Kap. 7 widmet sich
der systematischen Auslegung von Gelenkantriebssystemen, Kap. 8 geht auf die Grund-
lagen der Regelung von Manipulatorgelenken ein.

Dabei sind Kap. 6 und 7 jeweils weitgehend unabhiingig von den anderen Kapiteln lesbar.
Das letzte Kap. 8 baut hingegen auf einigen Resultaten der Dynamik aus Kap. 5 auf.



Vorwort IX

Vorlesungsbegleitung Im Rahmen einer Grundlagenvorlesung zur Robotik (zum Bei-
spiel im Hauptstudium eines Bachelor-Studiengangs der Elektro- und Informationstech-
nik) behandle ich in 3 Semester-Wochenstunden folgenden Stoffumfang:

e Kap. 1 bis 4 vollstindig
e Grundlagen der Dynamik: Aus Kap. 5 Abschn. 5.1.1,5.5.1-5.5.3 und 5.5.5
e Grundlagen der Pfad- und Bahnplanung: Abschn. 6.1 und 6.3.2

In einer fortgeschrittenen Robotik-Vorlesung (zum Beispiel im Master-Studiengang
Elektro- und Informationstechnik) kann in 3 Semester-Wochenstunden der nahezu rest-
liche Stoff gelehrt werden. Die hierfiir notwendigen Robotik-Grundlagen konnen in
wenigen Semester-Wochenstunden behandelt werden, so dass die Grundlagenvorlesung
nicht vorausgesetzt werden muss.

Alleinstellungsmerkmale Robotik stellt eine junge Ingenieursdisziplin dar: Der erste
Industrieroboter, Unimate 1900, kam erst im Jahr 1961 zum Einsatz. Daher existieren ver-
gleichsweise wenige Standard-Lehrbiicher der Robotik. Meistens werden darin Schwer-
punkte gesetzt in den Themen Modellbildung Mechanik, Regelung sowie maschinelle
Bildverarbeitung. Das vorliegende Buch setzt andere Schwerpunkte:

Bildverarbeitung ist mittlerweile zu einer eigenstindigen Ingenieursdisziplin herange-
wachsen, mit einer Vielzahl spezialisierter Lehrbiicher. Aulerdem ist Bildverarbeitung
thematisch nahezu unabhingig von Robotik. Aus diesem Grund wurde hier darauf ver-
zichtet.

Regelung stellt ein intensiv beforschtes Themengebiet dar, mit einer klaffenden Liicke
zwischen aktuellem Stand von Forschung und Industrie. Um mit der heute existieren-
den Vielzahl unterschiedlicher Regelungsmethoden zurechtzukommen, ist ein fundier-
tes Grundlagenwissen im Bereich der roboterspezifischen Regelungstechnik notwendig.
Im Unterschied zu den meisten anderen Lehrbiichern der Robotik, werden daher kei-
ne komplexeren Regelungsverfahren behandelt. Vielmehr konzentriert sich das Buch im
Bereich der Regelungstechnik auf die ausfiihrliche Vermittlung von Grundlagenwissen.
Darauf aufbauend wird ein vergleichsweise einfaches, aber in einer Vielzahl industriell
eingesetzter Manipulatoren implementiertes Regelungsverfahren behandelt (dezentrale,
antriebsseitige PD-Regelung). Komplexere Regelungsverfahren bauen auf einer Standard-
Darstellung der Regelstrecke auf. Damit kann auf Fachbiicher der Regelungstechnik ver-
wiesen werden.

In der Entwicklung von Manipulatoren ist ein andauernder Trend hin zu Energie-
effizienz und Leichtbau zu verzeichnen. Da die Masse eines Manipulators mafigeblich
durch seine Antriebssysteme (bestehend aus Motor-Controller, Motor, Getriebe, Achse
mit Lagerung, Sensorik) bestimmt wird, gewinnt deren systematische Auslegung beson-
dere Bedeutung. Daher wurde diesem Thema ein eigenes Kapitel gewidmet.



X Vorwort

Zusatzmaterial Musterlosungen zu den Aufgaben am Ende jedes Kapitels sowie ein
Errata finden sich unter www.springer.com auf der Seite des vorliegenden Werks.
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Einfliihrung 1

Zur Einfiihrung in die Robotik wird zunéchst in Abschn. 1.1 ein kurzer Abriss der Ent-
wicklungsgeschichte gegeben, gefolgt von einem Uberblick der heute existierenden Ar-
tenvielfalt an Robotern in Abschn. 1.2. Die im vorliegenden Buch betrachtete spezielle
Roboterart des Manipulators wird in Abschn. 1.3 eingefiihrt. Zur Motivation der einzel-
nen Fachkapitel werden in Abschn. 1.4 interessante Aufgabenstellungen und Sachverhalte
vorgestellt.

1.1 Kurze Entwicklungsgeschichte der Robotik

Friithe Ansitze Der Begriff Roboter' ist ein Kunstwort und geht aus dem slawischen
Wort robota fiir Fronarbeit hervor, [2, Band 18, S. 440]. Der Begriff taucht zum ersten
Mal im sozialkritischen Theaterstiick R.U.R. - Rossum’s Universal Robots des tschechi-
schen Schriftstellers Karel Capek® auf. Das Theaterstiick entstand in Prag zu Beginn
des 20. Jahrhunderts unter dem Eindruck duferst prekirer Beschiftigungsverhéltnisse fiir
Industriearbeiter. Darin wird eine diistere Zukunftsvision gezeichnet, in der vom Unter-
nehmen R.U.R. kiinstliche Menschen (heute als Androide bezeichnet) gebaut werden, um
den Menschen von stupider Industriearbeit zu entlasten. Die kiinstlichen Menschen lehnen
sich jedoch gegen die Menschheit auf und vernichten diese, siche Abb. 1.1.

Die von Capek gepriigte Bedeutung des Begriffs Roboter hat sich bis heute gehalten:
So versteht man nach der Enzyklopidie Brockhaus im allgemeinen Sprachgebrauch unter

I Als Robot, Robath, Robott, Plural: Robote, bezeichnete man im Feudalismus auch in deutsch-
sprachigen Gebieten Frondienste (gekennzeichnet zum Beispiel durch Erbuntertdnigkeit, Leibei-
genschaft von Bauern fiir ihre Grundherren), [21, 23].

2 Karel Capek: Tschechischer Schriftsteller, Journalist und Fotograf 1890-1938. Die Idee fiir die
Verwendung des Begriffs Roboter geht auf den Bruder Josef Capek zuriick. Die Urauffiihrung von
R.U.R. fand am 25. Januar 1921 in Prag statt, [6].
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2 1 Einfihrung

Abb. 1.1 Szene aus einer
frithen Inszenierung des
Theaterstiicks R.U.R.: Als
Roboter bezeichnete kiinstli-
che Menschen rebellieren und
vernichten die Menschheit.
Quelle: [15]

einem Roboter eine Maschine, die dem Aussehen des Menschen nachgebildet ist und® die
Funktion des Menschen ganz oder teilweise tibernimmt, [2, Band 18, S. 440].

Die Idee vom kiinstlichen Menschen findet sich bereits im 12. Jahrhundert in der
jidischen Legende vom Golem. Darin wird mittels Buchstabenmystik eine aus Lehm
geformte Figur zum Leben erweckt, [22].

Die Abkehr vom religics geprigten Weltbild hin zur anthropozentrischen* Sicht prigt
die Kulturepoche der Renaissance im 15. und 16. Jahrhundert als Ubergang vom Mit-
telalter zur Neuzeit. So steht der Mensch im Mittelpunkt von Kunst und Wissenschaft.
Eine zentrale Fragestellung ist dabei, wie Leben aus wissenschaftlicher Sicht entsteht.
Eng damit verbunden sind philosophische Fragestellungen hinsichtlich der eigenen Exis-
tenz sowie der Bedeutung von Denkféhigkeit und Ich-Bewusstsein.

Eine dem Menschen natiirliche Herangehensweise an derartig komplexe Fragestellun-
gen besteht darin, wesentliche Merkmale in Anschauungsmodellen herauszustellen. Dies
konnte eine Erkldrung fiir den Drang der Menschheit sein, selbstindig schopferisch zu
wirken, im Sinne der kiinstlichen Erschaffung eines Menschen.

So beschreibt der Schweizer Arzt, Naturforscher und Philosoph Paracelsus’ in der
Schrift De natura rerum im Jahr 1538 eine konkrete Vorgehensweise zur Erschaffung
eines Menschen auf alchemistischem Wege. Er bezeichnet dieses Wesen als Homunculum
beziehungsweise Homunculus:

3 Im Original steht hier oder. Damit ist die inhaltliche Aussage vom Verfasser leicht modifiziert.

4 Aus dem Griechischen dnthropos fiir Mensch, [2, Band 1, S. 653, 657].

> Eigentlicher Name: Philipp Aureolus Theophrast Bombast von Hohenheim, 1493-1541, [2,
Band 15].
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Man nehme etwas Pferdemist und das Sperma eines Mannes, fiille beides in einen Kolben
und erwdrme diesen sachte ,,auf 40 Tage oder so lang bis er lebendig werde und sich beweg
und rege, [... ] nach solcher zeit wird es etlicher maflen einem menschen gleich sehen, doch
durchsichtig on ein corpus. Wiirde er nun ,,gar weislich gespeiset und erneret [... ] bis
auf 40 wochen und in steter gleicher werme [... ] gehalten, dann ,,wird ein recht lebendig
menschlick kint daraus mit allen glitmafien wie ein ander kint, das von einem weib geboren
wird, doch vil kleiner. dasselbig wir ein homunculum nennen [... J.“

Zitat nach [16, S. 546].

Auch Goethe greift das Motiv des alchemistisch erzeugten Homunculus in Faust I auf
und verkniipft damit die ,,Idee einer erfolgreichen Naturwissenschaft®, [24]:

Wagner: [...]
Es leuchtet! seht! - Nun ldft sich wirklich hoffen,
Dapfs, wenn wir aus viel hundert Stoffen
Durch Mischung - denn auf Mischung kommt es an -
Den Menschenstoff gemdchlich komponieren, [... ]
Johann Wolfgang von Goethe®

Ein wesentlicher erster Schritt zum Verstindnis der menschlichen Existenz besteht
im Studium des Aufbaus seines Korpers. So fiihrte bereits Leonardo da Vinci’ detail-
lierte anatomische Studien durch. Sie fiihrten unter anderem zu einer Proportionenlehre
des menschlichen Korpers. Darauf aufbauend, entwarf er Konstruktionspline von Be-
wegungsmaschinen in Form eines Ritters in Riistung, eines Tamburin-Mannes sowie ei-
nes Lowen. Basierend auf fragmentarischen Originalzeichnungen® Leonardos wurden in
den vergangenen Jahrzehnten die Konstruktionsweise beider humanoider Bewegungsma-
schinen mit Hilfe moderner Simulationstechniken rekonstruiert und damit einige Bewe-
gungsfunktionen im Experiment nachgewiesen, siche Abb. 1.2 sowie [12, 13]. Man geht
heute davon aus, dass Leonardos Bewegungsmaschinen zur Unterhaltung bei Hofe dien-
ten und damit auch tatsédchlich aufgebaut wurden. Originale Aufbauten sind jedoch nicht
erhalten.

Roboter in der Automatisierungstechnik In der industriellen Fertigung wurden bis
zur ersten Hilfte des 20. Jahrhunderts zerspanende Arbeiten mit handgefiihrten Werk-
zeugmaschinen durchgefiihrt. Unterschiedliche Bearbeitungsarten erforderten dabei meist
spezialisierte Werkzeugmaschinen, wie zum Beispiel Drehbinke, Bohrmaschinen, Sigen
etc.

6 Faust: Der Tragodie zweiter Teil, zweiter Akt, Laboratorium, Verse 68486851, veroftentlicht
1832.

7 Gilt allgemein als Universalgenie und seiner Zeit weit voraus; italienischer Maler, Bildhauer, Ar-
chitekt, Kunsthistoriker, Naturforscher und Ingenieur, 1452—1519, [2, Band 3, S. 294 ff].

8 Sammlung Codex Atlantico, beinhaltet 1119 Blitter im Original, Bibliothek Ambrosiana in Mai-
land.
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Abb. 1.2 Reproduktion des
trommelnden Roboters von
Leonardo Da Vinci aus der
Niccolai Florence
Collection, Museo Leo-
nardo da Vinci Firenze; mit
freundlicher Genehmigung von
Gabriele Niccolai

Ab der zweiten Hilfte des 20. Jahrhunderts wurden diese Fertigungsschritte durch
numerisch gesteuerte Werkzeugmaschinen (NC-Maschine, NC: Numerical Control) au-
tomatisiert, [26]. Diese konnten unterschiedliche Arbeitsanweisungen ausfiihren, zum
Beispiel Fahre zur Position X = 20mm,Y = 30mm,Z = 100mm mit Vorschub
1000 mm/s. Eine zeitliche Abfolge solcher Arbeitsanweisungen konnte der NC-Maschi-
ne durch die anfinglichen Speichermedien Lochstreifen oder Magnetband vorgegeben
werden. Auf der NC-Maschine konnte ein solches Programm nur eingelesen und automa-
tisch wiederholt ausgefiihrt werden. Die Beschreibung beziehungsweise Programmierung
der Speichermedien erfolgte auf separaten Maschinen, [26]. Entscheidend fiir die grofle
Verbreitung der NC-Maschine in der industriellen Massenproduktion war die damit ver-
bundene Kostenersparnis durch Vermeidung von Handarbeit.

Die NC-Maschine wurde ab 1972 durch die CNC-Maschine (CNC: Computerized
Numerical Control) abgelost. Im Unterschied zur NC-Maschine steht bei der CNC-Ma-
schine ein integrierter Computer mit Massenspeicher und Display zur Verfiigung, auf dem
die Ablaufprogramme entwickelt, simuliert und gespeichert werden kdnnen, [26].
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Neben der Automatisierung von zerspanenden Fertigungsabldufen durch NC-Maschi-
nen entwickelte sich auch ein Konzept zur Automatisierung der Handhabungstechnik in
der Fertigung.

Die Beforderung von Objekten in der Fertigung, zum Beispiel vom Lager zur Bear-
beitungsmaschine, wurde bis dato vollstindig von Hand durchgefiihrt, durch héindisch
gesteuerte Transportmaschinen (zum Beispiel Krine) oder FlieBbandsysteme mit nocken-
gesteuerten (Englisch: cam-controlled) Transporthebeln beziehungsweise mechanischen
Mitnehmern zum Be- und Entladen des Bandes. Solche Maschinen waren auf die jeweils
zugrunde liegende Fertigungsaufgabe hochspezialisiert, so dass deren Einsatz nur bei aus-
reichend hoher Stiickzahl wirtschaftlich sinnvoll war. Ein rein manuell durchgefiihrter
Transport war arbeitszeitintensiv und somit teuer.

Ein weiteres Hindernis in der Fertigungstechnik bestand darin, dass bei nahezu jeder
Anderung im Produktdesign neue Werkzeugmaschinen angefertigt werden mussten.

Diese Unwegsamkeiten in der Fertigungstechnik brachten George Charles Devol” auf
die Idee einer Maschine, die man heute als Industrieroboter bezeichnet: Hierfiir reichte
er 1954 ein Patent mit dem Titel ,,Programmed Article Transfer* ein, welches ihm 1961
zugeteilt wurde. Darin schreibt Devol: ,,Die vorliegende Erfindung erméglicht zum ersten
Mal eine mehr oder weniger allgemein nutzbare Maschine mit universeller Einsetzbarkeit
fiir eine riesige Vielfalt von Anwendungen mit idealerweise zyklischen Arbeitsprozessen
[im Original: Steuerung].”, sinngemif iibersetzt aus [3, Zeilen 42—45]. Im Patent sind
folgende Fihigkeiten als weitere Vorteile der Erfindung aufgefiihrt:

e _Automatisierung in Bereichen, in denen dies aus dkonomischen Griinden mit her-
kommlicher Technologie bislang unmdglich war®, sinngeméf nach [3, Zeilen 48-51]

e _[...] Massenfertigung einer universell einsetzbaren automatischen Maschine, die
leicht an unterschiedlichste Anwendungen anpassbar ist.* [3, Zeilen 51-53]

e _[...] schnelles Umriisten einer an eine spezielle Aufgabenstellung angepassten Ma-
schine, so dass diese neue Aufgabenstellungen verrichten kann [.. . ]* [3, Zeilen 53-56]

Der Programmed Article Transfer sollte durch Programmierung eine dem Menschen
konkurrenzfihige Einsatzflexibilitit im Bereich der Handhabungstechnik erreichen. Fiir
die so erzielte universelle Automatisierung wird aus dem Englischen universal automation
das Kunstwort Unimation abgeleitet.

Zusammen mit Joseph Engelberger' griindete Devol 1962 die Firma Unimation Inc.
Basierend auf Devols Patent wurde dort unter dem Namen Unimate 1900 der erste In-
dustrieroboter der Welt entwickelt, [9], Abb. 1.3. Dieser wurde 1961 zum ersten Mal
industriell eingesetzt, und zwar in einer Fertigungsstrafle fiir Druckgussteile von Gen-
eral Motors (GM) in Trenton, New Jersey. Dabei entnahm der Roboter heifle Teile aus
der Druckgussmaschine und legte sie in einer Wanne zur Kiihlung ab. Diese Aufgabe war

9 US-amerikanischer Erfinder, 1912-2011.
10 US-amerikanischer Ingenieur, auch ,,Vater der Robotik* genannt, 1925-2015.
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From the Collections of The Hen ord (761151/THF

Abb.1.3 Unimate 1900 Roboter der Seriennummer 1, installiert im Jahre 1961 in einer Fertigungs-
strafe fiir Druckgussteile von General Motors. Das Bild entstammt der Henry-Ford Sammlung (from
the collections of The Henry Ford). Um den inneren Aufbau zu erkennen, wurde das Gehduse des
ersten Armsegments entfernt

fiir Industriearbeiter wegen grofler Hitze und giftiger Dampfe gefihrlich, so dass der Ro-
boter-Einsatz auf der Hand lag und seitens der Arbeiterschaft begriiit wurde. Fiir solche
Aufgaben prigte sich der Begriff des 3D-Jobs:

e Dirty: Dreckige, verschmutzte, gesundheitsschddliche Arbeitsumgebung
e Dull: Ode, langweilige, zyklisch sich wiederholende Titigkeiten
e Dangerous: fiir Leib und Leben gefihrliche Titigkeiten

Ab 1969 wurden Unimate 1900 zum Punktschweilen von Automobil-Karosserien in
der FertigungsstraBe von GM in Lordstown, Ohio eingesetzt (ca. 500 Schweil3vorginge
pro Karosserie), [20]. Dabei handelte es sich um das am weitesten automatisierte Auto-
mobilwerk der damaligen Zeit. Die Fertigungsrate von ca. 100 Autos pro Stunde war die
hochste weltweit. Der Roboter stieg zum unverzichtbaren Bestandteil erfolgreicher Ferti-
gungsstraBen der Automobilindustrie auf. So wurde Unimate 1900 ab diesem Zeitpunkt
auch im europdischen Markt bei vielen groen Automobilherstellern eingesetzt. Hinzu
kam der japanische Markt durch ein 1969 getroffenes Lizenzabkommen mit Kawasaki
Heavy Industries.

Ab den 1970er-Jahren waren neue Technologien, wie universell einsetzbare Mikro-
prozessoren (Typ 4004 von Intel), Solid-State-Drives, Getriebetechnik (Harmonic Drive-
Getriebe) und Programmiersprachen mit hoherem Abstraktionsgrad (zum Beispiel Pro-
grammiersprache C) verfiigbar. Dies ermdglichte die Entwicklung des fiir die damalige
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Abb. 1.4 Roboterarm PUMA Al: Turm-Drehen A6: Hand- A4: UA-
mit eingezeichneten Gelenk- Drehen Drehen
achsen, ohne Endeffektor; mit b, ) )

freundlicher Genehmigung der \ G - :—[dndwurz_c]

Stdubli Tec-Systems GmbH " AS: Hand-
Robotics

A3: UA-Neigen

Sockel

Zeit sehr fortgeschrittenen Roboterarms PUMA (Programmable Universal Machine for
Assembly) von Victor Scheinmann in der Unimation Inc, siehe Abb. 1.4. Die Anordnung
seiner Gelenkachsen ist dem menschlichen Arm dhnlich, so dass man von einem anthro-
pomorphen'! Roboterarm spricht. Man bezeichnet die Gelenke der Reihenfolge nach mit

Taille beziehungsweise Turm-Drehen oder Achse 1,
Oberarm-Neigen (kurz: OA-Neigen) beziehungsweise Achse 2,
Unterarm-Neigen (kurz: UA-Neigen) beziehungsweise Achse 3,
Unterarm-Drehen (kurz: UA-Drehen) beziehungsweise Achse 4,
Hand-Neigen beziehungsweise Achse 5 und

Hand-Drehen beziehungsweise Zange-Drehen oder Achse 6.

Die Anordnung der letzten drei Gelenkachsen ist dabei so gewihlt, dass sie sich in einem
Punkt, der sogenannten Handwurzel, schneiden. Diese konstruktive Anordnung reduziert
stark die Rechenkosten der inversen Kinematik, einem Teil der Robotersteuerung der so
bedeutend ist, dass man dabei auch vom Herzstiick der Robotersteuerung spricht, siche
Kap. 3. Bis heute orientiert sich die mechanische Konstruktion vieler Roboter an PUMA.
Ein aussagekriftiges Video iiber die Geschichte von PUMA findet sich in [4].

T Anthropomorph: zusammengesetzt aus dem Griechischen dnthropos fiir Mensch und morphé fiir
Gestalt; sinngemif: von menschlicher Gestalt, menschenéhnlich, menschlich, [2, Band 1, S. 653,
657].
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Dem Wettbewerb mit europdischen und japanischen Roboter-Herstellern konnte Uni-
mation Inc. letztendlich nicht standhalten, da man den Technologiewechsel von hydrau-
lischen zu elektrischen Antrieben bei Unimation 1900 verpasste, [9]. GM wandte sich
in der Folge von der Unimation Inc. ab. Dies fiihrte zu erheblichen Umsatzeinbriichen
bei Unimation Inc. In den USA wurde zur damaligen Zeit der erst kleine Robotermarkt
vollstindig von Unimation Inc. abgedeckt, so dass sich dort neben Unimation Inc. keine
anderen Roboter-Hersteller etablieren konnten. Dies ist wohl einer der Griinde, warum
nach dem Untergang von Unimation Inc. bis heute die meisten Industrieroboter in Europa
und Asien hergestellt werden.

1.2 Artenvielfalt der Robotik

Eine in der Automatisierungstechnik eingesetzte Maschine bezeichnet man als Industrie-
roboter'?, wenn sie automatisch gesteuert und universell einsetzbar ist, sowie mindestens
drei programmierbare Bewegungsachsen aufweist und diese Programmierung verinderbar
ist. Typische Aufgabengebiete eines Industrieroboters umfassen (siehe auch [17, Part F,
Kap. 54] fiir eine ausfiihrliche Liste):

e Hantieren/Handhabung/Manipulation'® von Gegenstinden wie zum Beispiel Palettie-
ren und andere Pick&Place-Aufgaben, Montage-Aufgaben

e Schweillen, insbesondere Punktschweiflen
Metallverarbeitung wie zum Beispiel Biegen, Bohren
Lackieren

Solche unterschiedlichen Aufgaben erfordern angepasste Werkzeuge am Ende des Ro-
boterarms, wie zum Beispiel Zwei-Finger-Greifer oder Schweiflzangen. Man bezeichnet
diese Werkzeuge im Kontext der Robotik als Endeffektoren (kurz: EE). Industrierobo-
ter besitzen einen Montageflansch mit elektrischen Schnittstellen, an den der jeweils
notwendige Endeffektor montiert und angeschlossen wird. So haben sich heute zwei
unterschiedliche Industriezweige herausgebildet: Hersteller von Industrierobotern und
solche von Endeffektoren.

12 DIN ISO 8373 sollte deutsche Bezeichnungen in der Robotik kliren. Sie wurde jedoch zuriick-
gezogen. In Ermangelung an Alternativen wird diese hier als Orientierungshilfe trotzdem erwéhnt.
Darin findet sich unter anderem eine Definition des Begriffs Industrieroboter wie im Text darge-
stellt.

13 Manipulation setzt sich zusammen aus dem Lateinischen manus fiir Hand und plere fiir fiillen [2,
Band 14]; bedeutet im iibertragenen Sinn etwas in der Hand haben; im eigentlichen Sinn Handha-
bung beziehungsweise Hantierung, [25].
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In Analogie zum Begriff der dokologischen Nische in der Biologie verwendet man im
Kontext der Robotik den Begriff der 6konomischen Nische, [1]. Darunter versteht man
ein Marktsegment, in dem der Konkurrenzdruck fiir einen bestimmten Roboter so gering
ist, dass der Roboter wirtschaftlich gewinnbringend ist und sich daher seine Absatzzahl
(Analogie zur Biologie: Population) vergrofert. In vielen Fillen stellt der Mensch selbst
die groBte Konkurrenz fiir den Roboter dar. Dabei ergeben sich 6konomische Nischen in
der Regel dort, wo Fdhigkeitsliicken des Menschen durch den Roboter ergénzt werden
konnen.

So sind mit der Zeit in unterschiedlichen 6konomischen Nischen beziehungsweise Ni-
schenmirkten, neben Industrierobotern, eine Vielzahl weiterer Roboterarten entstanden.
Typische Beispiele hierfiir sind:

e Staubsauger-Roboter, Wisch-Roboter

e Fassadenreinigungs-Roboter

e Telepriasenz- und Teleaktions-Systeme beziehungsweise Master-Slave-Systeme:
Bei einem Teleprisenz- und Teleaktions-System soll der Bediener moglichst realitéts-
getreu virtuell in eine entfernte Umgebung eintauchen. Hierzu wird ihm die entfernte
Umgebung iiber alle Sinneskanile vermittelt; der visuelle Kanal zum Beispiel mit-
tels eines Stereo-Kamera-Paars in der entfernten Umgebung und einem binokularem
Display in der lokalen Umgebung. Kréfte und Momente (Kindsthetik) werden in der
entfernten Umgebung iiber einen Roboterarm gemessen und mittels eines zweiten Ro-
boterarms in der lokalen Umgebung dem Menschen riickvermittelt. Im Idealfall kann
der Bediener nicht mehr zwischen lokaler und entfernter Umgebung unterscheiden.
Man spricht in diesem Zusammenhang auch von Transparenz: Der Bediener fiihlt sich
teleprdsent und kann teleaktiv werden.
Falls nur der visuelle und kinésthetische Kanal vermittelt wird, spricht man von einem
Master-Slave-System. Dieses besteht in der lokalen Umgebung aus einem Eingabe-
roboterarm (Master-Arm) mit einem visuellen Displaysystem und in der entfernten
Umgebung aus einem Ausgaberoboterarm (Slave-Arm) mit einem Kamerasystem.
Master-Slave-Systeme werden zum Beispiel fiir intuitives Hantieren in gefdhrlichen
Umgebungen benétigt, wie zum Beispiel zur Behebung von Storfillen in der heiflen
Zelle eines Kernkraftwerks (sieche Abb. 1.5) oder zur Entschérfung von Sprengsétzen.

o Exoskelett-Roboter und Roboter-Prothesen

e Chirurgie-Roboter

e Fahrerlose Transportsysteme (FTS), zum Beispiel in der Automatisierungstechnik zur
automatischen Konfektionierung von Bearbeitungsmaschinen

e Tauchroboter zur Talsperreninspektion

e Kanalinspektionsroboter

e Service-Roboter, zum Beispiel fiir Hol-Bring-Dienste oder zur Kommunikation des
Menschen mit einer kiinstlichen Intelligenz
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Abb. 1.5 Einsatz des Master-Slave-Systems EMSM3 der telerob-GmbH im Kernkraftwerk.
Links: Kontrollzentrum mit zwei Master-Robotern. Rechts: Slave-System, bestehend aus zwei Ma-
nipulatoren, in der heifen Zelle eines Kernkraftwerks (dargestellt ist ein Ubungs-Szenario); mit
freundlicher Genehmigung der Kerntechnischen Entsorgung Karlsruhe GmbH

Die bei diesen Roboterarten auftretenden Forschungs- und Entwicklungsbereiche las-
sen sich grob in folgende Kategorien zusammenfassen:

Mechanische Manipulation
Teleprisenz- und Teleaktion
Lokomotion (Beforderung)
Kiinstliche Intelligenz

Maschinelles Sehen
Selbstlokalisation und Kartenbildung

1.3 Manipulatoren

Manipulator als Oberbegriff fiir Roboterarme Zum Manipulieren gefihrlicher Gegen-
stinde, wie zum Beispiel toxischer oder radioaktiver Stoffe in Laboratorien, werden von
Hand gefiihrte Hebelgestinge verwendet, die man Manipulator (kurz: MPL) nennt. Diese
unterscheiden sich von Industrierobotern dadurch, dass sie keinen automatischen Betrieb
ermoglichen. Auflerdem sind sie vom Menschen gesteuert und angetrieben. Dabei kon-
nen jedoch — aufgrund rein mechanischer Kopplung — nur geringe Distanzen zwischen
Bediener und Endeffektor iiberwunden werden. Sind groflere Distanzen notwendig, wie
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zum Beispiel bei Entschirfungsaufgaben oder bei der Manipulation von Gegenstinden
in der heiflen Zelle eines Kernkraftwerks, ist eine solche rein mechanische Verkopplung
zwischen Bediener und Endeffektor nicht mehr moglich.

In diesen Fillen setzt man Master-Slave-Systeme ein. Im einfachsten Fall sind Master-
und Slave-Roboter baugleich. Als Endeffektor besitzt der Master einen Eingabegriff,
durch den der Bediener Position und Orientierung des Slave-Endeffektors kommandiert.
Diese Informationen werden an den entfernten Slave vermittelt und dort durch eine Ro-
botersteuerung umgesetzt, das heifit der Slave bewegt sich im Idealfall simultan zum
Master. Des Weiteren ist es in der Regel notwendig, die Krifte und Momente, die der
Slave iiber seinen Endeffektor auf seine Umgebung ausiibt, in herabskalierter Form dem
Menschen riickzuvermitteln. Dies bezeichnet man als kindsthetisches Feedback. Hierfiir
muss der Master-Roboter aktiv angetrieben sein und iliber Gelenkregelungen verfiigen.
Typischerweise erfolgt neben dem kinisthetischen Kanal auch noch eine Ubertragung auf
dem visuellen Kanal durch Kamera- und Display-Systeme.

Obwohl ein solches Master-Slave-System vollstindig vom Menschen gesteuert wird,
handelt es sich dabei nicht um einen Manipulator nach klassischer Definition: Die darin
enthaltenen Roboterarme sind angetrieben und besitzen eine Regelung. Die Roboterarme
des Master-Slave-Systems stellen aber auch keine Industrieroboter dar, da diese nicht
automatisch betrieben werden.

Ein weiteres Beispiel einer Roboterart, die sowohl Eigenschaften eines klassischen
Manipulators, als auch die eines Industrieroboters aufweist, sind CoBots (Kunstwort aus
dem Englischen Collaborative Robots). Solche Roboterarme besitzen ausreichend hohe
Sicherheitsstandards, um sich den Arbeitsraum mit dem Menschen teilen zu konnen.
Eine Absperrung der Roboterzelle ist somit nicht notwendig. Ziel ist es, die Aufga-
benstellung zwischen Roboter und Werker gemall der jeweiligen Stirken aufzuteilen.
Hierfiir kann es auch notwendig sein, dass Roboter und Mensch Krifte und Momente
aufeinander ausiiben. Eine solche hybride Fertigungszelle bezeichnet man als Mensch-
Roboter-Kollaborations-System (MRK-System).

Aufgrund der Uberschneidung der Merkmale von klassischem Manipulator und Indus-
trieroboter hat sich, insbesondere im englischen Sprachgebrauch, der Begriff des Mani-
pulators (Englisch: manipulator) als Oberbegriff fiir einen Roboterarm durchgesetzt. Ein
Industrieroboter stellt somit den héufig anzutreffenden Sonderfall eines rein automatisch
funktionierenden Manipulators in der Automatisierungstechnik dar.

Zugpferd Industrieroboter Von allen Roboterarten sind Industrieroboter am hiufigs-
ten vertreten. Sie schlieBen Fahigkeitsliicken des Menschen in Form von 3D-Jobs’s im
Bereich der Automatisierungstechnik wie zum Beispiel Hantieren schwerer Gegenstiinde,
schnelles Hantieren mit hoher Prézision oder zyklische Bewegungen. Steigende Stiickzah-
len, ausgereifte technische Komponenten (wie zum Beispiel elektrische Antriebsstringe)
mit Plug&Play-Fihigkeit sowie Selbstdiagnosesysteme sind Hauptgriinde dafiir, dass die
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Kosten fiir Herstellung, Inbetriebnahme und Wartung von Industrierobotern nahezu kon-
tinuierlich seit 1990 sinken.

Gleichzeitig steigen in den Industrieldndern die Lohnkosten, so dass die Konkurrenzfa-
higkeit von Industrierobotern zunimmt, siche zum Beispiel Abbildung ,,Cost of automati-
on‘ aus [18]. Dies fiihrt zu rasch anwachsenden Umsatzzahlen von Industrierobotern: Aus
Abb. 1.6 (oben) erkennt man, dass der Bestand an derzeit sich im Betrieb befindlichen In-
dustrierobotern mit einer hohen Zuwachsrate tiber die Zeit zunimmt. Im unteren Teilbild
von Abb. 1.6 sind die Absatzzahlen von Industrierobotern iiber die Zeit, nach Kontinenten
sortiert, dargestellt. Seit 2012 steigt demnach die Zahl der verkauften Industrieroboter in
allen Kontinenten kontinuierlich an. Asien zusammen mit Australien weisen dabei deut-
lich hohere Absatzzahlen auf, als Europa mit Amerika zusammen. Der Knick in 2009 geht
auf die weltweite Wirtschaftskrise in diesem Jahr zuriick.

Das IFR (International Federation of Robotics) untersucht seit Jahrzehnten wirtschaft-
liche Faktoren der Robotik und erstellt dazu Statistiken. Demnach betrug im Jahr 2017
die weltweite Roboterdichte (definiert als Anzahl Industrieroboter bezogen auf 10 000
angestellte Arbeiter) im Bereich des produzierenden Gewerbes 85 Roboter pro 10 000
angestellte Arbeiter. Dabei besitzt Europa die hochste Roboterdichte mit 106 Robotern,
gefolgt von Amerika mit 91 Robotern und Asien und Australien zusammen mit 75 Robo-
tern — immer bezogen auf 10 000 angestellte Arbeiter, [5].

Aufgrund der groien wirtschaftlichen Bedeutung von Industrierobotern und deren Zu-
gehorigkeit zur Klasse der Manipulatoren werden im vorliegenden Buch ausschlielich
Roboter vom Typ Manipulator betrachtet.

Manipulator-Arten Manipulatoren unterscheiden sich hauptsidchlich nach Art und An-
ordnung der durch mechanische Gelenke realisierten Bewegungsachsen. Gelenke konnen
dabei entweder Drehungen beziehungsweise Rotationsbewegungen (Drehgelenk, rotato-
risches Gelenk, Drehachse) oder geradlinige Bewegungen beziehungsweise Linearbewe-
gungen (Linearachse, translatorisches / prismatisches Gelenk, Teleskopachse) realisie-
ren. Die in der Robotik iiblicherweise angewendete Konvention nach Denavit-Hartenberg
(kurz: DH-Konvention) sieht pro Gelenk nur eine Bewegungsachse vor. Die Zahl der
Gelenke bestimmt dann die Zahl der Bewegungsfreiheitsgrade(kurz: Freiheitsgrade), die
man abkiirzend mit DoF'# bezeichnet. Die Spezifikation von Robotertypen erfolgt daher
oft durch Angabe der Zahl der Bewegungsfreiheitsgrade (DoF) sowie der geometrischen
Anordnung der Bewegungsachsen. So bezeichnet man beispielsweise den Knickarm-Ma-
nipulator aus Abb. 1.7 (oberste Zeile) als anthropomorphen 6-DoF Manipulator oder den
Manipulator aus Abb. 2.24 als planaren 3-DoF Ellenbogen-Manipulator.

Man unterscheidet grundsétzlich die drei in Abb. 1.7 dargestellten Manipulator-Arten:

14 Kurzform aus dem Englischen fiir Degrees of Freedom.
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Estimated worldwide operational stock of
industrial robots 2016-2017 and forecast for 2018*-2021*
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Abb. 1.6 Oben: Zeitliche Entwicklung des weltweiten Bestands an derzeit sich im Betrieb befind-
lichen Industrierobotern, [8, S. 537]. Unten: Zeitliche Entwicklung des Umsatzes von Industriero-
botern, getrennt nach den Kontinenten Europa, Amerika sowie Asien zusammen mit Australien, [8,
S.51]. Mit freundlicher Genehmigung des IFR (International Federation of Robotics)
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Foto einer typischen Realisierung Arbeitsraum

Knickarm

SCARA

Kartesischer-
Manipulator

Delta-Manipulator
(bei sechs
Linearachsen:
Hexapode)

Abb. 1.7 Tabellarische Ubersicht unterschiedlicher Arten von Industrierobotern: /. Zeile Knick-
arm-Manipulator von Stdubli, Typ RX160, drei Rotationsachsen, mit freundlicher Genehmigung
der Stdubli Tec-Systems GmbH Robotics; 2. Zeile SCARA-Manipulator von Omron Electronics,
Typ COBRA 450, drei Rotationsachsen, eine Linearachse, mit freundlicher Genehmigung der
Omron Electronics GmbH; 3. Zeile Kartesischer Manipulator von Wittmann, Typ: WX143, drei
Linearachsen, mit bis zu drei Rotationsachsen, mit freundlicher Genehmigung der Wittmann Kunst-
stoffgerdte GmbH Wien; 4. Zeile Delta-Manipulator von Omron Electronics, Typ: Quattro 650H/HS,
vier Rotationsachsen, mit freundlicher Genehmigung der Omron Electronics GmbH
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o Knickarm-Manipulator (Synonym: Gelenkarm-Manipulator; Englisch: articulated
manipulator), siehe 1. Zeile aus Abb. 1.7:
Ein Knickarm-Manipulator besitzt in der Regel sechs Drehachsen, die hintereinander
angeordnet sind (sogenannte Seriell-Kinematik). Der Arbeitsraum ist typischerweise
kugelférmig mit Aussparungen, die Gelenkanordnung anthropomorph wie bei PUMA
aus Abb. 1.4. Die ersten' drei Gelenkachsen dienen in erster Niherung der Positio-
nierung (in allen drei kartesischen Koordinaten) des Endeffektors. Mit den hinteren
drei Gelenkachsen wird dann, ebenfalls in erster Nidherung, die Orientierung des End-
effektors in allen drei Achsen eingestellt. Die kartesische Position ist im Allgemeinen
wichtiger als die Orientierung. Daher spricht man bei den ersten drei Achsen auch von
Hauptachsen, bei den hinteren drei Achsen von Nebenachsen, [19].
Linearachsen sind gegeniiber Drehachsen zur Positionierung eines kartesischen Punkts
im Raum deutlich intuitiver und damit einfacher in der Steuerung. Trotzdem werden
aus konstruktiven Griinden Drehachsen in den meisten Fillen vorgezogen: Sie sind
einfacher abzudichten und zu lagern.

Sonderfille:

— Es liegen nur fiinf Bewegungsachsen vor. In diesem Fall bestimmt man nur zwei
Orientierungswinkel (typisch: Rollen und Neigen) des Endeffektors.

— Es liegen sieben Bewegungsachsen vor. Eine Bewegungsachse ist somit redundant,
das heil3t fiir eine gegebene Position und Orientierung des Endeffektors ist die Po-
sition einer Bewegungsachse frei wihlbar. Man bezeichnet diese Bewegungsachse
auch als Redundanzachse. Sie ermdglicht eine sogenannte Nullraumbewegung, ei-
ne Art ,,innere Bewegung* des Manipulators bei feststehendem Endeffektor, siche
Abb. 1.13. Eine Redundanzachse ermoglicht es beispielsweise, den Manipulator in
Positionen zu bringen, in denen er eine besonders grof3e Beweglichkeit aufweist,
oder Kollisionen mit der Umgebung vermeidet. Falls es sich bei der Redundanzach-
se um eine Linearachse handelt, so wird diese oft dazu verwendet, die Reichweite
des Endeffektors beziehungsweise den Arbeitsraum zu vergrofern.

Besitzt der Knickarm-Manipulator sechs Achsen, so kann der Endeffektor im zugeho-
rigen Arbeitsraum in allen sechs Bewegungs-Freiheitsgraden (je drei Freiheitsgrade fiir
die Orientierung und kartesische Position) bestimmt werden. Damit zeichnet er sich
durch eine hohe Beweglichkeit aus, woher auch das englische Attribut ,,articulated,
zu Deutsch ,frei beweglich®, ,,gelenkig®, stammt. Damit ist der Knickarm-Manipu-
lator prédestiniert fiir eine Vielzahl unterschiedlicher Aufgaben, wie zum Beispiel
Laserschweiflen, Punktschweillen, Lackieren, Kleben, Montieren, Entgraten, Frisen,
Bohren, bin-picking (Entnehmen unsortierter Gegenstinde aus einer Kiste, so dass fiir

15 Die Reihenfolge der Gelenkachsen wird immer von der Achse aus begonnen, die am niichsten an
der starren Verbindung mit dem Untergrund beziehungsweise der Umgebung liegt. Der Endeffektor
ist somit starr mit der letzten Gelenkachse verbunden.
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jeden Gegenstand neben der Position auch die Orientierung separat einstellbar sein
muss).

Nachteile des Knickarm-Manipulators sind:

— Relativ hoher Energieverbrauch, da Gravitationseinfliisse vorwiegend von den An-
trieben kompensiert werden miissen. Man kann dies durch Festhaltebremsen in den
Gelenkachsen sowie durch Gegengewichte etwas reduzieren.

— Relativ geringe Geschwindigkeiten und Beschleunigungen, da diese die Armseg-
mente zum Schwingen anregen. Auflerdem muss ein Grofteil der Antriebsmomente
beziehungsweise -krifte zur Kompensation der Gravitationseinfliisse aufgewendet
werden.

— Relativ geringe Steifigkeit und damit auch geringe Wiederholgenauigkeit.

— Relativ hohe Anschaffungs- und Inbetriebnahmekosten.

SCARA-Manipulator (Synonyme: Schwenkarm-Manipulator, horizontaler Knickarm-
Manipulator, artikulierter Ellenbogen-Manipulator; SCARA aus dem Englischen
Selective Compliance Assembly Robot Arm), siche 2. Zeile aus Abb. 1.7:

Bei einem SCARA bestehen in der Regel die ersten drei Bewegungsachsen aus vertikal,
hintereinander angeordneten, parallelen Drehachsen (Seriell-Kinematik). In manchen
Fillen sind die Bewegungsachsen durch parallele Armsegmente verbunden (Parallel-
Kinematik), um die Steifigkeit und Nutzlast zu erhchen.

An diese parallelen Achsen schlieft sich als vierte Bewegungsachse eine Linearachse
in vertikaler Richtung an. Sie wird oft gemeinsam mit der letzten Drehachse mit Hilfe
einer Kugelrollspindel realisiert.

Der Arbeitsraum beschrinkt sich auf ein zylinderférmiges Volumen mit nierenférmiger
Deckfldache und mittiger Aussparung fiir den Sockel.

Mit den ersten drei Drehachsen wird der Endeffektor innerhalb des Arbeitsraums auf
einen Punkt positioniert (nur in zwei kartesischen Koordinaten) und orientiert (nur
im Orientierungswinkel um die vertikale Achse). Mittels Linearachse wird dann der
Endeffektor auf die gewiinschte Hohe gefahren, um dort zum Beispiel einen Korper
aufzunehmen oder abzulegen.

Durch die vertikale Anordnung der ersten drei Bewegungsachsen werden Gravitati-
onskréfte von den Lagerungen aufgenommen. So steht die Antriebsleistung vollstin-
dig fiir die Bewegung zur Verfiigung. Damit zeichnen sich SCARA-Manipulatoren
durch hohe Geschwindigkeiten und Beschleunigungen aus. Da die Herstellkosten eines
Manipulators mafB3geblich von der Zahl der Bewegungsachsen bestimmt werden, sind
SCARA-Manipulatoren relativ preisgiinstig. Damit sind sie gut geeignet fiir einfache
Pick & Place-Aufgaben (zum Beispiel Palettieren, Zufiihrung von Teilen von einem
FlieBband, Leiterplattenbestiickung) sowie Fiigen (zum Beispiel Verstiften) oder Pres-
sen (zum Beispiel SchlieBen eines Klick-Verschlusses) in vertikaler Richtung.
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o Kartesischer-Manipulator (Synonyme: Portalroboter, Linearroboter; Englisch: gantry
type robot, cartesian robot), siehe 3. Zeile aus Abb. 1.7: Ein kartesischer Manipulator
besitzt typischerweise drei Linearachsen, die hintereinander angeordnet sind und wie
die Achsen eines Koordinatensystems gegenseitig aufeinander senkrecht stehen. Da-
her kann jede Bewegungsachse, unabhingig von den anderen Bewegungsachsen, eine
kartesische Koordinate des Endeffektors bestimmen. In manchen Fillen ist noch eine
vierte Bewegungsachse als Drehgelenk realisiert, um die Orientierung des Endeffektors
einstellen zu kénnen.

Kartesische Manipulatoren weisen vergleichsweise hohe Steifigkeiten auf, so dass

damit groBe Wiederholgenauigkeiten auch bei schweren Nutzlasten und hohen Ge-

schwindigkeiten realisierbar sind. Typische Einsatzgebiete sind: CNC-Maschine, 3D-

Drucker, xy-Plotter oder Pick & Place-Aufgaben wie zum Beispiel Palettieren von IC’s.

Oft werden auch kartesische Manipulatoren zur Vergroflerung des Arbeitsraums von

Knickarm-Manipulatoren eingesetzt. Weitere Vorteile eines kartesischen Manipulators

sind:

— Aufgrund eines typischerweise modularen Aufbaus der Bewegungsachsen ist deren
Anordnung mit vergleichsweise geringem Aufwand umkonfigurierbar.

— Die einzelnen Koordinaten der (kartesischen) Endeffektorposition werden stets
von einer einzigen Linearachse bestimmt. Dies fiihrt zu einer einfachen, intuitiven
Steuerung.

e Delta-Manipulator (bei drei Linearachsen: Tripod, bei sechs Linearachsen: Hexapode),
siehe 4. Zeile aus Abb. 1.7:
Delta-Manipulatoren bestehen aus drei bis sechs Linearachsen. Diese sind iiber Kugel-
gelenke mit einer Platte verbunden, auf der der Endeffektor befestigt wird. Damit teilen
sich die Krifte und Momente, die der Endeffektor mit der Umgebung ausiibt, parallel
auf die vorhandenen Linearachsen auf. Daher bezeichnet man diese Anordnung der
Gelenke auch als Parallel-Kinematik. Dies fiihrt zu einer signifikant hoheren Steifig-
keit des Manipulators, verglichen mit Manipulatoren mit hintereinander geschalteten
Gelenken (Seriell-Kinematik). Ein weiterer Vorteil ergibt sich daraus, dass die Antrie-
be auBlerhalb der bewegten Armsegmente verbaut sind und damit nur wenig Masse
bewegt werden muss. Dies ermoglicht einen sparsamen Betrieb und vergleichsweise
hohe Geschwindigkeiten und Beschleunigungen.

Nachteile von Delta-Manipulatoren:

— Geringer Arbeitsraum, insbesondere konnen nur kleine Bereiche der Orientierung
eingestellt werden. In manchen Féllen ist auf der Verbindungsplatte ein Drehgelenk
vorhanden, so dass in der zugehorigen Achse (normalerweise zur Platte senkrecht
stehend) ein groBerer Orientierungsbereich realisiert wird.

— Sehr aufwendige Steuerung (bei einem Hexapoden ist die Kinematik und inverse Ki-
nematik nicht analytisch 16sbar; es sind aufwendige Algorithmen zur numerischen
Berechnung notwendig).

— Geringe Flexibilitidt im Einsatz.
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Anwendungen finden sich iiberwiegend im Bereich schneller Pick & Place-Aufgaben,
wie zum Beispiel bei der Leiterplattenbestiickung oder IC-Palettierung. Aufgrund der
aufwendigen Steuerung und der dafiir notwendigen hohen Rechenleistung werden Del-
ta-Roboter erst seit einigen Jahren in grolerem Stil industriell eingesetzt.

Mechatronischer Charakter eines Manipulators Die Entwicklung von Manipulatoren
erfordert ein interdisziplindres Team, das typischerweise mit Vertretern folgender Inge-
nieurs-Disziplinen besetzt ist:

e Mechanische Konstruktion (Beispiele: Konstruktion von Gelenkverbindern und Gelen-
ken, Arbeitsraum-Simulationen zur Bestimmung der notwendigen Kinematik, Ausle-
gung von Getriebesystemen, FEM-Simulationen zur Thermik und Festigkeit, Ma3nah-
men zur Realisierung von Leichtbau)

e Elektro-Konstruktion und Elektronik (Beispiele: Leitungsfiihrung/Kabelbdaume, Steck-
verbinder, Leistungselektronik, Messwerterfassung und -filterung, BUS-Systeme, Be-
reitstellung lokal verteilter Rechenleistung mit Hilfe von Mikroprozessoren, EMV)

o Antriebstechnik (Beispiele: Auswahl von Motor-Getriebe-Sitzen, Auslegung und
Simulation von Antriebsstringen, Berechnung und Simulation der elektrischen Zwi-
schenkreisgrofien)

e Regelungstechnik und Sensorik (Beispiele: Simulation des dynamischen Verhaltens,
Reglerauslegungen, Messwertfilterung durch Kalmanfilter)

o Informatik (Beispiele: Echtzeitfihige und numerisch stabile Implementierung von
Steuerungs- und Regelungsalgorithmen, Online-Diagnose- und -Wartungssysteme,
Mensch-System-Schnittstelle)

Arbeitspakete sind von hdufigen Iterationsschritten zwischen diesen Fachbereichen ge-
kennzeichnet. Losungen sind damit stark geprigt von technischen Kompromissen, die die
Fachbereiche untereinander aushandeln miissen. Nur so kann eine optimale Losung er-
zielt werden. Dies stellt das Wesen mechatronischer Systeme dar, zu denen die Robotik
als einer der wesentlichen Vertreter gezihlt wird. Vorabkenntnisse iiber diese grundlegen-
den Zusammenhinge der Mechatronik erleichtern die Akzeptanz der oft als schmerzhaft
empfundenen technischen Kompromisse. Dies tridgt mafigeblich zur reibungslosen und
effektiven Zusammenarbeit in der Entwicklung von Manipulatoren bei.

Neben den aufgezihlten technischen Fachbereichen sind auch enge Kontakte zu den
Bereichen Controlling, Einkauf, Qualititsmanagement und Fertigung unabdingbar.

Beispiel 1.1. fiir einen iterativen Entwicklungsprozess bei Manipulatoren:

Basierend auf einem Entwurf der mechanischen Konstruktion des Manipulators erge-
ben sich bestimmte maximale Drehmomente fiir die Motoren der Gelenkantriebe. Die
Antriebstechnik strebt moglichst grofe und schwere Motoren fiir die Gelenkantriebe an,
um die Hitzeentwicklung bei diesen maximalen Drehmomenten zu reduzieren (sieche
Abschn. 7.5 fiir eine Erlduterung dieses Zusammenhangs).
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Je schwerer die Motoren der Gelenkantriebe, desto schwerer fallen aber auch die
von der mechanischen Konstruktion vorzusehenden Verbindungselemente zwischen den
Gelenkantrieben aus, um zum Beispiel notwendige Steifigkeiten zu realisieren. Somit
erhohen sich die maximal notwendigen Drehmomente gegeniiber der urspriinglichen For-
derung, so dass die Antriebstechnik erneut eine Motorenauslegung durchfiihren muss.
Dies stellt den nédchsten Iterationsschritt dar. <

Siehe Aufgabe 1.5 fiir weitere Beispiele.

1.4 Lesekompass und interessante Aufgabenstellungen

In diesem Abschnitt wird die inhaltliche Struktur des vorliegenden, zweibéindigen Werks
vorgestellt. Dies soll dem Leser einen Anhaltspunkt dafiir liefern, in welcher Reihenfolge
die Kapitel gelesen werden sollten und welche mathematischen Kenntnisse dabei jeweils
benotigt werden.

Auflerdem werden plakativ fiir jedes Kapitel die grundlegende Aufgabenstellung sowie
daraus erwachsende interessante Probleme und Sachverhalte herausgestellt.

1.4.1 Lesekompass

Das vorliegende Buch gliedert sich der Reihe nach in folgende sieben Fachkapitel: Kine-
matik, inverse Kinematik, differenzielle Kinematik, Dynamik, Pfad- und Bahnplanung,
Antriebstechnik und Regelung.

Dabei bauen die ersten vier Fachkapitel (also von Kinematik bis Dynamik) aufeinander
auf und sollten der Reihe nach studiert werden. Alle Fachkapitel setzen die allgemein tibli-
chen Grundkenntnissen der Mathematik (Schulwissen auf dem Stand der Hochschulreife)
voraus. Fiir die ersten vier Kapitel werden auBerdem Grundlagen der linearen Algebra
bendtigt. Hier wird auf klassische Lehrbiicher der Ingenieur-Mathematik verwiesen, wie
zum Beispiel [10] oder [7]. In den Aufgaben zum vorliegenden Kapitel finden sich auBer-
dem einige Kontrollaufgaben zur linearen Algebra.

Das Kapitel Pfad- und Bahnplanung benétigt nur einige Grundkenntnisse aus den
Bereichen Kinematik und inverse Kinematik, so dass es weitgehend unabhéngig von den
anderen Kapiteln bearbeitet werden kann. Dabei sind mathematische Grundkenntnisse
aus dem Bereich der Graphentheorie wiinschenswert.

Das Kapitel Antriebstechnik kann weitgehend unabhéngig von den anderen Kapiteln
bearbeitet werden. In diesem Kapitel liegt der Schwerpunkt auf der Auslegung der An-
triebssysteme der Robotergelenke. Die durchaus komplexe Theorie der Antriebstechnik
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wird dabei nur insoweit behandelt, als es fiir ein grobes Verstindnis notwendig ist. Grund-
lagenwissen der Antriebstechnik ist also nicht erforderlich, erhoht jedoch das Verstdndnis
der dargestellten Methoden. Fiir dieses Kapitel werden mathematische Kenntnisse aus
dem Bereich der Fourierreihen-Darstellung sowie der komplexen Zahlen benétigt. Ins-
besondere ist dabei die Anwendung komplexer Zahlen zur Beschreibung harmonischer
Schwingungen mittels komplexer Zeiger notwendig, siehe zum Beispiel [11] oder [7].

Das letzte Kapitel Regelung benétigt einige wenige Resultate aus dem Kapitel Dyna-
mik; es kann damit ebenfalls weitgehend unabhingig bearbeitet werden. Die dargestellte
Theorie erfolgt im Zeitbereich. Daher werden mathematische Grundkenntnisse gewdhn-
licher Differenzialgleichungen und deren Systeme bendtigt. Die verwendete Stabilitéts-
theorie nach Ljapunov sowie deren Erweiterung werden durchgédngig im Text erldutert, so
dass hierzu keine gesonderten Kenntnisse benétigt werden.

1.4.2 Kinematik

Direkte und inverse Kinematik Eine Grundaufgabe jedes Manipulators besteht darin,
den Endeffektor in eine vorgegebene beziehungsweise gewiinschte Position und Orientie-
rung zu fahren. In Abhingigkeit der Anordnung der Gelenke sowie der Ausdehnung und
Linge der Gelenkverbinder beziehungsweise Armsegmente ist dabei nur ein beschréinkter
Bereich fiir den Endeffektor erreichbar, der sogenannte Arbeitsraum. Abb. 1.8 zeigt bei-
spielsweise einen 6-achsigen Manipulator, der mit einem Greifer als Endeffektor auf einer
Geraden im Raum vier unterschiedliche Positionen anfahren soll. Dabei soll die Orientie-
rung des Greifers konstant bleiben. Abb. 1.9 zeigt den Fall einer konstanten Position mit
vier unterschiedlichen Orientierungen.

Man kann die Gelenkwinkel fiir solche Aufgaben einfach ermitteln, in dem man den
Greifer von Hand in die gewiinschte Position und Orientierung bringt und dann die sich
einstellenden Gelenkwinkel ausliest. Hierfiir werden typischerweise Gewichts- und Mas-
sentrigheitskrifte von einer sogenannten Nullmomentenregelung kompensiert, so dass der
Mensch mit wenig Kraft und Moment Positionsdnderungen des Manipulators durchfiih-
ren kann. Dieses Vorgehen nennt man Teachen. In vielen Applikationen ist ein solches
Teachen jedoch nicht praktikabel. Es besteht vielmehr die Notwendigkeit der automati-
schen Berechnung der Gelenkwinkel fiir eine gewiinschte Position und Orientierung des
Endeffektors. Dies bezeichnet man als inverse Kinematik.

Hierfiir bendtigt man zunéchst die Losung der Umkehraufgabe: Fiir gegebene Gelenk-
winkel wird die korrespondiere Position und Orientierung des Endeffektors gesucht. Dies
bezeichnet man als direkte Kinematik. Sie stellt fiir viele Bereiche der Robotik die notwen-
digen Grundlagen bereit, so dass sich das erste Fachkapitel eingehend damit beschiftigt.
Im folgenden Kap. 3 wird dann ein Losungsverfahren der inversen Kinematik hergeleitet.
Das Ergebnis stellt einen Algorithmus dar, der die Gelenkwinkel fiir eine gegebene Positi-
on und Orientierung des Endeffektors liefert. Falls eine Losung fiir die inverse Kinematik
existiert, so ist diese in der Regel nicht eindeutig. Dies bedeutet, dass mehrere Sets an
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Abb. 1.8 Linearbahn fiir einen 6-achsigen Manipulator (siehe auch Beispiel 2.18 und Abschn. 3.1):
Die Gelenke sind so gesteuert, dass der Endeffektor mit konstanter Orientierung entlang einer vor-
gegebenen Geraden im Raum féhrt

Gelenkwinkeln zu ein und derselben Position und Orientierung des Endeffektors fiihren
konnen. Man bezeichnet die unterschiedlichen Sets im Kontext der Robotik als Konfigura-
tionen. Abb. 1.10 zeigt beispielhaft den 6-achsigen Manipulator in zwei unterschiedlichen
Konfigurationen. Sie unterscheiden sich durch eine um 180° gedrehte Turmposition (Kon-
figuration Turm links und Turm rechts). Aullerdem befindet sich der Ellbogen im linken
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Abb. 1.9 Orientierungen fiir einen 6-achsigen Manipulator (siche auch Beispiel 2.18 und
Abschn. 3.1): Die Gelenke sind so gesteuert, dass der Endeffektor in konstanter Position unter-
schiedliche Orientierungen einnimmt

Teilbild in einer nach oben geklappten Position (Konfiguration Ellenbogen oben); im lin-
ken Teilbild ist der Ellenbogen hingegen nach unten geklappt (Konfiguration Ellenbogen
unten). Insgesamt lassen sich fiir den dargestellten Manipulator bis zu acht unterschiedli-
che Konfigurationen finden.
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Abb. 1.10 Beispiel fiir Mehrdeutigkeit der inversen Kinematik: Zwei unterschiedliche Sets an Ge-
lenkwinkeln fiihren zu ein und derselben Position und Orientierung des Endeffektors

Singularititen In bestimmten Positionen treten nicht nur einzelne'®, sondern unendlich
viele Losungen der inversen Kinematik auf. Einen solchen Fall zeigt Abb. 1.11: Der End-
effektor liegt in diesem Fall genau auf der Verldngerung der ersten Drehachse (Turm-
Drehen) sowie der letzten Drehachse (Greifer-Drehen). Die vorgegebene Orientierung des
Endeffektors bestimmt daher lediglich die Summe oder Differenz der beiden Gelenkwin-
kel, so dass unendlich viele Losungen auftreten. Dies bezeichnet man als Singularitdit.
Das Hauptproblem von Singularititen besteht darin, dass in deren Nihe sehr hohe
Geschwindigkeiten der Gelenkwinkel auftreten konnen: So verlduft der Pfad des Endef-
fektors in Abb. 1.12 nahe der singuldren Position, bei der die erste und letzte Gelenkachse
im Raum aufeinander fallen. Je niher der Endeffektor der Singularitit kommt, desto stér-
ker verdndern sich die Gelenkwinkel. Zwischen dritter und vierter Position muss so das
erste Gelenk um fast 180° drehen. Fordert man zusitzlich eine konstante Fahrgeschwin-
digkeit des Endeffektors, so ergeben sich hohe Geschwindigkeiten der Gelenke. Diese
tendieren (betragsmifig) gegen unendlich, je ndher der Endeffektorpfad der Singularitéit
kommt. Da die Antriebssysteme in den Gelenken aber nur eine bestimmte Maximalge-
schwindigkeit zulassen, konnen massive Steuerungsprobleme des Manipulators auftreten.

Geschwindigkeitskinematik Zur Steuerung der Geschwindigkeit des Endeffektors wird
in Kap. 4 mit der sogenannten Geschwindigkeitskinematik der Zusammenhang zwischen
den Geschwindigkeiten der Gelenke und den Geschwindigkeiten des Endeffektors herge-

16 In der Mathematik verwendet man hierfiir auch den Begriff abzéihlbar viele.



24 1 Einfihrung

Abb. 1.11 Singuldre Positi-
on: Die geforderte Position
und Orientierung des Endef-
fektors kann durch unendlich
viele Sets an Gelenkwinkeln
realisiert werden

leitet. Dieser Zusammenhang héngt stark von der Position der Gelenke ab. Betrachtet man
einen momentanen Zeitpunkt, das hei}t nimmt man eine konstante Positionen der Gelen-
ke an, so ist dieser Zusammenhang linear; er wird durch die sogenannte Jacobi-Matrix
ausgedriickt.

Jede Spalte dieser Matrix stellt einen Geschwindigkeitsvektor dar, in dessen Richtung
sich der Endeffektor bewegt, wenn ein bestimmtes Gelenk bewegt wird. Durch Vektorad-
dition dieser Geschwindigkeitsvektoren ergeben sich die Anteile der Gesamtgeschwindig-
keitsvektoren, bestehend aus Linear- und Drehgeschwindigkeit. Falls Spalten der Jacobi-
Matrix linear abhédngig sind und einen Rangabfall verursachen, reduziert sich die Di-
mension der Endeffektorgeschwindigkeiten, das heif3t der Endeffektor kann nicht in jede
beliebige Richtung bewegt werden. Auf einer Singularitét erfahrt die Jacobi-Matrix einen
Rangabfall und wird damit singuldr. Daraus motiviert sich die Bezeichnung Singularitcit.
Im einfachsten Fall bedeutet der Rangabfall, dass zwei Spalten der Jacobi-Matrix kolli-
neare!” Vektoren enthalten. Die zwei zugehorigen Gelenke fiihren daher beim Endeffektor
zur selben Bewegungsrichtung. Im Beispiel von Abb. 1.12 sind dies das erste und letzte
Gelenk, welche jeweils eine Rotationsbewegung um die Hochachse bewirken. Hinsicht-
lich moglicher Bewegungsrichtungen ,,degradiert” der Manipulator auf dieser Singularitit
also von urspriinglich sechs auf nur noch fiinf ,,wirksame* Gelenke.

17 Kollineare Vektoren sind parallel oder antiparallel gerichtet.
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Abb.1.12 Auswirkungen einer singuldren Position: Eine konstante Fahrgeschwindigkeit des Endef-
fektors fiihrt in der Néhe einer Singularitét zu sehr hohen Geschwindigkeiten der Gelenke. Zwischen
dritter und vierter Endeffektorposition dreht sich der Turm um ca. 180°
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Abb. 1.13 Nullraumbewe-
gungen bei LBR iiwa;

aus [14]. Dargestellt sind drei
unterschiedliche Sets an Ge-
lenkwinkeln, die alle zu ein
und derselben Position und
Orientierung des Endeffektors
fiihren

Singularititen konnen zum Beispiel durch redundante Gelenke verhindert werden.

Die Lage eines Korpers im Raum (kurz: 3D) kann durch Position und Orientierung
beziehungsweise Ausrichtung eines korperfesten Koordinatensystems definiert werden.
Aus diesem Grund wird im Folgenden fiir Position und Orientierung kurz der Begriff Lage
verwendet. In der angelsichsischen Literatur verwendet man hierfiir den Begriff pose. In
Anlehnung daran wird teilweise auch in der deutschsprachigen Literatur von der Pose als
Lage gesprochen.

Die Festlegung der Position erfordert drei Koordinaten, zum Beispiel kartesische Ko-
ordinaten. Auch die Orientierung erfordert drei Koordinaten. Hierfiir zieht man oft drei
Orientierungswinkel heran, wie zum Beispiel die sogenannten Euler-Winkel. Insgesamt
sind damit sechs Koordinaten notwendig, um die Lage eines Korpers im Raum vollstdn-
dig zu bestimmen. Es ist anschaulich klar, dass es die gleiche Anzahl an Gelenken (also
sechs) bendtigt, um die Lage des Endeffektorkorpers beliebig einstellen zu kdonnen. Liegt
noch eine siebte Gelenkachse vor, so ergibt sich damit ein Freiheitsgrad bei der inversen
Kinematik. Abb. 1.13 zeigt einen solchen Fall, bei dem der Manipulator sieben Gelenke
aufweist. Bei konstanter Position und Orientierung des Endeffektors konnen die Gelenke
unterschiedliche Positionen einnehmen. Diese Bewegung wurde bereits oben als Null-
raumbewegung eingefiihrt.

Statik Eng verbunden mit der Geschwindigkeitskinematik ist das Problem der Statik.
Dabei geht es um die Frage, welche Gelenkmomente und -krifte notwendig sind, um
den Manipulator ,,gegen* eine duflere Belastung am Endeffektor im Stillstand zu halten.
Mit dem aus der Mechanik bekannten Prinzip der virtuellen Verriickung kann man leicht
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zeigen, dass der Zusammenhang zwischen Gelenkmomenten und -kréften und den am
Endeffektor angreifenden externen Momenten und Kriften mit der transponierten Jacobi-
Matrix aus der Geschwindigkeitskinematik gegeben ist. Dies stellt eine enorme Redu-
zierung des Berechnungsaufwands dar, verglichen mit der in der Statik iiblichen Berech-
nungsmethode, bei der fiir alle Korper Krifte- und Momentengleichgewichte aufgestellt
werden miissen. Aufgrund der engen Verwandtschaft von Geschwindigkeits-Kinematik
und Statik werden beide Themen unter der Uberschrift differenzielle Kinematik in Kap. 4
zusammengefasst.

1.4.3 Dynamik

Im vorangegangenen Abschnitt wurden interessante Aspekte der Kinematik aufgezeigt.
Dabei geht es um den Zusammenhang zwischen Gelenkwinkeln und Endeffektorposition
und -orientierung sowie zwischen deren Geschwindigkeiten. Um tatsdchlich Bewegun-
gen zu realisieren, miissen die Gelenkantriebe Drehmomente beziehungsweise Krifte
aufbringen. Diese hiingen zum einen von Gravitation, Reibung und Massentrigheit ab,
zum anderen von der durch Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung vorgegeben
Gelenkbewegung. Die Lehre dieser Bewegung bezeichnet man im Unterschied zur Ki-
nematik als Kinetik, im Kontext mechanisch bewegter Korper als Mechanik. Dies stellt
einen Teilbereich der Dynamik dar.

Fiir jedes Gelenk ergibt sich der Zusammenhang zwischen Position, Geschwindigkeit
und Beschleunigung einer Gelenkbewegung und dem dafiir notwendigen Gelenkmoment
(bei einem Rotationsgelenk) beziehungsweise der dafiir notwendigen Gelenkkraft (bei
einem Translationsgelenk) durch eine gewohnliche, nichtlineare Differenzialgleichung
zweiter Ordnung. Fasst man alle Gelenke zusammen, so fiihrt dies zu einem verkoppelten
Differenzialgleichungs-System, das in Kap. 5 als Bewegungsgleichung eingefiihrt wird.

Lastfall-Simulationen Zur Auslegung der Antriebssysteme in den Gelenken benétigt
man die auftretenden Lastfille in Form von Wertepaaren aus Geschwindigkeit und zu-
gehorigem Drehmoment beziehungsweise Kraft. Auch deren Verlauf iiber der Zeit ist von
grofer Bedeutung, da sich hieraus zum Beispiel die thermische Belastung der Antriebe
simulieren ldsst. Aus diesem Grund wird die Bewegungsgleichung bereits zu einem frii-
hen Zeitpunkt der Entwicklung eines Manipulators bendtigt. Zur Simulation der Lastfélle
werden Bewegungsabldufe definiert, die dann jeweils liber die Bewegungsgleichung zu
Lastfall-Verldufen fiihren.

Rapid-Prototyping Bewegungsgleichungen finden auflerdem Anwendung zur Aus-
legung von Gelenk-Reglern sowie zur Simulation des Regelungsverhaltens. Beim so-
genannten Rapid-Prototyping werden Systemkomponenten, die nicht oder nur mit
hohem Unsicherheitsgrad modellierbar sind, in Hardware ausgefiihrt. Die anderen Sys-
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temkomponenten werden mit Hilfe der Bewegungsgleichgung als Simulationsmodell
berticksichtigt. Das resultierende hybride Gesamtsimulationssystem bezeichnet man auch
als Hardware-in-the-Loop-System. Damit konnen wichtige Entwicklungstitigkeiten zeit-
gleich durchgefiihrt werden. Ein mechanisches Modell in Form der Bewegungsgleichung
trdgt so maBgeblich zur Reduzierung der Entwicklungsdauer sowie zur Effizienzsteige-
rung der Entwicklungstitigkeit bei.

1.4.4 Pfad- und Bahnplanung

Damit der Endeffektor eines Manipulators von einer Start- in eine vorgegebene Zielpo-
sition und Zielorientierung fahren kann, benétigt man zunéchst eine Beschreibung des
Pfads (Synonym: Weg), auf dem sich der Endeffektor bewegen soll. Dabei muss der
Pfad kollisionsfrei sein, das heifit kein Punkt der Auflenhiillen der Manipulatorsegmen-
te beziehungsweise Manipulatorkontur sowie des Endeffektors darf mit Hindernissen im
Arbeitsraum kollidieren. Des Weiteren diirfen die Manipulatorsegmente nicht untereinan-
der oder mit dem Endeffektor kollidieren (sogenannte Eigenkollisionen). Dies bezeichnet
man als Pfadplanung.

In einem zweiten Schritt definiert man, wie schnell sich der Manipulator in den ein-
zelnen Pfadpunkten bewegen soll. Dies bedeutet, dass man, vom Start- zum Zielpunkt
gerichtet, aufeinanderfolgenden Pfadpunkten streng monoton steigende Zeitpunkte zu-
weist. Diese Abbildung von Zeit- zu Pfadpunkten bezeichnet man als Bahn.

Pfadplanung Die inverse Kinematik stellt eine Abbildung zwischen Arbeitsraum und
Gelenkraum dar. Damit kann die Pfadplanung in einem der beiden Riume durchgefiihrt
werden. Da die inverse Kinematik in der Regel hochgradig nichtlinear ist, verzerren sich
die Konturen der Hindernisse bei einer Transformation zwischen den beiden Raumen.
Ein einfaches Beispiel dafiir zeigt Abb. 1.14. Dabei liegt ein Manipulator mit zwei par-
allelen Drehachsen zugrunde. Die Manipulatorsegmente sind vereinfacht als geradlinige
Verbinder mit Lange 0.3 m dargestellt. Das erste Drehgelenk befindet sich im Ursprung
des Koordinatensystems. Der erste Gelenkwinkel 6; wird von der x(-Achse aus gemes-
sen, der zweite Gelenkwinkel 6, in negativer Zihlrichtung von der Verldngerung des
ersten Gelenkverbinders aus zum Endeffektor. Im linken Teilbild von Abb. 1.14 sind
diese Winkel beispielhaft fiir Punkt 4 eingetragen. Der Endeffektor ist zur Ubersicht-
lichkeit nur mit einem kleinen braunen Punkt am Ende des zweiten Gelenkverbinders
dargestellt. Der Manipulator ist in vier unterschiedlichen Positionen eingetragen, wo-
bei jede Position mit einer der Ecken des eingezeichneten Rechtecks korrespondiert. Im
rechten Teilbild sind die Gelenkwinkel dargestellt, die sich ergeben, wenn der Endef-
fektor die Rechteckkontur abfihrt. Daraus erkennt man, dass Geraden im Arbeitsraum
mit gekriimmten Linien im Gelenkraum korrespondieren. Dabei wurde nur Konfiguration
»Ellenbogen oben* beriicksichtigt, so dass fiir den zweiten Gelenkwinkel die zusitzliche
Einschrinkung 0 > 6, > —180° gilt.
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Abb. 1.14 Rechteckiger Bereich im Arbeitsraum (links) und korrespondierender Bereich im Ge-
lenkraum (rechts) bezogen auf den Endeffektor und fiir Konfiguration ,.Ellenbogen oben®. Die

inverse Kinematik fiihrt zu einer stark deformierten Hinderniskontur im Gelenkraum, siche auch
Abb. 6.2
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Abb. 1.15 Kollisionsfreier Pfad: Das rechteckige Hindernis Bereich im Arbeitsraum (links) ergibt
im Gelenkraum (rechts) den grau schattierten verbotenen Bereich. AuBlerhalb dieses Bereichs treten
keine Kollisionen der Berandungspunkte des Manipulators mit dem Hindernis auf

Plant man einen Pfad fiir den Endeffektor im Arbeitsraum, so konnen damit nur Kol-
lisionen des Endeffektors vermieden werden. Es miissen natiirlich auch Kollisionen aller
anderen Punkte der Manipulatorkontur ausgeschlossen werden. Eine Moglichkeit dafiir
besteht darin, die Kontur mit einem feinmaschigen Punktenetz zu iiberziehen. Analog
zum Vorgehen beim Endeffektorpunkt aus Abb. 1.14 wird dann fiir jeden dieser Punkte
der verbotene Bereich im Gelenkraum ermittelt. Die Vereinigungsmenge aller dieser ver-
botenen Bereiche ergibt die umrandete graue Fliche aus Abb. 1.15 (rechts). Dabei wurde
wieder nur Konfiguration ,,Ellenbogen oben* beriicksichtigt.

Fiir einen gegebenen Start- und Zielpunkt (rot und griin markiert) auflerhalb des verbo-
tenen Bereichs kann dann im Gelenkraum ein kollisionsfreier Pfad ermittelt werden. Fiir
einige Punkte auf diesem Pfad zeigt Abb. 1.15 (links) die zugehorigen Manipulator-Stel-
lungen. Daraus erkennt man, dass der Pfad tatséichlich auch im Arbeitsraum kollisionsfrei
verlduft.

Zur Planung des Pfads im Gelenkraum existieren viele Methoden: So iiberzieht man
bei der zufallsorientierten Wegenetz-Methode (siehe Abschn. 6.2.2) den Arbeitsraum in
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iterativen Schritten so lange mit zufillig verteilten Punkten, bis man durch die Verbindung
der Punkte zu einem kollisionsfreien Pfad zwischen Start- und Zielpunkt gelangt. Dabei
kommen mathematische Methoden der Graphentheorie zur Anwendung.

Die Berechnung gesperrter Bereiche im Gelenkraum ist jedoch duBerst aufwendig:
Sowohl Hindernis-, als auch Manipulatorkonturen miissen mit einem feinmaschigen
Punktnetz iiberzogen werden. Fiir jeden Punkt der Manipulatorkontur miissen dann die
Gelenkpositionen fiir eine mogliche Kollision mit jedem Punkt der Hinderniskonturen
berechnet werden.

Alternativ kann man einen kollisionsfreien Pfad auch im Arbeitsraum planen. Eine
interessante Methode orientiert sich dabei am physikalischen Prinzip der Absto3ung oder
Anziehung geladener Teilchen im elektrischen Feld. Bei dieser sogenannten Potentialfeld-
Methode (siehe Abschn. 6.2.1) weist man dem Start- und Zielpunkt unterschiedlich ge-
polte, virtuelle elektrische Ladungen zu. Damit ergibt sich ein elektrisches Feldlinienbild.
Darin enthalten ist eine Feldlinie vom Start- zum Zielpunkt, die als Pfad dienen kann. Hin-
dernisse werden mit virtuellen Ladungen derselben Polaritit wie die Ladung im Startpunkt
tiberzogen. Da sich elektrische Feldlinien nur in Gleichgewichtspunkten schneiden, kann
damit die Feldlinie von Start- zum Zielpunkt nicht mit Hindernissen kollidieren. Um Kol-
lisionen mit Punkten der Manipulatorkontur zu vermeiden, konnen ebenfalls virtuelle La-
dungen zugewiesen werden. Die virtuellen Krifte im virtuellen elektrischen Feld konnen
mit Hilfe der Jacobi-Matrix sogar zur Steuerung des Manipulators herangezogen werden.

Bahnplanung Steht ein kollisionsfreier Pfad im Gelenkraum fest, so muss jedem Pfad-
punkt eine passende Geschwindigkeit zugeordnet werden. Eine Methode hierfiir besteht
darin, den Pfad durch ein Interpolationspolynom mit der Zeit als unabhéngiger Variable
anzunihern, sieche Abschn. 6.3.1. Leitet man dieses Polynom nach der Zeit ab, so erhilt
man den gesuchten Geschwindigkeitsverlauf.

Ein zentraler Nachteil dieser Methode besteht darin, dass die numerische Berechnung
der Polynomkoeffizienten sehr aufwendiger ist, wenn viele Pfadpunkte interpoliert wer-
den sollen. Aulerdem tendieren Polynome mit vielen Pfadpunkten zu einem welligen
Verlauf zwischen aufeinanderfolgenden Pfadpunkten. Abhilfe schafft hier die Spline-
Interpolation (auf Kosten nichtglatter Ubergangsstellen).

Besteht ein Pfad nur aus Start- und Zielpunkt (und keinen Zwischenpunkten), so ldsst
sich eine einfache Bahn mit Hilfe eines trapezférmigen Geschwindigkeitsverlaufs be-
rechnen, sieche Abschn. 6.3.2. Dabei wihlt man stiickweise konstante (treppenformige)
Beschleunigungsverldufe und erhilt so einen trapezformigen Geschwindigkeitsverlauf,
wie in Abb. 1.16 beispielhaft dargestellt. Der Winkelverlauf ergibt sich in der Zeitspan-
ne von # = 0 zu einer Geraden, die von parabelformigen Anfangs- und Endverldufen
eingefasst ist.
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1.4.5 Antriebsauslegung

Zentrale und dezentrale Antriebe Man unterscheidet zentrale und dezentrale Gelenk-
antriebe. Im ersten Fall ist der Stator des Motors starr mit dem Armsegment befestigt,
welches dem vom Motor angetriebenen Armsegment vorangeht. Im zweiten Fall ist der
Stator des Motors mit einem anderen als dem Vorgénger des angetriebenen Armsegments
verbunden. So sind beispielsweise die Motoren der letzten drei Gelenke eines anthro-
pomorphen Manipulators oft am Ellenbogen-Gelenk montiert. In hiufig eingenomme-
nen Manipulator-Stellungen dienen diese Motoren als Gegengewicht zum Gewicht der
nachfolgenden Armsegmente, des Endeffektors sowie der Nutzlast. Fiir die mechanische
Konstruktion sind dezentrale Gelenkantriebe aufwendig, da die Antriebsmomente iiber
bewegte Gelenke hinweg iibertragen werden miissen. Dadurch ergeben sich mechanische
Verkopplungen zwischen den Bewegungen der Gelenke, die in der Kinematik beriicksich-
tigt werden miissen. Die grundsitzlichen Antriebseigenschaften dndern sich dadurch aber
nicht, so dass im vorliegenden Buch der einfachere Fall zentraler Antriebe betrachtet wird.

Vor- und Nachteile unterschiedlicher Antriebsarten Man unterteilt Motoren nach ih-
rem Prinzip der Kraftiibertragung in pneumatische, hydraulische und elektrische Antriebe.
Pneumatische Antriebe sind fiir eher geringere Krifte und Momente geeignet. Ein typi-
sches Anwendungsgebiet ist der SchlieBmechanismus von Greifern.

Elektrische Antriebssysteme bestehen aus einem elektrischen Motor, einem Getriebe
sowie hdufig Sensorik zur Messung der aktuellen Position des Rotors. Bei sogenann-
ten Direct-Drive-Antriebssystemen verzichtet man auf Getriebe; damit entfallen das sto-
rende Getriebespiel sowie Wirmeverluste durch Getriebereibung. Der elektrische Motor
muss von einer Elektronikeinheit angesteuert werden, dem sogenannten Motorcontrol-
ler. Bei biirstenlosen Motoren realisiert er eine elektronische Umrichtung als Ersatz der
biirstenbehafteten Umrichter beziehungsweise Stromwender von Gleichstrommaschinen.
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Auflerdem verfiigen Motorcontroller in der Regel iiber eine Stromregelung, mit der ein
gewlinschtes Drehmoment einstellbar ist. Der Motorcontroller ist entweder in einem sepa-
raten Schaltschrank oder direkt im Manipulatorsegment in unmittelbarer Nihe des Motors
integriert.

Hydraulische Antriebe liefern von allen drei Antriebsarten die grof3ten Kréfte und Mo-
mente. Die Antriebsenergie wird dabei von einer elektrischen Pumpe geliefert, die in
einem Olgefiillten Tank Druck erzeugt. Von dort aus werden iiber Druckleitungen, Ven-
tile und Drosseln in den Gelenken Hydraulikzylinder (lineare Bewegung), selten auch
Hydromotoren (rotative Bewegung) angetrieben. Dabei ergeben sich gegeniiber elektri-
schen Antrieben eine Reihe von Vorteilen: So kann man beispielsweise oft auf verlust-
und spielbehaftete Getriebe verzichten. Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass die in-
stallierte Antriebsleistung auf die vom Manipulator maximal abrufbare Antriebsleistung
ausgelegt werden kann. Dieses Problem tritt zum Beispiel bei den letzten beiden Ge-
lenkachsen des anthropomorphen Manipulators auf, dem sogenannten Hand-Neigen- und
Hand-Drehen-Gelenk. Diese beiden Drehachsen stehen konstruktionsbedingt oft senk-
recht aufeinander. Damit gibt es keine Position, in der die Gewichtskraft des Greifers mit
Nutzlast fiir beide Achsen gleichzeitig zum jeweils maximalen Antriebsmoment fiihrt.
Da die Antriebsleistung bei hydraulischen Antrieben dezentral iiber einen einzigen elek-
trischen Motor erzeugt wird, kann dieser auf die maximal abrufbare Leistung ausgelegt
werden. Bei Robotern mit elektrischen Antrieben tibersteigt hingegen oft die installier-
te Motorleistung die maximal abrufbare beziehungsweise bendtigte Motorleistung. Dies
fiihrt zu unnotiger Masse, Bauraum und Kosten.

Hydraulische Antriebe sind fiir Anwendungen mit sehr groen Antriebskriften und -
momenten und relativ geringen Bewegungsbereichen pridestiniert, wie zum Beispiel bei
grofen und schweren Baumaschinen. Die zentralen Nachteile hydraulischer Antriebe fiir
Manipulatoren sind daher im Bereich der mechanischen Konstruktion und der Wartung zu
finden. Dies betrifft vor allem folgende Themen:

e Die Durchfiihrung von Druckleitungen durch den Manipulatorarm ist konstruktiv kom-
pliziert und volumings.

e Manipulatoren besitzen meistens Rotationsgelenke. Hierfiir konnen Hydraulikzylinder
nur stark eingeschridnkte Drehbereiche realisieren.
Hydraulisch betriebene Drehantriebe (sogenannte Hydromotoren) sind vergleichsweise
volumings und schwer.

e Bei bestimmten Wartungs- und Reparaturarbeiten muss das Hydraulikol abgelassen
werden. Dies ist mit erhdhtem Aufwand verbunden.

e FEine vollstindige Integration aller Komponenten des Antriebssystems im Manipulator-
arm ist nicht moglich, da der Kompressor zu grof3 und zu schwer ist. Damit kdnnen
Leichtbau-Manipulatoren nicht realisiert werden.

Aus diesen Griinden haben sich fiir Manipulatoren elektrische Antriebssysteme durch-
gesetzt, so dass im vorliegenden Buch nur diese betrachtet werden.
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Wirmeverluste als dominanter Faktor bei der Entwicklung von Manipulatoren
Abb. 1.17 zeigt fiir viele Motoren zweier groler Motorenhersteller (rot entspricht Her-
steller D aus Abb. 7.29) die Wirmeverlustleistung Pcy, die bei einem Drehmoment
von 0.1 Nm im Stillstand durch den Stromfluss in den Kupferdraht-Windungen des Mo-
tors entsteht. Diese Verlustleistung ist iiber der zugehorigen Motorenmasse m doppelt-
logarithmisch angetragen (jeder Punkt entspricht einem Motor). Diese sogenannten Still-
standsverluste sind bei Roboterantrieben in der Regel gegeniiber drehzahlabhingigen
Verlusten dominant. Die fiir die Darstellung notwendigen technischen Parameter sind
dem Hersteller-Katalog entnommen. Zusétzlich ist in Abb. 1.17 fiir jeden Hersteller die
Ausgleichsgerade eingezeichnet. Damit ergibt sich jeweils ndherungsweise ein Zusam-
menhang von

1 1.992
rot: Pey(m) = 896.7 - 107° W
m/1kg

1.957
P, =177 -103°W .
grau: Pcy(m) (m/lkg)

Daraus folgt empirisch: Bei einem konstanten Antriebsmoment ist im Stillstand die Wir-
meverlustleistung ndherungsweise umgekehrt proportional zum Quadrat des Motorenge-
wichts. Dies bedeutet zum Beispiel:

Halbes Motorgewicht <=  4-fache Warmeverluste (im Stillstand).
10000 |
1000

100 |

Stillstandsverluste Pey in W bei 0.1Nm
5=

0.01 0.05 0.1 0.5 1

Motorenmasse m in kg

Abb. 1.17 Stillstandsverluste (ohne Eisensittigungseffekte) iiber Motorenmasse in doppelt-loga-
rithmischem MaBstab fiir viele Motoren zweier unterschiedlicher Hersteller. Die Ausgleichsgerade
fillt bei beiden Herstellern um zwei Dekaden Hochwert pro einer Dekade Rechtswert. Daher
verhalten sich die Stillstandsverluste ndherungsweise umgekehrt proportional zum Quadrat der Mo-
torenmasse. (Aufgefiihrt sind auch kleinere Motoren, fiir die das Vergleichsmoment von 0.1 Nm
aufgrund von Eisensittigungseffekten nicht realisierbar wire.
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Dieser Zusammenhang gilt unabhiingig vom Hersteller. Der Vorfaktor (hier 896.7 - 1073 W
und 17.7 - 1073 W) ist hingegen stark vom Hersteller abhiingig und ergibt sich durch
unterschiedliche Fertigungsarten und Materialien. Warme fiihrt zur Erhéhung der Mo-
tortemperatur. Ab einer bestimmten Grenztemperatur verbrennt der Isolierlack des
Wicklungsdrahts im Motor, was zu einem irreversiblen Schaden fiihrt. Aus diesem Grund
stellen Wirmeverluste einen wichtigen Auslegungsparameter dar.

Durch ein Getriebe konnen die Drehmomente, die von den Motoren geliefert werden
miissen, um ein sogenanntes Getriebeiibersetzungsverhdlinis herabgesetzt werden. Dies
fiihrt zu einer Reduzierung der Wirmeverluste in den Motoren. Dabei entstehen jedoch
auch Wirmverluste in den Getrieben, die mit dem Ubersetzungsverhiltnis steigen. Aus
diesem gegenldufigen Verhalten von Verlustleistung im Motor und Getriebe folgt, dass
ein Ubersetzungsverhiltnis existiert, bei dem die Gesamtverlustleistung minimal wird.

Die Motor-Getriebe-Sitze der Manipulator-Antriebe verursachen in der Regel den
Hauptanteil des Manipulator-Gesamtgewichts, zum einen durch das Gewicht der Motor-
Getriebe-Sitze selbst, zum anderen durch entsprechend grofle Wandstirken von Gelenk-
verbindern und Gelenkgehiusen. Verwendet man grofe (und damit schwere) Motor-
Getriebe-Sitze, sinken zwar tendenziell die Warmeverluste. Da jedoch mit dieser Mal3-
nahme das Gesamtgewicht steigt, miissen die Motor-Getriebe-Sitze mehr Drehmoment
fiir das Eigengewicht aufbringen, so dass damit wieder hohere Wirmeverluste entste-
hen. Aus dieser qualitativen Betrachtung wird klar, dass eine Vergroerung der Motor-
Getriebe-Sitze alleine nicht zwangsldufig das Wirmeproblem 16st. Entscheidend ist viel-
mehr eine hohe Effizienz der Motor-Getriebe-Sitze, um von Haus aus wenig Wirme
zu erzeugen. Aullerdem muss die mechanische Konstruktion Kiihlmainahmen, wie zum
Beispiel Kiihlrippen, vorsehen, um Wirme an die Umgebung abzufiihren.

Komplexitiit der Auslegung elektrischer Antriebssysteme Bei der Auslegung von Mo-
tor-Getriebe-Sitzen gibt es eine Vielzahl zu bestimmender Parameter. Selbst mit ein-
fachster Modellierung von Motor und Getriebe ergeben sich immer noch fiinf Parameter:
Drehmomentkonstante k; (Verhiltnis Drehmoment zu Motorstrom), Motorkonstante &,
(dient zur Berechnung der Kupferverluste im Motor), Getriebeiibersetzungsverhéltnis N,
Zwischenkreisspannung Up (Gleichspannung zur Versorgung des Motorcontrollers), ma-
ximaler Motorstrom /.

Ein moglicher Ansatz zur Auslegung besteht dabei darin, systematisch alle moglichen
Kombinationen dieser fiinf Parameter zu probieren (sogenanntes Monte-Carlo-Vorgehen).
Selbst wenn fiir jeden Parameter nur die geringe Zahl von zum Beispiel sechs unterschied-
lichen Werten betrachtet wird, fiihrt dies zu einer Kombinationsvielfalt von 6° = 7 776.
Nun muss jede dieser Kombinationen fiir jede Auslegungsbahn simuliert werden, um zum
Beispiel die Warmeentwicklung und den resultierenden Temperaturverlauf zu tiberpriifen.
Eine einzige Simulation kann mehrere Minuten dauern, so dass der Simulationsaufwand
schnell nicht mehr handhabbar ist: Bei einer einminiitigen Simulationsdauer und insge-
samt fiinf Auslegungsbahnen ergibe sich zum Beispiel eine Gesamtsimulationszeit von
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5min - 7776 = 38880min = % Tage = 27 Tage. Aus diesem Grund behandelt
Kap. 7 eine systematische Auslegungsmethodik, die in wenigen Schritten zu einer opti-

malen Parametrierung von Motor und Getriebe fiihrt.

1.4.6 Regelung

Mit Kenntniss der Kinematik und Dynamik ldsst sich bereits ein gutes mathematisches
Modell des Manipulators aufstellen. Damit konnen die fiir eine gewiinschte Bahn (soge-
nannte Soll-Bahn) notwendigen Drehmomentverlédufe fiir die Motoren berechnet werden.
Dies bedeutet: Beaufschlagt man das Simulationsmodell beziehungsweise das mathema-
tische Modell mit diesen Drehmomentverldufen, so folgt der Manipulator ohne Abwei-
chung der Soll-Bahn. Diese Betriebsart nennt man Steuerung.

Selbst kleine Parameterschitzfehler (sogenannte Perturbationen) und kleine strukturel-
le Modellfehler (zum Beispiel schwierig modellierbare Haftreibungseffekte) fithren dazu,
dass der Manipulator in einem solchen gesteuerten Betrieb rasch von seiner Soll-Bahn
abweicht.

Erfasst man die Bahnabweichung durch geeignete Messsysteme und korrigiert damit
die Steuerung, so spricht man von einer Regelung. Im Unterschied zur Steuerung wird
also bei einer Regelung die Bahnabweichung auf die StellgroBen (hier Drehmomente
der Motoren) signaltechnisch zuriickgefiihrt. Dies kann einen nahezu abweichungsfreien
Bahnverlauf auch im Falle von Modellfehlern garantieren.

Die meisten Regelungsverfahren benotigen profunde mathematische Spezialkenntnis-
se. Diese wiirden den Umfang des vorliegenden Buchs bei weitem sprengen. In den meis-
ten Anwendungsfillen sind diese komplexen Verfahren aber nicht notwendig. So findet
in der industriellen Praxis oft eine vergleichsweise einfache Regelung Anwendung, die
sogenannte dezentrale, antriebsseitige PD-Regelung, die Gegenstand von Kap. 8 ist:

e Dezentral bedeutet, dass die Regler in den einzelnen Gelenken keine Informationen
tiber die anderen Gelenke nutzen. Die Wechselwirkung der Gelenke (zum Beispiel in-
ertiale Verkopplung der Manipulatorsegmente) wird im Reglerentwurf nur als reine
Storgrofle angesehen, die der Regler kompensieren muss.

o Antriebsseitig bedeutet, dass als zu regelndes dynamisches System ,,nur* die Mechanik
des Motors (Trigheit des Rotors und Reibung) betrachtet wird. Die storende Riick-
wirkung des angekoppelten Armsegments wird im Reglerentwurf wieder nur als reine
Storgrofie betrachtet.

Dariiber hinaus konnen anhand dieses relativ iliberschaubaren Regelungsverfahrens auch
grundsitzliche Fragestellungen und Stabilititsdefinitionen erldutert werden, die die
Grundlage weiterfiihrender Regelungskonzepte darstellen.
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Aufgaben

Musterlosungen finden sich unter www.springer.com auf der Seite des vorliegenden
Werks.

1.1 Skalarprodukt

a) Berechnen Sie allgemein Norm ||a|| vona = (%f )

b) Berechnen Sie allgemein das Skalarprodukt VOH;Z und b:
S=a"b= (ax a, az) b,
b:

¢) Mit ¢ als Winkel zwischen den beiden Vektoren gilt: a” b = |a| ||b|| cos(¢). Was
bedeutet dies fiir Winkel ¢ bei S = 0? Wie ist dieser Fall geometrisch zu deuten?

1.2 Kreuzprodukt

a) Berechnen Sie allgemein das Kreuzprodukt

a by
K = ay, | x by
a. b,

b) Nennen Sie Beispiele zur Anwendung des Kreuzprodukts in der Physik.

c) Betrachtet wird ein sich im Raum frei drehender Korper. Die Drehung erfolge dabei
um eine Achse @, und mit einer Drehgeschwindigkeit | @ ||. Ein Punkt auf dem Kor-
per besitze den Abstandsvektor r von der Drehachse. Bestimmen Sie mit Hilfe des
Kreuzprodukts den Geschwindigkeitsvektor des Punktes.

1.3 Matrizen

a) Berechnen Sie fiir die beiden Matrizen

i o s Uiy Ui U3
R=|ry rp rm|, U= |un upy unxn
31 I3 133 U3y Uzp U33

allgemein Matrixprodukt RU.
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b) Sei A eine (3 x 2)-Matrix (3 Zeilen, 2 Spalten, stehende Matrix). Fiir welche Zeilen-
und Spalten-Anzahl ist das Matrix-Produkt A B definiert?

¢) Uberfiihren Sie das lineare Gleichungssystem in Matrixform:

anx+apy+azz=b
a) X +apy+apz=h

ayx +axny+axz =bs

d) Wann besitzt das lineare Gleichungssystem genau eine Losung?
e) Berechnen Sie allgemein die Determinante von A = [a; i1, j €4{1,2,3}.

f) Bestimmen Sie fiir Det(/f) = 0 die Zahl der Losungen. Wie bezeichnet man die un-
terschiedlichen Fille?

1.4 Business Case ,,Robotik‘

a) In welche Hauptarbeitsgebiete lédsst sich die Robotik einteilen?

b) Was ist der Hauptgrund fiir die Verbreitung von Robotern in der industriellen Automa-
tisierungstechnik?

¢) Recherchieren Sie die Bedeutung des Begriffs ,,0kologische Nische* in der Biologie.
Ziehen Sie eine Analogie zum Begriff der ,,6konomischen Nische*. Erkldren Sie damit,
warum sich Forschungsansitze in Richtung von
e Multifunktionsrobotern (=Roboter mit vielen moglichen Anwendungen),
e humanoider Laufmaschinen und
e Kkognitiver Roboter-Intelligenz
bislang nicht durchgesetzt haben.

1.5 Mechatronischer Charakter der Robotik

a) Erlautern Sie den mechatronischen Charakter eines Manipulators in der Automatisie-
rungstechnik am technischen Merkmal der Manipulations-Geschwindigkeit.

b) Welche Fachbereiche sind typischerweise bei der Entwicklung eines Manipulators fiir
die Automatisierungstechnik beteiligt?

c) Benennen Sie die typischen Hauptarbeitsgebiete des Fachbereichs Elektrotechnik bei
einem solchen Entwicklungsvorhaben.

d) Recherchieren Sie eine Projektmanagement-Struktur, die dem iterativen Charakter der
Entwicklung mechatronischer Systeme wie Manipulatoren gerecht wird.
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Direkte Kinematik

Zusammenfassung Direkte Kinematik betrachtet die Aufgabenstellung, fiir gegebene
Gelenkvariablen Position und Orientierung (zusammen kurz: Lage) der Segmente eines
Manipulators zu berechnen. Insbesondere interessiert dabei die Lage des letzten Manipu-
latorsegments, da daran der Endeffektor befestigt ist.

Fiir diese Aufgabenstellung wird jedem Manipulatorsegment ein korpereigenes Koor-
dinatensystem zugewiesen. Zusitzlich legt man ein mit der Umgebung fest verankertes
und damit ruhendes Weltkoordinatensystem fest. Es dient als Bezug zur Definition von
Lage und Orientierung der korpereigenen Koordinatensysteme: So definiert man die Po-
sition eines Manipulatorsegments durch die Position des Ursprungs seines korpereigenen
Koordinatensystems in Weltkoordinaten. Demgegentiber gestaltet sich die Beschreibung
der Orientierung eines Manipulatorsegments deutlich komplexer. Eine Methode besteht
darin, die Ausrichtung der Einheitsvektoren des korpereigenen Koordinatensystems in
Weltkoordinaten zu bestimmen. Als Matrix zusammengefasst, ergibt sich daraus die Ro-
tationsmatrix des Manipulatorsegments, mit der die Orientierung definiert ist.

Man kann die Orientierung auch durch drei hintereinander ausgefiihrte Drehungen um
jeweils eine der drei Achsen eines Bezugskoordinatensystems definieren. Dies bezeichnet
man als Euler-Drehung, die drei Drehwinkel als Euler-Winkel.

Eine dritte Moglichkeit zur Spezifikation der Orientierung besteht schlieBlich in der
Drehung um eine vorgegebene Drehachse um einen bestimmten Drehwinkel. Diese soge-
nannte dquivalente Drehung ist verwandt mit dem in der Avionik héufig anzutreffenden
Konzept der Quaternionen.

Die zum Wechsel zwischen Koordinatensystemen erforderliche Translation und Rota-
tion ldsst sich in einer Matrix zusammenfassen. Dies fiihrt zur homogenen Koordinaten-
transformation. Hintereinander durchgefiihrte Koordinatensystemwechsel konnen damit
als Matrizenprodukt homogener Transformationsmatrizen realisiert werden.

Oftmals liegen mehrere lokale Koordinatensysteme vor, zwischen denen nicht alle
Transformationen bekannt sind. Dabei hilft ein Transformationsgraph, den Uberblick zu
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behalten: So kann aus gegebenen Transformationen mittels graphenorientierter Pfadsuche
eine gewiinschte Transformation zusammengesetzt werden.

Die Kinematik eines Manipulators hingt im Allgemeinen von allen Gelenkvariablen ab
und ist daher schon bei wenigen Gelenken umfangreich und komplex. Da sich ein Gelenk
per Definition nur in einer Achse bewegen kann, hiingt die Kinematik zweier benachbar-
ter Gelenke auch nur von dieser einen Gelenkvariablen ab. Man kann zeigen, dass die
Transformation der zugehorigen korpereigenen Koordinatensysteme hochstens vier hin-
tereinander ausgefiihrte Elementartransformationen erfordert. Diese bestehen aus jeweils
zwei Rotationen und Translationen um Achsen von Koordinatensystemen. Durch den nach
seinen zwei Erfindern benannten Denavit-Hartenberg-Algorithmus (kurz: DH-Algorith-
mus) formalisiert sich diese Transformation. Hierfiir legt er zunichst die korpereigenen
Koordinatensysteme fest. AnschlieBend werden fiir jedes Gelenk vier sogenannte DH-
Parameter (ein Parameter pro Elementartransformation) bestimmt, mit denen die Transfor-
mation zum Koordinatensystem des angrenzenden Manipulatorsegments bestimmt wird.
Zum Schluss erfolgt die Anbindung des Endeffektorkoordinatensystems, welches in der
Regel nicht DH-konform vorgegeben ist.

Der grofle Vorteil des DH-Algorithmus besteht darin, dass sich die Fehleranfilligkeit
beim Aufstellen der Koordinatensystem-Transformationen reduziert. Auerdem fiihrt er,
wie bei jedem Standard, zu einer vereinfachten Dokumentation und Reproduzierbarkeit.
Ein geringer Nachteil besteht darin, dass in wenigen Féllen der Formalismus nicht ein-
deutig ist. Man nutzt die daraus erwachsenden Freiheitsgrade, um moglichst viele DH-
Parameter zu Null zu machen.

21 Einfiihrung

Die gezielte Verinderung von Position und Orientierung eines Objekts bezeichnet man im
Kontext der Robotik als Manipulation. Ein Gerit zur Manipulation ist ein Manipulator,
siehe auch Kap. 1 fiir eine ausfiihrlichere Erlduterung des Begriffs.

Eine grundlegende Manipulationsaufgabe besteht darin, einen Greifer oder allgemein
ein Werkzeug durch einen Manipulator in eine gewiinschte Position und Orientierung bzw.
Ausrichtung zu iiberfiihren. Diese Aufgabenstellung bezeichnet man als Inverse Kinema-
tik. Kapitel 3 widmet sich ausfiihrlich diesem Thema. Die dafiir benétigten Grundlagen
werden im vorliegenden Kapitel behandelt.

Fiir Position und Orientierung eines Korpers wird hier als synonyme Kurzform der
Begriff Lage eingefiihrt.Das Problem' der mathematischen Beschreibung der Lage ei-
nes Korpers bezeichnet man als Kinematik® (deutsches Synonym: Bewegungslehre). Nach
Brockhaus beinhaltet sie ,,(. .. ) die Untersuchung und Beschreibung von Bewegungen oh-

! Problem wird hier nach dem Franzosischen ,le probleme* im Sinne einer komplizierten Frage-
bzw. Aufgabenstellung verstanden.
2 Kinematik kommt aus dem Griechischen kinema: Bewegung.
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ne Beriicksichtigung der sie verursachenden Krifte (im Unterschied zur Dynamik und zur
Kinetik)“, [1].

Diese Definition beinhaltet allgemein Bewegungen und bezieht damit auch zeitliche
Ableitungen wie Geschwindigkeiten und Beschleunigungen ein. Im Unterschied dazu
wird hier unter dem Begriff Kinematik lediglich die Lage betrachtet. Die Beschreibung
zeitlicher Ableitungen der Lage bezeichnet man als Geschwindigkeitskinematik bzw. dif-
ferenzielle Kinematik. Dies ist das Thema von Kap. 4.

Zur Beschreibung der Lage eines Korpers weist man ihm ein korpereigenes Koordina-
tensystem zu. Dessen Ursprungsposition in einem Bezugskoordinatensystem verwendet
man dann als Korperposition. Zur Beschreibung der Orientierung des Korpers kann die
Ausrichtung des beschreibenden Dreibeins (also die Ausrichtung der Basisvektoren) des
korpereigenen Koordinatensystems im Bezugskoordinatensystem herangezogen werden.
Hierfiir bendtigte Grundlagen zu Koordinatensystemen werden in Abschn. 2.2 behandelt.

Eine Voraussetzung zur Manipulation ist, die Lage eines am Manipulator befestigten
Greifers oder Werkzeugs im Raum bestimmen zu kénnen. Dabei sind die Auslenkungen
der Gelenke des Manipulators gegeben. Um die daraus erwachsende Aufgabenstellung
von oben erwihnter inverser Kinematik zu unterscheiden, verwendet man den Begriff der
direkten Kinematik. Falls keine Verwechslungsgefahr vorliegt, wird dafiir im Folgenden
kurz von Kinematik gesprochen.

Ein wichtiges mathematisches Hilfsmittel in der Kinematik stellt die homogene Ko-
ordinatensystemtransformation (kurz: homogene Transformation) aus Abschn. 2.2.4 dar.
Sie kombiniert Position und Orientierung eines Koordinatensystems in einer speziellen
Matrix. Dies vereinfacht die Darstellung von Koordinatensystemtransformationen mit
Hilfe der linearen Algebra.

Eine ebenso wichtige Grundlage fiir Kinematik ist die Darstellung der Orientierung
eines Korpers im Raum durch sogenannte Euler-Winkel. Hierfiir werden in Abschn. 2.3
Euler-Drehungen eingefiihrt. Sie bestehen aus einer Abfolge dreier hintereinander ausge-
fiihrter Rotationen um einzelne Achsen.

Der letzte Abschn. 2.4 behandelt schlieBlich die Modellbildung der Kinematik eines
Manipulators. Hierfiir steht in der Regel aus Konstruktionszeichnungen eine Fiille geo-
metrischer Informationen iiber den Manipulator zur Verfiigung. Davon werden nur wenige
Informationen fiir ein kinematisches Modell tatsdchlich benotigt. Wesentliche Informatio-
nen fiir das kinematische Modell bestehen in den Lagen der Gelenkachsen. Eine darauf
reduzierte Darstellung wird hier als fopologische Anordnung eingefiihrt. Sie verwendet
einfache Stangen als Gelenkverbinder und normierte einfache Formen fiir die unterschied-
lichen Gelenktypen.
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Mit Hilfe der topologischen Anordnung und einem De-facto-Standard nach Denavit-
Hartenberg ldsst sich schlielich verhéltnisméBig einfach ein kinematisches Modell auf-
stellen. Das dafiir notwendige Vorgehen wird in einem dreigeteilten Algorithmus in Form
eines Struktogramms beschrieben und in einigen Beispielen ausfiihrlich geiibt.

2.2 Koordinatensysteme und Konventionen

Dieser Abschnitt behandelt die fiir die Kinematik notwendigen Grundlagen von Koor-
dinatensystemen. Um Prinzipskizzen und Beispiele iibersichtlicher zu halten, sind die
folgenden Ausfiihrungen zunéchst auf eine Ebene (kurz: 2D) beschridnkt. Die Erweite-
rung auf den Raum (kurz: 3D) kann ohne Einschrinkung der dargestellten Sachverhalte
durch ein einfaches Hinzufiigen der dritten Dimension (z-Achse) erfolgen.

Im vorliegenden Buch werden Lingen, Linear- und Rotationsgeschwindigkeiten oft-
mals ohne physikalische Einheit dargestellt. Dafiir werden folgende Normierungen verein-
bart: Langen auf 1 m, Lineargeschwindigkeiten auf 1 m/s und Rotationsgeschwindigkeiten
auf 1 rad/s. Dies dient zur Reduzierung des Umfangs mathematischer Ausdriicke und damit
zur Verbesserung der Lesbarkeit. Die jeweils zugehorige physikalische Einheit geht dabei
stets aus dem Formelkontext hervor.

Konventionen fiir Koordinatensysteme:

e Alle verwendeten Koordinatensysteme stellen kartesische Rechtssysteme dar.

e Die Bezeichnung fiir ein Koordinatensystem ist immer in Form S; mit fortlaufend num-
meriertem, tiefgestelltem Index i.

Der Ursprung von S; wird ebenfalls mit S; bezeichnet. Ob es sich um den Ursprung
oder das Koordinatensystem im Ganzen handelt, geht dabei aus dem Kontext hervor.
Alternativ zur Nummerierung kann auch eine Kurzbezeichnung als Index verwendet
werden, zum Beispiel Sgg fiir Endeffektorkoordinatensystem oder Stcp fiir TCP-Ko-
ordinatensystem (siehe weiter unten fiir eine Definition des TCP).

e Die dem Koordinatensystem S; zugeordneten Koordinaten lauten x;, y;, z;, die Ba-
sisvektoren e,;, ey;, e;;.

e Zur Beschreibung der Lage bewegter Korper bendtigt man ein ruhendes Bezugskoordi-
natensystem. Dafiir wihlt man ein Koordinatensystem, dessen Position immer mit der
Umgebung (als Welt bezeichnet) fixiert ist. Dieses spezielle Koordinatensystem be-
zeichnet man als Weltkoordinatensystem (synonym zu Inertialkoordinatensystem). In
diesem Buch wird es durch Index 0 gekennzeichnet: Sy.

e Der Vektor von Ursprung S; zu Ursprung Sy wird als Translationsvektor t;j bezeichnet.
Einen hidufigen Sonderfall stellt der Translationsvektor vom Ursprung des Weltkoor-
dinatensystems Sy zum Ursprung eines anderen Koordinatensystems Sy dar. Anstelle
von ¢, wird hierfiir abkiirzend #; geschrieben.
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e Ein hochgestellter Index kennzeichnet das beschreibende Koordinatensystem. Fehlt der
hochgestellte Index, so ist Sy gemeint. Damit stellt beispielsweise x ,’C einen Vektor xj
mit beschreibendem Koordinatensystem S; dar.

e Ein Vektor von Punkt A zu Punkt B wird mit A B bezeichnet.

e Ortsvektoren® (synonym zu gebundene Vektoren) und Richtungsvektoren werden in
der Schreibweise nicht unterschieden, da die jeweils zutreffende Interpretation aus dem
Kontext hervorgeht.

e FEin Punkt P in S;-Koordinaten kann entweder in Koordinatenschreibweise (synonym
zu Komponentenschreibweise)

Pi=(Pxi; Pyi; Pzi)
oder dquivalent als Ortsvektor von Ursprung S; zu P gemil

Uy

v =(SiP) = vy

Uz

dargestellt werden. Der Startpunkt des Ortsvektors ist in diesem Fall der Ursprung des
beschreibenden Koordinatensystems.

TCP und Endeffektorkoordinatensystem Besteht der Endeffektor aus einem Greifer,
so liegt das Endeffektorkoordinatensystem in der Regel im rdumlichen Zentrum der Grei-
fer-Zangen. Der Ursprung dieses Koordinatensystems wird in diesem Fall als Tool-Center-
Point (kurz: TCP) bezeichnet. Generell stellt der TCP einen wichtigen Bezugspunkt fiir
den Endeffektor dar. Oft werden fiir einen Endeffektor sogar mehrere TCPs definiert. Ge-
mil Abb. 2.1 definiert man die Achsen des Endeffektorkoordinatensystems wie folgt:

Abb. 2.1 Konvention fiir die

Achsbezeichnungen des End- 1
effektorkoordinatensystems
See am Beispiel eines Greifers a
B P Greifer als \/
als Endeffektor
Endeffektor /
SEE s

3 Bei einem Ortsvektor sind Anfangs- und Endpunkt fest. In diesem Buch dienen Ortsvektoren zur
Bestimmung eines Punktes in einem Koordinatensystem.
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e Die zgg-Achse zeigt senkrecht vom Greifer weg. Die Richtung kennzeichnet der An-
néherungsvektor (Englisch: approach-vector) a.

e Die ygg-Achse ist in Manipulator-Nullposition horizontal ausgerichtet. Die Richtung
kennzeichnet der Gleitvektor (Englisch: sliding-vector) s.

e Die xgg-Achse ist in Manipulator-Nullposition senkrecht nach oben ausgerichtet. Die
Richtung kennzeichnet der Normalenvektor (Englisch: normal-vector) n.

2.2.1 Lokale Koordinatensysteme

Zur Bestimmung von Position und Orientierung eines Korpers weist man diesem ein
eigenes Koordinatensystem zu, das sogenannte korpereigene oder auch lokale Koordina-
tensystem.

Beispiel 2.1. Ein Korper sei gemifs Abb. 2.2 durch einen Polygonzug mit Punkten A bis
G sowie S, definiert. Weltkoordinatensystem Sy besitze Basisvektoren e,y und e,o. Als
korpereigenes Koordinatensystem werde S; mit Basisvektoren e, und e,; gewihlt. Die
Orientierung des betrachteten Korpers wird damit durch die Orientierung der Basisvek-
toren e,y und e, bezogen auf das Weltkoordinatensystem festgelegt. In der dargestellten
Position ist der Korper um 45° beziiglich Strecke [S; G| nach links gedreht. Damit konnen
die Koordinaten der Basisvektoren von S in Sy-Koordinaten einfach abgelesen werden zu

1 1 (-
Drehwinkel 45°: e, = E (i) , ey = E ( 11) .

Dabei resultiert der Skalierungsfaktor 1/v2 aus der Forderung, dass die Linge von Ba-
sisvektoren stets 1 betragen muss. An der Orientierung dndert dieser Skalierungsfaktor
natiirlich nichts.

Auf diese Weise geht die Orientierung des Korpers eindeutig aus Basisvektoren des
korpereigenen Koordinatensystems hervor. Beispielsweise ergébe sich bei einer Drehung
von 0° (Strecke [S G| horizontal) fiir die Basisvektoren von S;:

Drehwinkel 0°: e = ((1)) . ey = (?) <

Als Referenzpunkt zur Positionsbestimmung verwendet man zweckméifigerweise den
Ursprung des lokalen Koordinatensystems. In Beispiel 2.1 wire dies Punkt S mit Welt-
koordinaten S| = (xg1; ys1) = (2; 1).

Die Lage des korpereigenen Koordinatensystems ist prinzipiell frei wéhlbar. Prakti-
scherweise wird es aber so gelegt, dass sich die Beschreibung des Korpers einfach gestal-
tet. So konnen oft Symmetrien des Korpers oder besondere Winkeleigenschaften vorteil-
haft ausgenutzt werden. Im vorliegenden Beispiel erzielt man durch die getroffene Wahl
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Abb. 2.2 Beschreibung von
Position und Orientierung
eines Korpers durch sein kor-
pereigenes Koordinatensystem

des korpereigenen Koordinatensystems die besonders einfachen S;-Koordinaten der Po-
lygonpunkte gemif3

Sl =(0;0), A' =(0;3), B'=(1;3), C' =(1; 1), D' = (5;1), ---
Die hochgestellte Eins o' steht dabei fiir Bezugskoordinatensystem S.

Am Beispiel 2.1 ist zu erkennen, dass ein und derselbe Punkt in Sy und S; jeweils
unterschiedliche Koordinaten besitzen kann. Beispielsweise weist Punkt A korpereigene
Koordinaten A' = (0; 3) auf. Die Weltkoordinaten von A4 koénnen graphisch aus Abb. 2.2
abgeschitzt werden zu A° ~ (—0.1;3.1).

Der Umstand, dass die Koordinatendarstellung eines Punkts vom Bezugskoordinaten-
system abhingt, wird am folgenden Beispiel nochmals verdeutlicht:

Beispiel 2.2. Darstellung eines Punkts in unterschiedlichen Koordinatensystemen:

Gegeben sei ein lokales Koordinatensystem S; sowie ein Punkt P gemdf Abb. 2.3.
Gesucht sind die Koordinaten von P in beiden Koordinatensystemen sowie der Translati-
onsvektor von Sy nach S;.

Punkt P wird in Weltkoordinaten durch Ortsvektor p = Sy P = (,”,;g ) dargestellt. Die
Koordinaten ergeben sich damit zu P = (Pyo; Pyo) = (pxo: Pyo) = (5:7) (gestrichelte
Linien).
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Pyo =7

Abb. 2.3 Darstellung eines Punkts P in unterschiedlichen Koordinatensystemen

Derselbe Punkt wird in S;-Koordinaten durch Ortsvektor v! = Sy P = (u); ) repri-
sentiert. Man erhilt seine S;-Koordinaten durch die senkrechte Projektion von v auf die
Si-Achsen zu P! = (Py; Py1) = (vy1;vy1) = (—+/2; +/2) (Strich-Punkt-Linien).

Hinweis: v ist als Ortsvektor Sy P definiert mit dem Ziel, P in S;-Koordinaten darzu-
stellen. Daher ldsst v nur in S;-Koordinatendarstellung eine sinnvolle Interpretation zu.
Ebenso ist Ortsvektor p = Sy P nur in Weltkoordinaten aussagekriftig.

Der Translationsvektor von Sy zu S ist in Weltkoordinaten durch t(())1 = (;) (Kurz-
form: tg1 = t;) gegeben. Dagegen befindet sich aus S;-Sicht das Weltkoordinatensystem
auf dem negativen Ast der x;-Achse an Position ¢}, = (~7¥2). <

Die Ermittlung der unterschiedlichen Koordinaten von P im vorangegangenen Bei-
spiel geschah durch Ablesen der Lingen aus dem Graphen. Fiir komplexere Situationen
benétigt man Methoden zur Umrechnung der Koordinaten eines Punkts in unterschied-
liche Koordinatensysteme. Der Schliissel zum Verstindnis dieser Methode liegt in den
Basisvektoren. Durch sie werden Koordinatensysteme definiert. Die dazu notwendigen
Grundlagen behandelt der nachfolgende Abschnitt.
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2.2.2 Basis eines Koordinatensystems und Rotationsmatrizen

Ein Koordinatensystem S definiert durch zugeordnete Basisvektoren e, e, e die
Orientierung und Skalierung seiner Achsen. Im vorliegenden Buch werden nur Basis-
vektoren der Linge 1 betrachtet, das heilit es handelt sich dabei um Einheitsvektoren in
Richtung der Koordinatenachsen. Per Definition sind Basisvektoren stets voneinander
linear unabhingig. Daher kann jeder beliebige Ortsvektor v = Sy P durch eine gewich-
tete Vektorsumme bzw. Linearkombination dieser Basisvektoren dargestellt werden. Die
Gewichtungsfaktoren stellen dabei die Koordinaten von P im zugrunde liegenden Koor-
dinatensystem dar.

GemiB Abb. 2.4 soll P in S;-Koordinaten durch Ortsvektor v = S; P dargestellt
werden. Hinter der bekannten Koordinatendarstellung

vk = (”*") @2.1)
Uyk

verbirgt sich die Definition in Form einer Summe gewichteter Basisvektoren

k k k
VY= Uk ey Uk e (2.2)

mit e f 0= ((1)), e ;‘k = ((1)) Die Gewichtsfaktoren konnen aus Abb. 2.4 abgelesen werden
Zu Uy = Sund vy = 7.

Abb. 2.4 Darstellung eines I I I I ‘p
Punkts durch eine gewichtete 7 0 R
Vektorsumme von Basisvekto- | |
I I
ren IS PN SN SRS BV A W -
I I
I I
I I I
I ot —+—-
I I I
I I I
I I I
e I S — [ — -
I I I I
| o [
yk Cyk
L L A A .
I I I I
I I I I
I I I I I
I I I I I
T T B e s e
I I I I I
I I I I
I I I I
o [ R A 1
I I I I
Cyk [ [ [ [
1 1 1 1
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Koordinatendarstellung (2.1) stellt also lediglich eine Kurzform von Darstellung (2.2)
als Summendarstellung von Basisvektoren dar. Diese beiden dquivalenten Darstellungen
werden nun noch erginzt durch Matrixdarstellung

Ao ()
=l a]= (o) ()]=10 1

als Basis von Koordinatensystem Sy.

Bislang wurde lediglich die Darstellung des Punkts P in Si-Koordinaten betrachtet.
Nun sollen, wie in Abb. 2.5 dargestellt, die Koordinaten in ein verdrehtes Koordinaten-
system S; umgerechnet werden. Liegt mit B! = [e )’C « e;, ) eine Darstellung der Basis von

Sk in Koordinatensystem S; vor, so liefert Vektorsumme
v =vgel + el = Biot (2.3)

die gesuchte Umrechnung von Sy -Koordinaten von P in S;-Koordinaten.
Daraus wird der Vorteil einer Darstellung mittels Basis klar: Zur Umrechnung eines

Ortsvektors in ein gedrehtes Koordinatensystem muss lediglich die Basis in diesem ge-
drehten Koordinatensystem bekannt sein.

Abb. 2.5 Umrechnung der P

Koordinaten eines Punktsin | @
ein verdrehtes Koordinatensys- //

tem /

Vxk

Vyk Vzk €xk

Vpi &~ —1.60
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Beispiel 2.3. Die Basis von S lautet in eigenen Koordinaten

- 1 0
BF = )

Wie spiter in Beispiel 2.10 noch gezeigt wird, ergibt sich die Basis von S in S;-
Koordinaten fiir einen Drehwinkel von 60 ° zu

ji_ |cos60° —sin60° | 1|1 =3 105 —087
K7 1 sin60°  cos 60° 20v3 1 | |osr 05 |°

Die S;-Koordinaten von P konnen aus Abb. 2.5 abgelesen werden zu P¥ = (2;3). Ein-
gesetzt in (2.3) ergeben sich Koordinaten

oo L =V (2) 1 (2-3V3)  (-1.60
21V3 1 3] 2\2V3+3 323 )
Ein graphischer Vergleich mit der Position von v,; und vy; in Abb. 2.5 validiert dieses
Ergebnis. <

Aus dem in Abb. 2.5 dargestellten Beispiel erkennt man: S geht durch eine Rotation
von —60° (Drehung nach rechts) in S; iiber. Die Lage des Punktes P veridndert sich dabei
natiirlich nicht. Die eingangs formulierte Aufgabe bestand ja darin, die Koordinaten ein
und desselben Punkts in einem gedrehten Koordinatensystem zu berechnen.

Eine andere Interpretation dieser Rotation ergibt sich, wenn die Position von P in den
beiden Koordinatensystemen verglichen wird: Aus Sicht des um —60° (nach rechts) ge-
drehten Koordinatensystems — also in S;-Koordinaten — erscheint dieser Punkt nun um
+60° (nach links) gedreht gegeniiber der Ausgangslage in Si-Koordinaten. Diese Inter-
pretation eroffnet die Moglichkeit, innerhalb ein und desselben Koordinatensystems einen
Punkt bzw. den zugehorigen Ortsvektor zu rotieren. Hierzu benennt man das Ergebnis der
Drehung in S;-Koordinaten um. So erhilt man aus (2.3) eine Vorschrift zum Drehen eines
Ortsvektors v in

vk = Bl ok 2.4)

Dabei ist zu beachten, dass der Ergebnis-Ortsvektor wieder in Sj-Koordinaten interpre-
tiert wird (hochgestelltes k).

Zusammenfassend ergibt sich: (2.3) dreht ein Koordinatensystem um einen bestimm-
ten Winkel ¢ bei feststehenden Ortsvektoren. Demgegeniiber dreht (2.4) die Ortsvektoren
innerhalb eines feststehenden Koordinatensystems um — ¢.
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Fiir das hier betrachtete, iibergreifende Thema der Kinematik ist nur die erste der
beiden Varianten interessant, das heifit die Interpretation als Rotation des beschreiben-
den Koordinatensystems nach (2.3). Variante 2 findet sich in der Regel in Grundlagen-
Lehrbiichern der Mathematik und wird oft mit Variante 1 verwechselt. Variante 2 wird an
dieser Stelle also nur prisentiert, um sie von Variante 1 abzugrenzen.

Da Basis E,i zu einer Rotation des Bezugskoordinatensystems von Sy nach S; fiihrt,
bezeichnet man in der Robotik B,i als Rotationsmatrix (synonym zu Drehmatrix). Daher
wird ab jetzt mit der Ersetzung

E;{ — Rik

auf die in der Robotik iibliche Notation einer Rotationsmatrix iibergegangen. Damit ergibt
sich (2.3) zu

- _1

v = R,I’lkl ) (2.5)

Diese Notation besitzt den Vorteil, durch die Reihenfolge der Indizes ik bereits Auf-
schluss iiber die Zuordnung der Koordinatensysteme zu liefern. Es gilt die Verkettungs-
Regel: Benachbarte Indizes miissen gleich sein; in (2.5) oben durch die hoch- und tiefge-
stellte eckige Klammer dargestellt. Rechts von R;; stehende GroBen beziehen sich also
auf das Si-System, links stehende GroBen auf das S;-System.

Neben einer Rotation kann zwischen Koordinatensystemen auch eine Verschiebung der
Urspriinge vorliegen. Zusammen ergibt sich eine vollstindige Koordinatentransformation.
Dies ist Gegenstand des folgenden Abschnitts.

2.2.3 Koordinatentransformation durch Rotation und Translation

Koordinatensystem S; soll nun zusitzlich zur Rotation auch gegeniiber dem Ursprung von
Sk verschoben sein. Dies bezeichnet man als Translation. Position und Orientierung von
Sk sei durch Translationsvektor (synonym zu Verschiebevektor) tl?k und Rotationsmatrix
Rix = e, e ;k] gegeben. Die Koordinaten von P sollen wie im vorangegangenen Ab-
schnitt von Sy nach S; umgerechnet werden.

Die Punktkoordinaten sind durch die Koordinaten von Ortsvektor p' = S; P’ gegeben.
Dieser kann mittels Vektorsumme zusammengesetzt werden und man erhélt die Transfor-
mationsvorschrift

. . . . . ~ Uk
Se—>S;: p =t tvge, +vre, =t, + Ry
ik xk ye ©yk ik Uyk (26)

= t:k + Rik vk.
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Abb. 2.6 Umrechnung der Koordinaten eines Punkts in ein rotiertes und verschobenes Koordina-
tensystem

Nun wird der umgekehrte Fall betrachtet: Gegeben seien die Koordinaten von P in S;,
gesucht die S-Koordinaten. Als Zwischenschritt wird zundchst

i i i
v =p —t;

berechnet. Die Lingen der senkrechten Projektion von v auf die Koordinatenachsen von
Sk liefern im zweiten Schritt die gesuchten Sy -Koordinaten. Mit ¢ als Winkel zwischen v
und e, (siche Abb. 2.6) lasst sich das Skalarprodukt in der Form

ey o v = lleg |l 10" cos(p)
—
=1

aufstellen. Da die Linge v, der Projektion von v auf die xj-Achse gerade |[v’|| cos(p)
betrigt, folgt

Vak = ey 0 v = (eik)T v
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Analog ergibt sich fiir die y;-Achse

. . N\NT .
j— 1 o 1 1
Uyk = eyk oV = (eyk) v .

Dies ldsst sich als Matrixprodukt zusammenfassen und man erhélt schlieBlich die gesuchte
Transformationsvorschrift

R P
Si— S o= el el ] v =R (0 —1ly) @7

Alternativ lisst sich v* auch durch Auflosen von (2.6) nach v* mit Hilfe der Matrixinver-
sen aus der linearen Algebra herleiten:

v = Ry (Pi - tiik)

Da es sich bei I§i x um eine orthonormale Matrix handelt, ergibt sich nach den Rechenre-
geln der linearen Algebra die Matrixinverse der Rotationsmatrix aus deren Transponierten:
Mit R;z ' = R;;” validiert dieser alternative Rechenweg also (2.7).

Aus (2.5) und (2.7) folgt allgemein der praktische Zusammenhang
R = Ry (2.8)
Beispiel 2.4. Erginzung von Beispiel 2.3 um Translation.

Rotationsmatrix R;; ist bereits zahlenmiBig bekannt. Aus Abb. 2.6 kann der Transla-
tionsvektor abgelesen werden zu
T
ik 2

Aus den bekannten Sy -Koordinaten von Punkt P ergibt Transformation (2.6)

R 4 1 -v3| (2) _ 44+1-22\ (240
e 2) 2|31 | \3) e+ vE+3) T s

Ein graphischer Vergleich mit der Position von p,; und py; in Abb. 2.6 validiert dieses
Ergebnis.

Die so erhaltenen S;-Koordinaten sollen zur Ubung in das Sj-Koordinatensystem zu-
rlick transformiert werden. Hierzu ergibt sich aus (2.7)

AN ¥ IS TRV [V I 4
v =Ry (p _t”‘)_§|:—\/§ 1]((%4_\@)_(2))

1B (1=-38) 1 (1-38 43843\ 14\ _ (2
-3 1| \3+v3) 2\-v3+2+3+v3) 216/ \3)
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Beispiel 2.5. Fortsetzung von Beispiel 2.2
Die S;-Basis in Sy-Koordinaten kann direkt aus Abb. 2.3 abgelesen werden, wobei die
Skalierung mit % sicherstellt, dass die Liange der Basisvektoren 1 betrigt:

~ 1 [1 —1
Ry = — .
G} [1 1 }
Aus (2.8) folgt die Sy-Basis in S;-Koordinaten zu

~ ~ 1 1 1
R, =R T — .
10 01 ﬁ [_1 1}

Mit Hilfe dieser Rotationsmatrix bzw. Basis-Darstellung folgt der in S| gegebene Vek-
tor v! in Sy-Koordinaten zu:

1
0_ 0 .1 o .1 _1|.o 0 U\ _ 5 1
v=e,0, + €y = [exl e}'l] (Ul> = Rorv 29
y

e 0)-60)-0)

Die Weltkoordinaten von P erhilt man schlieBlich aus Vektorsumme

pei=()+(2)- () 4

2.2.4 Homogene Transformation und Transformationsgraph

Die aus Translation und Rotation bestehende Transformation (2.6) wird in der Robotik
oft mehrfach hintereinander angewendet, um von einem Start-Koordinatensystem iiber
mehrere Zwischenkoordinatensysteme zu einem Zielkoordinatensystem zu gelangen. Bei-
spielsweise mochte man Endeffektorkoordinaten eines Manipulators nach Weltkoordina-
ten (im Sockel des Manipulators) transformieren. Die lokalen Koordinatensysteme jedes
Manipulatorsegments zwischen Sockel und Endeffektor stellen in diesem Fall die Zwi-
schenkoordinatensysteme dar.

Um solche Ketten von Transformationen mit weniger Aufwand beschreiben zu kon-
nen, fasst man die in (2.6) enthaltenen Teiltransformationen (Rotation und Translation)
zu einer gemeinsamen Transformationsmatrix zusammen.
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Hierzu fiihrt man homogene Koordinaten* ein. Dabei handelt es sich um eine Erweite-
rung der bestehenden Koordinaten um eine zusétzliche, fiktive Dimension. Diese wird mit
dem konstanten Wert 1 belegt. Fiir Ortsvektor p folgen daraus die homogenen Koordina-

ten
P= (”) .
1

Im Folgenden werden — wie in diesem Beispiel — homogene Koordinaten durch Grol3-
schreibung gekennzeichnet. Dementsprechend bezeichnet man Matrix

5 Ry t! Ry t!
Tuo=| ¢ g k| =] T ik (2.10)
oo 1 0" 1
als homogene Transformationsmatrix. Diese definiert homogene Transformation
Pi — fvik Vk
i _ k
1 1 (2.11)
o Ruvf el 1) [ Ryt 4l
07" v +1-1 1

Die obere Zeile stellt dabei Transformationsvorschrift (2.6) dar. Die homogene Trans-
formation (2.11) fasst also tatsdchlich Rotation und Translation in nur einer einzigen
Matrizenmultiplikation zusammen. Im Folgenden wird fiir homogene Transformations-
matrix kurz homogene Transformation verwendet. Die korrekte Bedeutung geht dabei
jeweils aus dem Kontext hervor.

Eine Erweiterung der homogenen Transformation vom bisher diskutierten 2D- auf den
3D-Fall ist problemlos moglich und wird ab Abschn. 2.4.2 benétigt. Wie in Abschn. 2.3.2
dargestellt, erweitert sich die Rotationsmatrix fiir eine allgemeine Drehung im Raum auf
eine (3 x 3)-Matrix. Der Translationsvektor beinhaltet dann natiirlich auch eine dritte
Dimension. Damit erweitert sich Tj; aus (2.10) von einer (3 x 3)- auf eine (4 x 4)-Matrix
mit drei Nullen in der letzten Zeile.

Neben den hier behandelten Anwendungen in der Robotik kommen homogene Koor-
dinaten besonders in der maschinellen Bildverarbeitung zum Einsatz. Hier kénnen zusitz-
lich eine perspektivische Transformation sowie eine Skalierung durch Modifikation der

4 Die Bezeichnung homogen kommt aus der projektiven Geometrie. Eine weitere Erklirung der
Eigenschaften homogener Koordinaten ist im Kontext der Robotik nicht so elementar, so dass hier
darauf verzichtet werden kann.
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letzten Zeile der homogenen Transformationsmatrix erfolgen. Beispielsweise erhilt man
eine Skalierung, indem das Element ganz unten rechts (siid-ostlichstes Element) zu !/s mit
s > 0 gewdhlt wird:

Ry tl, (M) [ Ruvf i1
T 1 1
or ! 1

s

Das Ergebnis beinhaltet im letzten Element !/s. Um es auf homogene Koordinaten-Form
zu bringen (letztes Element 1!), muss es mit s skaliert werden. So erhilt man

P\ _ [ s (Ruv 41
1 1

Daraus erkennt man: s > 1 fiihrt zu einer Streckung, 0 < s < 1 zu einer Stauchung.
Die rechte Seite der inversen Transformation (2.7) ergibt ausmultipliziert
vk = RikT Pi - RikT ,?k .
Fiir die Inverse zu (2.11)
vk =T, Pl =T}, P!

folgt daraus sofort die inverse homogene Transformationsmatrix

5 Ry —RyTt!
Tu =] F £ ik | 2.12)
0’ 1

Damit erleichtert sich die sonst aufwendige Berechnung der Matrixinversen.
Beispiel 2.6. Welterfuhrung von Beispiel 2.4: Es sollen die homogenen Transformations-

matrizen T, x und Tk, berechnet werden. Aus Beispiel 2.3 ist hierfiir bereits Basis bzw.
Rotationsmatrix
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bekannt. Aus (2.10) folgt daraus die gesuchte homogene Transformationsmatrix zu

- ) 1 V3 4
i Ru /2 /2
T = =

of 1 V3 12 2
0 0 1

Mit transponierter Rotationsmatrix

und
IR o I VAT i £ WS O C RV D (R SRE
AR OV R A V) 2\2-43 1-23
373
~ \+2.46
ergibt sich nach (2.12) die gesuchte inverse homogene Transformationsmatrix zu

- _ 2 Vi —2-43

= | Rik —Rix t;k

T =T = . =| =32 12 —1+23
0 ! 0 0 1

Plausibilitdts-Check: Der Translationsvektor aus Tk,- stellt den Ursprung von S; in Sk-
Koordinaten dar. Aus Abb. 2.6 kann man die Six-Koordinate des Ursprungs von S;
graphisch abschitzen zu S’lk = (—3.8;2.5). Dies bestitigt obige Rechnung. <
Lost man (2.11) nach V* auf, so erhilt man
Vk — ’fl k*l Pi )

Daraus ergibt sich der zu (2.8) analoge Zusammenhang

T = Tu ™" 2.13)
Im Unterschied zu Rotationsmatrizen ist die Inverse einer homogenen Transformations-

matrix aber nicht einfach durch deren Transponierte gegeben, sondern vielmehr durch die
komplizierte Rechenanweisung aus (2.12).
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Es tritt noch eine weitere Analogie zu Rotationsmatrizen auf: Analog zu (2.5) gilt auch
bei homogenen Transformationsmatrizen eine Verkettungs-Regel:

]

Tix =Tij Tjk

i
Damit kénnen die eingangs erwihnten Transformationsketten durch das Produkt der ein-
zelnen homogenen Transformationsmatrizen dargestellt werden. Dabei gilt: Benachbarte
Indizes — wie in obigem Beispiel Index j — miissen gleich sein. Auferdem miissen auf
beiden Gleichungsseiten jeweils der erste (hier: /) und letzte (hier: k) Index gleich sein.
Beispiel einer Transformationskette mit drei homogenen Transformationsmatrizen:

7125 = TZ] fu 7:45-

Bei komplizierten physikalischen Anordnungen mit vielen lokalen Koordinatensyste-
men hilft ein Transformationsgraph die Ubersicht zu behalten und mogliche Verbindun-
gen zwischen Koordinatensystemen als Pfade im Graphen zu ermitteln. Elemente eines
Transformationsgraphen sind:

e Knoten i; steht fiir Koordinatensystem S;: @ .
. ) ) . T
e Gerichtete Kante von Knoten j zu Knoten i; steht fiir 7};:

Bei den Kantenpfeilen ist die etwas gewohnungsbediirftige Pfeilrichtung zu beachten:
Aus der tiblichen Leserichtung (also von links nach rechts) der Indizes von f}j wird
die umgekehrte Reihenfolge suggeriert, ndmlich von i zu j. Tatsdchlich aber zeigt die
Pfeilrichtung die Richtung der Transformation an, also S; — S;.

Im Transformationsgraph gelten folgende Regeln:

e Analog zur Vektorsumme verliuft ein Pfad vom Startpunkt zum Endpunkt (Spitze) der
gesuchten Kante.

e Durchléduft der Pfad eine Kante in dessen Richtung, so muss mit der zugehdrigen
Transformationsmatrix von links her aufmultipliziert werden; bei entgegengesetzter
Richtung muss die inverse Transformationsmatrix verwendet werden.

Beispiel 2.7. Gegeben sei der Manipulator aus Abb. 2.7 mit drei Manipulatorsegmenten,
die durch unterschiedliche Farben voneinander abgegrenzt sind. Die Manipulatorsegmente
seien durch Rotationsgelenke (kleine Kreise) drehbar gelagert. Das erste Manipulatorseg-
ment (blau) besitze als korpereigenes Koordinatensystem S;. Dem mittleren Manipulator-
segment (olivgriin) sei S, zugeordnet. Im Mittelpunkt des Greifers befinde sich schlieSlich
das korpereigene Koordinatensystem S3 des letzten Manipulatorsegments (dunkelrot).
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Abb. 2.7 Manipulator mit drei Greifer, TCP
Manipulatorsegmenten und
externem Punkt P

Fiir eine bestimmte Auslenkung aller drei Gelenke seien die Position eines Punktes
P in Weltkoordinaten als Ortsvektor p sowie die homogenen Transformationen Ty, 7>
sowie T»3 bekannt. Gesucht sind dafiir die Greiferkoordinaten von P.

Die gesuchten Koordinaten beschreiben den in Abb. 2.7 eingetragenen Ortsvektor v
in S3-Koordinaten. Der gegebene Ortsvektor p sowie der gesuchte Ortsvektor v3 wird
zundchst jeweils auf homogene Koordinaten erweitert:

Der gesuchte Vektor v? ergibt sich damit zu

3 ~
(”1) —V3i=TyP.

Im Transformationsgraphen aus Abb. 2.8 ist die gesuchte Transformation rot markiert,
die gegebenen Transformationen sind dunkelgriin. Das vorliegende Beispiel ist so einfach
gestaltet, dass es nur einen Pfad von S3 zu S, gibt (grauer dicker Pfeil). Der Pfad durch-
lauft dabei alle Kanten entgegen deren Richtungen. Daher folgt aus den Rechenregeln des
Transformationsgraphen jeweils eine Multiplikation mit der inversen Transformationsma-
trix der jeweils durchlaufenden Kante. Aufmultiplizieren von links liefert schlielich

2 7 -l 17 -1

Tyo=Tyn T Tn
%
Multiplikationsrichtung

(= 7~"32 7:21 TIO) . <
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Abb. 2.8 Transformations-

To1
graph fiir die Anordnung aus @—>@

Abb. 2.7 A

T2 T30

Pfad

Sa
To3

Beispiel 2.8. Fortsetzung von Beispiel 2.7: Der TCP (= Ursprung von S3) befindet sich in
S3-Koordinaten (trivialerweise) im Ursprung 0. Damit folgen die Weltkoordinaten #3 des

TCP aus
13 ~ 0
=T .
Das darin bendtigte To3 kann mit (2.12) aus To3 = 7~"30’1 berechnet werden. Letztere
homogene Transformationsmatrix ist aus Beispiel 2.7 bereits bekannt. <

Beispiel 2.9. Der Manipulator aus den vorangegangenen Beispielen soll nun am Mo-
tor eines Autos Arbeiten durchfiihren. Die genaue Position, an der manipuliert werden
soll, sei in Motorblock-Koordinaten S5 gegeben. S5 sei wiederum in Auto-Koordinaten
S4 gegeben. Sy sei schlieBlich in Weltkoordinaten bekannt, siehe Abb. 2.9. Gesucht ist die
homogene Transformation vom Motorblock zum TCP.

Greifer, TCP

NG

Motorblock

N 4
B N

?JOA

i 91 S4

So Zo

Abb. 2.9 Schema einer Fertigungszelle aus Beispiel 2.9 mit Manipulator und Auto
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Abb. 2.10 Transformations- Toa
graph fiir die Anordnung aus @

Abb. 2.9

Gegeben seien die folgenden homogenen Transformationen:

e Ty (TCP- in Weltkoordinaten; aus vorangegangenen Beispiel bekannt)
e Ty, (Auto- in Weltkoordinaten)
e 7,5 (Motor- in Autokoordinaten)

Diese fiihren, zusammen mit der gesuchten homogenen Transformation Tss, zum Trans-
formationsgraphen aus Abb. 2.10. Vom Fquunkt zur Spitze von T35 fuhrt ein Pfad tiber
die gegebenen homogenen Transformationen T45, T04 und T30 = T03 . Von links her
aufmultipliziert liefert

Tss = Tso Toa Tas = Tos " Toa Tus - <

2.3 Rotationen

Aus Abschn. 2.2.2 ist bereits bekannt: Die Basis eines Koordinatensystems, bezogen
auf ein zweites Koordinatensystem, kann zur Rotation von Vektoren verwendet werden.
Folgerichtig wurde Basis in Rotationsmatrix umbenannt. Bislang wurden Basen bzw. Ro-
tationsmatrizen durch Ablesen der Orientierung der Einheitsvektoren bestimmt.

In diesem Abschnitt werden die dabei offen gebliebenen, fiir die Kinematik eines Ma-
nipulators essentiellen Fragestellungen behandelt:

e FEin Koordinatensystem soll um einen vorgegebenen Winkel verdreht werden. Wie kann
durch Vorgabe dieses Drehwinkels die zugehorige Rotationsmatrix erzeugt werden?

e Zum vorangegangenen Punkt das (deutlich aufwendigere) Umkehrproblem: Wie kann
aus einer gegebenen Rotationsmatrix der zugehorige Drehwinkel berechnet werden?

e FErweiterung obiger beider Fragestellungen auf den 3D.

e Gibt es neben Rotationsmatrizen noch weitere Moglichkeiten zur Vorgabe der Orien-
tierung eines Korpers im Raum?
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Abb. 2.11 Rotation eines
Koordinatensystems um
Winkel 6 im 2D

Einheitskreis
7/

2.3.1 Rotationenim 2D

Wie in Abb. 2.11 dargestellt, soll Koordinatensystem Sj aus einem Bezugskoordinaten-
system S; um einen Winkel 6 im mathematisch positiven Drehsinn herausgedreht werden.
Die Einheitsvektoren von Sy in S;-Koordinaten konnen durch elementare geometrische
Beziehungen in Abhingigkeit von 6 angegeben werden zu

i 0 i —sinf
wo= () wegwe= (),

Um dabei Drehwinkel 6 im II.-Quadranten zu identifizieren, ist folgender Hilfssatz der
Elementar-Geometrie hilfreich: Zwei Winkel, deren Schenkel paarweise aufeinander
senkrecht stehen, sind entweder gleich gro8 oder ergéinzen sich zu 180 °.

Aus den von 6 abhingigen Einheitsvektoren wird schlieBlich (2D-)Rotationsmatrix

(2.14)

Ri(0) = el (0) el (0)] = [0089 —sin91|'

sinf  cos6

zusammengesetzt.

Beispiel 2.10. Koordinatensystem S; aus Beispiel 2.2, Abb. 2.3 ist um +45° gegeniiber
So gedreht. Mit 6 = 45° folgt aus (2.14)

~ o cos45° —sin45° I {1 -1
Ro1(45°%) = | .~ .| == .
sin 45 cos 45 V211

Dieses Ergebnis kann leicht graphisch in Abb. 2.3 validiert werden.
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Analog ergibt sich in Beispiel 2.3, Abb. 2.5 fiir Drehwinkel 6 = 60 °:

cos 60° —sin 60° _l 1 =3
sin60°  cos 60° 213 1 '

Die Orientierung eines Korpers in einem Bezugskoordinatensystem S; wird oft durch
seine Rotationsmatrix Ry angegeben. Alternativ dazu kann die Orientierung auch durch
Drehwinkel 6 spezifiziert werden. Hier stellt sich oft die Umkehraufgabe zu (2.14): Fiir
eine gegebene Rotationsmatrix soll der Drehwinkel berechnet werden. Dabei wird Werte-
bereich | — 7; ] festgelegt.

Bezeichnet man die Elemente der Rotationsmatrix geméaf

o ' T2
Rix = .
21 I
so ldsst sich der folgende trigonometrische Zusammenhang aufstellen:

a1 sin 8 1
— = =tanf <= 0 = arctan —
1 cos 6 m

Die dabei verwendete Arkustangens-Funktion arctan liefert jedoch definitionsgemif} nur
Winkel im eingeschriankten Bereich | — 7/2; 7/2[, also im 1. und IV. Quadranten.

Mathematisch gesehen gehen tatsidchlich im II. Quadranten gelegene Winkel durch
Punktspiegelung am Ursprung iiber in den IV. Quadranten; analog wird der III. Quadrant
in den I. Quadranten gespiegelt.

Anschaulich lisst sich dies dadurch erkliren, dass bei der Quotientenbildung 721/r,, Vor-
zeicheninformationen verlorengehen: Ein positiver Bruch kann entweder 51 > 0 A ry; >
0 (I. Quadrant) oder r5; < 0 A r;; < 0 (II. Quadrant) bedeuten. Ein negativer Bruch
hingegen kann entweder r,; > 0 A r;; < 0 (Il. Quadrant) oder rp; < 0 A r;p > 0
(IV. Quadrant) bedeuten. Damit kann also nicht mehr zwischen II. und IV. Quadranten
oder zwischen I. und III. Quadranten unterschieden werden. Der arctan ist nun so definiert,
dass er im Zweifel stets Werte aus dem 1. oder IV. Quadranten liefert.

Fiir Positionen im I. Quadrant liefert der arctan fiir x = r;; = 1,y = rp; = 1 (in
Abb. 2.12 der blaue Punkt oben rechts) den korrekten Winkel

1
arctan 1= arctan 1 = 7/4.

Man erhilt aber denselben Winkel auch fiir x = r;; = —1, y = ry; = —1 (also fiir
Positionen im III. Quadranten, in Abb. 2.12 der blaue Punkt unten links), also

-1
arctan o= arctan 1 = 7/4.
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Abb. 2,12 Prinzipskizze zur vom arctan
4-Quadrant Arkustangens- A Y gespiegelter Punkt
Funktion. Blau: arctan spiegelt

tatsdchlicher Punkt

: o, +7
vom III. in den I. Quadranten; /" ©
es muss mit —7 korrigiert @ 4 p @
werden. Rot: Spiegelung vom
II. in den IV. Quadranten und ,\Xﬁ /1
Korrektur um 7 z
y—ﬂ'
'Vg - / N
/o"' "o
tatsachlicher Punkt vom. arctan
gespiegelter Punkt

Fiir diesen zweiten Fall wire im geforderten Wertebereich der korrekte Winkel 7/4 — & =
—3/47r, es muss also 7 abgezogen werden (2. Zeile aus (2.15)).

Liegt hingegen ein Punkt im II. Quadranten vor (in Abb. 2.12 der rote Punkt oben
links), so muss der mit dem arctan berechnete Winkel um + 7 korrigiert werden (3. Zeile
aus (2.15)). Daher erweitert man den Arkustangens zum 4-Quadrant Arkustangens und
schreibt dafiir arctan2. Dieser liefert fiir alle Quadranten korrekte Winkel. Damit der
tatsichlich vorliegende Quadrant ermittelt werden kann, wird als Argument nicht mehr
nur der Quotient ¥/x, sondern es werden beide Werte separat {ibergeben: arctan2(x, y).

Leider existiert kein Standard zur Reihenfolge der Argumente. In manchen Biichern,
Formelmanipulationsprogrammen und Programmbibliotheken findet man auch die umge-
drehte Reihenfolge der Argumente.

Fiir den geforderten Wertebereich —7 < 6 < & ergibt sich so folgende Funktionsvor-
schrift:

arctan % fiirx > 0

arctany — 7 firx <0 A y <0

X

arctan2 + 7 firx <O Ay >0

0 = arctan2(x, y) = (2.15)

[SIE]

firx=0Ay>0

-3 firx=0Ay <0

nicht definiert fiirx =y = 0.
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Mit Hilfe der 4-Quadrant Arkustangens-Funktion ergibt sich das oben gestellte Um-
kehrproblem zu (2.14) schlielich zu

60— arctan2(ryy,ry) fiirry #0 A 1y #0 (2.16)

nicht definiert sonst.

Im unteren Fall liegt der Punkt im Ursprung und es ist anschaulich klar, dass dafiir kein
Drehwinkel angegeben werden kann.

Beispiel 2.11. Fiir Rotationsmatrix

N 1|1 =3
e ]

aus Beispiel 2.10 erhilt man nach (2.16) Drehwinkel

(wegen x > 0 aus (2.15))
= a

3
0 = arctan2(1/2, v3/2) = arctan2(1, V3) rctan 4 =60°. «

2.3.2 Elementar-Rotationenim 3D

Die bisherigen Betrachtungen zu Rotationsmatrizen in der Ebene werden von nun an auf
den Raum erweitert. Durch Ergénzung des x-y-Koordinatensystems um eine dritte Di-
mension zu einem Rechtssystem kann die Rotation aus Abb. 2.11 als eine Rotation um die
z-Achse interpretiert werden. Bei einem Rechtssystem zeigen die ersten drei ausgestreck-
ten Finger der rechten Hand in Richtung der Koordinatenachsen (sogenannte Rechte-
Hand-Regel), siehe Abb. 2.13.

Wie in Abb. 2.14 dargestellt, gilt bei Rechtssystemen die Schraubenregel: Zeigen die
Finger der rechten Hand in Drehrichtung, so zeigt der Daumen in Richtung der Drehachse.

Abb. 2.13 Die ersten drei aus- 7
gestreckten Finger der rechten
Hand zeigen in Richtungen der Yy
Basisvektoren eines Rechtssys-
tems \
f. L
X
_—
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Abb. 2.14 Elementar-Rotation
um die z-Achse: Erweiterung
von Abb. 2.11 um die z-
Dimension. Die Drehrichtung
kann durch die Schraubenregel
bestimmt werden. Das rotier-
te Koordinatensystem S ist
zur besseren Unterscheidung
gegeniiber S; mit kiirzeren
Achsen dargestellt

Damit legt die Drehachse nicht nur die Lage der Drehebene (im Beispiel die x-y-Ebene)
fest, sondern auch die Zihlrichtung des Drehwinkels.

Bei 3D-CAD-Systemen hat sich ein Standard zur Farbkodierung der Achsen eines 3D-
Koordinatensystems herausgebildet. Diesem Standard folgen die Darstellungen des vor-
liegenden Buches:

e x-Achse: cyan (blaugriin)
e y-Achse: magenta (purpur)
e z-Achse: goldgelb

2D-Rotationsmatrix (2.14) erweitert sich damit um eine Dimension auf 3D-Rotations-
matrix

cosf —sinf O
R.(0) = |sind cos® 0. (2.17a)
0 0 1

Index z kennzeichnet dabei die Rotationsachse. Da sich durch diese Rotation die x- und
y-Werte gemif (2.14) verdndern, muss die linke obere 2 x 2-Teilmatrix aus (2.17a) mit
(2.14) identisch sein. Der z-Wert bleibt bei der betrachteten Rotation unverdndert. Daher
muss das 33-Element mit 1 belegt sein und die restlichen Elemente der 3. Spalte und
3. Zeile miissen verschwinden.

Eine Rotation um nur eine Koordinatensystem-Achse bezeichnet man als Elementar-
Rotation.

Im Folgenden werden die in der Robotik iiblichen Abkiirzungen

c=cosf, s=sinf



68 2 Direkte Kinematik

verwendet. Dabei kann die Bezeichnung des Winkels variieren (anstelle von € zum Bei-
spiel «, B, etc.). Welcher Winkel gemeint ist, geht aus dem Kontext hervor.

Elementar-Rotationsmatrizen um die x- und y-Achse lassen sich aus der Elemen-
tar-Rotation um die z-Achse leicht herleiten: Abb. 2.15 zeigt links die Rotation um die
x-Achse. Ein Vergleich der Rotationsebenen aus Abb. 2.14 und Abb. 2.15 ergibt: Die x-
und y-Achse aus Abb. 2.14 wird durch die y- und z-Achse aus Abb. 2.15 ersetzt. Fiir eine
Drehung in der y-z-Ebene gilt wieder Rotationsmatrix (2.14). Durch Erweiterung um die
x-Dimension folgt damit analog zur Drehung um die z-Achse als Rotationsmatrix:

0
c —s|. (2.17b)
S

Die elementare Rotation um die y-Achse illustriert Abb. 2.15 rechts. In diesem Fall wird
die y- und x-Achse durch die x- und z-Achse ersetzt. Dieser Tausch ergibt mit (2.14) 2D-
Rotationsmatrix

z¥ c —s| (2 czl —sx! xk c s|x
k|~ i = i S k|~ i)
X s X sz +cx z -5 c z
Erginzt man die y-Dimension, folgt schlieBlich die gesuchte letzte elementare Rotations-

matrix

0 s
R,=(0 1 0f. (2.17¢)
0 ¢

Abb. 2.15 Elementar-Rotationen; /inks um die x-Achse, rechts um die y-Achse
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Ein Vergleich der drei Elementar-Rotationsmatrizen ergibt folgende Bildungsregel: Das
Diagonalelement betréigt an der Position der Drehachse stets 1; die zugehdrige Zeile und
Spalte wird mit Nullen aufgefiillt. Fiir die verbleibende 2 x 2-Untermatrix gilt: Die Dia-
gonalelemente betragen stets cos 6; die verbleibenden (nichtdiagonalen) Elemente bilden
sich immer aus sin 6 und — sin 6, wobei die Vorzeichenreihenfolge von R , gegeniiber R,
und RL variiert.

2.3.3 Verkettete Rotationen und allgemeine Eigenschaften
von Rotationsmatrizen

Hintereinander ausgefiihrte Rotationen fiihren zum Produkt der Rotationsmatrizen. Soll
beispielsweise S| durch eine Drehung Ry; aus dem Weltkoordinatensystem S, hervorge-
hen, so folgt fiir die Darstellung eines Vektors v

v’ = Ry v'.

Eine anschliefende zweite Drehung mit Rotationsmatrix R, dreht das S;-Koordinaten-
system in ein neues Koordinatensystem S5:

= R]z v
etzt man v’ in die erste Transformationsvorschrift ein, so erhilt man
Setzt Vind te Transformat hrift halt
vo = R()l R12 1)2 = R02 ‘U2 .

Die beiden hintereinander ausgefiihrten Rotationen ergeben also das Produkt Ro». Dies
soll am Beispiel R = R,(45°), R, = R, (60 °) veranschaulicht werden:

Beispiel 2.12. Abb. 2.16 links zeigt Drehreihenfolge Ry R,. Zuniichst wird S; aus S, mit
einer Drehung um die y-Achse um Drehwinkel ; = 45 ° herausgedreht. Die zugehorige
Drehebene wird dabei durch die horizontal liegende Kreisscheibe illustriert. Bei dieser
Drehung édndert sich die y-Achse nicht, wohingegen die z;- und x;-Achse nach links
verdreht werden.

Die anschlieende Drehung erfolgt um die x;-Achse. Die zugehorige Drehebene wird
diesmal durch die vertikal stehende Kreisscheibe illustriert. Da um die x;-Achse gedreht
wird, dndert sich x; nicht, wihrend die y;- und z;-Achse nach rechts gedreht werden. Die
zweite Drehung bezieht sich also auf die Orientierung von S;. <

Aus diesem Beispiel kann man folgende allgemeine Regel ableiten:
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R,(45°) R, (60°) R4 (60°) Ry (45°)

Yo = Y1 Yo

Abb. 2.16 Verkettete Rotationen: Drehmatrizen sind hinsichtlich der Multiplikation nicht kommu-
tativ

Regel fiir hintereinander ausgefiihrte bzw. verkettete Rotationen:
Die bei einem Produkt

R\ R,
zweier Rotationsmatrizen links stehende Rotationsmatrix R, stellt immer die Bezugsori-

entierung fiir die rechts stehende Rotationsmatrix Rz dar. Mit anderen Worten: Rz dreht
sich bezogen auf die in R; enthaltenen Achsen.

Denkt man sich links von R 1 noch eine Einheitsmatrix (als Orientierung ROO = E des
Weltkoordinatensystems) hinzu, so dreht nach obiger Regel R; bezogen auf die Achsen
des Weltkoordinatensystems.

Aus obiger Regel ergeben sich zwei unterschiedliche Vorgehensweisen zur Rotation:
1. Rotation im bewegten Bezugssystem: Wird R, von rechts gemif
Roo Ry Ry = Ry R
auf R, multipliziert, so dreht R, beziiglich der Orientierung der Achsen von R;. Der

Pfeil kennzeichnet dabei die Multiplikationsrichtung. Wegen Roo = E kann Ry weg-
gelassen werden.
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2. Rotation im festen Bezugssystem Weltkoordinaten: Wird R, von links gemif
Ry Ry Ry = Ry R,
— —

auf Rl multipliziert, so dreht Rz beziiglich der Orientierung der Achsen von ROO (also
der Achsen des Weltkoordinatensystems).

Hinweise:
e Im Allgemeinen gilt bei Matrizenmultiplikation das Kommutativgesetz nicht, so dass
R 1 iéz 75 iéz R 1-

Dies ist anschaulich klar: Die Reihenfolge von Drehungen spielt eine Rolle! Um dies
zu illustrieren, zeigt das rechte Teilbild von Abb. 2.16 die umgekehrte Drehreihenfolge
wie das linke Teilbild. Man erkennt deutlich die unterschiedlichen Orientierungen des
jeweils resultierenden Koordinatensystems S,.

e Rotationen um feste Achsen liefern dieselbe Endorientierung wie dieselben Rotationen
in umgekehrter Reihenfolge in bewegten Achsen.

Beispiel 2.13. mit drei Rotationen:

Rotation in festen Achsen (Multiplikation von links):
1. Rotation Rl bezogen auf Sj: E 17(’1

2. Rotation Rz bezogen auf Sj: E &)Iél

3. Rotation R3 bezogen auf Sy: E R3 Rz Rl = I§3 Rz Rl
—>

Rotation in umgekehrter Reihenfolge in bewegten Achsen (Multiplikation von rechts):
1. Rotation R3 bezogen auf Sy: E R; = R;
<

2. Rotation Rz bezogen auf S3: ﬁ3 Iéz
H

3. Rotation Rl bezogen auf S,: R3 Rz Rl <
<
Allgemeine Eigenschaften von Rotationsmatrizen:

e Zeilen- und Spaltenvektoren sind auf 1 normiert und stehen senkrecht aufeinander (or-
thonormale Matrix). Aus dem Skalarprodukt der Basisvektoren folgt damit

RR" =E.
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Multipliziert man beide Seiten von links mit R~!, so folgt daraus die wichtige Eigen-
schaft

R71 = RT — Iéki == R,’k71 - IéikT .
Dies bestitigt das frithere Resultat (2.8) bei 2D-Rotationen.

e Wegen
RR"£E = Det(RR") = Det(R)’ £ Det(E) = 1
gilt fiir jede Rotationsmatrix
Det(R) = £1.

e FEine orthonormale 3 x 3-Matrix ist genau dann eine Rotationsmatrix, wenn deren De-
terminante 1 betréigt. Dies folgt daraus, dass drei Basisvektoren ey, ey, e, genau dann
ein Rechtssystem bilden, wenn

Det([ex e, ez]) =1.

Einen formal gefiihrten Beweis findet der besonders interessierte Leser in [5, Abschn.
6.6.8]: ,,Die orthogonale Gruppe “.

Bei Rotationen mit Drehwinkeln, die ein Vielfaches von 90 © betragen, kann die Rotati-
onsmatrix graphisch ermittelt werden. Hierzu liest man die Koordinaten der Basisvektoren
in Bezugskoordinaten aus der graphischen Anordnung der Koordinatensysteme ab. Da
der Drehwinkel auf Vielfache von 90 ° beschrinkt ist, bestehen deren Koordinaten nur aus
{0, £1}.

Beispiel 2.14. Graphische Bestimmung von Rotationsmatrizen:

Koordinatensystem S; sei wie in Abb. 2.17 dargestellt, rechtwinklig gegeniiber dem
Weltkoordinatensystem verdreht. Rotationsmatrix Ro; kann graphisch ermittelt werden,
indem man die Koordinaten von ey, e,; und e;; in So-Koordinaten aus der Darstellung
abliest und diese zu einer Rotationsmatrix zusammenfasst:

0 1 0
Roi =[e§31 e e?l]z 0 0 —1]. <
-1 0 O

Man kann jede Rotationsmatrix und damit Orientierung eines Korpers durch drei ver-
kettete Rotationen um linear unabhiingige Achsen erzeugen. Je nach Reihenfolge und
Wahl dieser Drehachsen existieren unendlich viele Mdoglichkeiten zur Bildung der Ro-
tationsmatrix. Der nédchste Abschnitt behandelt davon eine in der Robotik weit verbreitete
Konvention, ndmlich die Euler-Winkel-Darstellung.
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Abb. 2.17 Sonderfall von
Beispiel 2.14: Drehung um
rechte Winkel Yo

2.3.4 Orientierung durch ZYZ Euler-Winkel

Die ZYZ Euler-Winkel-Konvention besteht aus drei hintereinander ausgefiihrten Drehun-
gen in den jeweils gedrehten Achsen. Die Bezeichnung ZYZ kennzeichnet dabei die
Reihenfolge der Drehachsen: Erste Drehung um die zo-Achse, zweite Drehung um die
yi-Achse, dritte Drehung um die z,-Achse. Bei Euler-Drehungen werden die Drehwinkel
stets mit & (1. Drehung), 8 (2. Drehung) und y (3. Drehung) bezeichnet. Um die Wirkung
einer Euler-Drehung zu illustrieren, wird im Folgenden jede Drehung einzeln dargestellt:

S ergibt sich aus einer Rotation von Sy um die zyp-Achse um Drehwinkel «, siche
Abb. 2.18.

Abb. 2.18 ZYZ Euler-Dre-

hung 1: ¢ = 30° 20 = 21

Rotationsebene 1

3 Die Darstellung mit Rotationsebenen und Aufteilung in drei Schritten ist von der Idee her von [4,
S. 119] iibernommen.
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Abb. 2.19 ZYZ Euler-Dre-

Rotationsebene 3
hung2: B =40°

Abb. 2.20 ZYZ Euler-Dre-
hung 3: y =30°

Die Drehung mit Drehachse z, erfolgt in der durch einen ausgefiillten Kreis markierten
Rotationsebene 1. S; ergibt sich aus einer Rotation von S| um die y;-Achse um Drehwin-
kel B, siche Abb. 2.19. Nun ist y; die Drehachse. Rotationsebene 2 ist aus Griinden der
Ubersichtlichkeit nicht dargestellt. Rotationsebene 1 (aus vorangegangenem Schritt) geht
bei dieser Drehung in Rotationsebene 3 iiber. S; ergibt sich aus einer Rotation von S,
um die z,-Achse um Drehwinkel y, siche Abb. 2.20. Die letzte Drehachse ist z;. Diese
bewirkt eine Drehung in Rotationsebene 3 der Achsen x; — x3 und y, — ys.

Die aus diesen drei Einzelrotationen entstehende Gesamtrotation ist beispielhaft in
Abb. 2.21 auf einen Zangenkorper angewendet. Zur Berechnung der Rotationsmatrix die-
ser Gesamtrotation muss von rechts aufmultipliziert werden, da jeweils eine Rotation in
bewegten Achsen vorliegt. So erhilt man

Ros(@, B.y) = Ro(@) R,(B) R=(y)
und nach einigen elementaren mathematischen Umformungen weiter:

Cq CBCy— S Sy —Cq CB Sy — Sq Cy Co 5B
Roz(et, B,y) = | sqcpcy +cosy —Sq CB Sy + Ca ¢y Sa Sp (2.18)

S Cy Sp Sy cp
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Hierfiir ist in der Robotik die Bezeichnung
Euler323(a, B, 7) = Ros(a, B, 7)
iiblich. Alternativ findet sich auch oft Schreibweise EulerZYZ.

Durch Vorgabe der Euler-Winkel («, 8, y) kann jede beliebige Orientierung im Raum
beschrieben werden. Oft ist dafiir die Umkehraufgabe gefragt: Welche Euler-Winkel fiih-
ren zu einer vorgegebenen Orientierung R?

Eine Funktion, die diese Aufgabenstellung 16st, wird umgangssprachlich als inverser
Euler bezeichnet. Man schreibt:

InvEuler323(R) = (a, B.y).

Eingangsgrofie dieser Funktion ist Rotationsmatrix R mit Zahlenwerten. Fiir die Euler-
Drehung aus Abb. 2.18-2.20 wiire dies beispielsweise

0.324533  —0.76472  0.55667
R =1 076472 0.558489 0.321394 | . (2.19)
—0.55667 0.321394 0.766044

Durch einen geschickten Vergleich dieser numerischen Rotationsmatrix mit (2.18) kann
man unter bestimmten Bedingungen die Euler-Winkel berechnen. Um dies fiir den allge-
meinen Fall herzuleiten, wird eine Rotationsmatrix mit allgemein gehaltenen Eintrdgen
r;; betrachtet:

r ri2 i3

R=1ry rn s
r3p '3z 133
(2.20)
Cq CBCy — So Sy —Cq CB Sy — Sa Cy Co S8
(2.18)
=" |sqcpcy +cosy —Sq Cp Sy + CuCy So Sp
—Sp Cy Sg Sy Cp

Mit dem 31- und 32-Element aus (2.18) ergibt sich

ra? = (=550’ 4 (5p5,) = 557 (¢, +5,°) = 557

- sﬂll:i r312+r322
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Dabei und im gesamten folgenden Text gilt bei Fallunterscheidungen immer Index 1 fiir
das obere Vorzeichen, Index 2 fiir das untere. So folgen die gesuchten Euler-Winkel zu:

P2 = arctan2(r33, +r2 + r322)

'y I3
fir ¢{0,7}: o= arctan2(—‘, —)
12 Sp12 Spia (2.21)

fir B ¢{0,7}: yi2= arctanZ(—r‘l’ ri)
Sp12 SB1.2

Sonderfall 8 € {0, z}: Eingesetzt folgt fiir die Rotationsmatrix

o T2 T3 Ecq €y — Sa Sy —Sa €y F Ca Sy 0
~ (2.18), Bel0.x}
R=|ry rn s = +s5q ¢) + Co sy Co Cy F Sq Sy 0
31 T3 I33 0 0 +1

Additionstheoreme fiihren zur vereinfachten Form

B :I:caiy 7soziy 0
R = :l:sot:i:y Caty 0
0 0 +1

mit oberem Vorzeichen fiir § = 0 und unterem Vorzeichen fiir 8 = 7. Zum Test, ob der
Sonderfall vorliegt, dient das 33-Element:

ri3=1 = B =0und« + y bestimmbar
ri3=—1 = B =180°und o — y bestimmbar

mit
aty= arctanZ(rzz, —r12) . (2.22)

Siehe Aufgabe 2.5 fiir eine Realisierung in Form eines Nassi-Shneiderman-Strukto-
gramms.

Geometrische Interpretation des Sonderfalls: Die Drehachsen fiir o und y sind kolli-
near (fallen aufeinander) — lediglich die Richtung unterscheidet sich fiir § = . Damit ist
also im Fall § = 0 nur Summe « + y definiert; im Fall § = & nur Differenz o — .

Man bezeichnet diese beiden Sonderfille 8 € {0, 7} als Euler-Singularitit. Es wird
weiter unten gezeigt, dass die zugehorige Jacobi-Matrix in diesem Punkt singulédr (De-
terminante Null) wird; daraus leitet sich der Name ab. Das Besondere ist, dass hier die
Orientierung nur durch die zwei Drehwinkel B sowie o £ y beeinflusst werden kann.
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Obwohl immer noch drei Drehwinkel zur Verfiigung stehen, konnen damit also nur zwei
Orientierungsachsen eingestellt werden.

Anmerkung 2.1. zur numerischen Stabilitét: Bei der numerischen Berechnung der Euler-
Winkel konnen schon kleine Rundungsfehler von Zwischenergebnissen zu signifikanten
Fehlern im Endergebnis fiihren. O

Beispiel 2.15. Berechnung von ZYZ Euler-Winkeln:

Die ZYZ Euler-Drehung nach Abb. 2.18-2.20 fiihre zur Orientierung eines Greifers
wie in Abb. 2.21 dargestellt. Die zugehorige Rotationsmatrix liege mit (2.19) vor. Gesucht
sind die ZYZ Euler-Winkel. Wegen |r33] = 0.766044 £ 1 liegt keine Euler-Singularitét
vor. Aus (2.21) folgt:

B1.» = arctan2 <r33, +Vr? + r322) — arctan? (0.766044, +/0.55667> + 0.3213942)

(positiver x-A_nleil in (2.15)) 0.642788

= arctan2(0.766044, +0.642
arctan2(0.7660 0.642788) M 766044

= tarctan0.8391 = £40°
Damit kann sg; » und weiter «, y berechnet werden:

0.55667 0.321394
+sin40° £ sin40°

o, = arctanZ( ) = arctan2 (4+0.55667, +0.321394)

(.15) ] arctan %?52;6369’74 =30° fiir Fall 1
arctan % —180° = —150° fiir Fall 2

Darjz =r3iundry; =ryp gilty = «a.
Zusammengefasst ergeben sich also folgende zwei Sitze an ZYZ Euler-Winkeln:
(o, B,y) €{(30°,40°,30°), (—150°,—40°,—150°)}. <

Abb. 2.21 ZYZ Euler-Dre-
hung eines Greifer-Korpers
nach Abb. 2.18-2.20 23

20

Greifer
zo
Y3

x3
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Beispiel 2.16. Fiir Rotationsmatrix

0.34202 —0.939693 0
R =10.939693 0.34202 0
0 0 1

sollen die ZYZ Euler-Winkel berechnet werden. Hierzu folgt aus r33 = 1 zunichst 8 = 0.
Damit liegt die Euler-Singularitét vor und es kann nur Summe o + y berechnet werden.
Diese ergibt sich aus (2.22) zu

0.939693

o + y = arctan2(ryy, —ry2) = arctan2(0.34202, 0.939693) = arctan 034202

= arctan2.74748 = 70°.
Mogliche Losungen fiir & und y sind damit ¢ = 0, 8 = 70° oder « = 35°, 8 = 35°
etc. Es existieren unendlich viele Losungen, die alle die Eigenschaft besitzen, dass ihre

Summe o + y den Wert 70 ° betragen muss.

Bei einer zweiten Rotationsmatrix

—0.984808 —0.173648 0

R=|-0.173648 0.984808 0
0 0 -1
liegt wegen r33 = —1 ebenfalls eine Euler-Singularitit vor; diesmal jedoch fiir 8 = 180°,

so dass nur Differenz o — y berechnet werden kann:

0.173648

0.984808
= arctan 0.173627 = 10°. <

a —y = arctan2(ryn, —ry2) = arctan2(0.984808,0.173648) = arctan

2.3.5 Alternative Drehwinkel-Darstellungen

In den vorangegangenen Abschnitten wurde dargestellt, dass Rotationsmatrizen und Eu-
ler-Winkel jeweils die Orientierung eines Korpers spezifizieren konnen. Dazu alternative
Moglichkeiten sind:
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Drehachse 3: & Drehachse 2: ©
Drehachse 1: @

\

z20 = 21

Abb. 2.22 Beispiele fiir ZYX Euler-Winkel. Links: Kardanische Aufhdngung; rechts: Darstellung
der Orientierung eines Flugzeugs mit Euler321(®, ©, ¥)

e Drehung in bewegten Achsen: Kardan-Winkel, gleichbedeutend mit ZYX Euler-Win-
keln und RPY-Winkeln (roll — rollen, pitch — nicken, yaw — gieren):

Euler321(a, B,y) = R.(@) R,(B) R.(y)

(Multiplikationsrichtung)

Ca CB Ca SB Sy — Sa Cy Ca Sp Cy + 8o 8y
= |s.cp So S8y + Ca €y S S Cy —Co Sy
—SB CB Sy CpCy

Anwendungen der ZYX Euler-Winkel finden sich oft in der Fahrzeugtechnik sowie
Avionik zur Beschreibung der Orientierung des Fahrzeugs bzw. des Flugkdrpers, siehe
Abb. 2.22°, Bei Landfahrzeugen finden sich fiir die elementaren Drehungen oft auch
folgende synonyme Bezeichnungen:

— Nicken bzw. Neigen: Drehung um die Fahrzeugquerachse

— Gieren bzw. Schleudern: Drehung um die Fahrzeughochachse

— Rollen bzw. Kippen: Drehung um die Fahrzeuglidngsachse

Insgesamt existieren 12 unterschiedliche Darstellungsformen der Orientierung eines
Korpers im 3D durch Euler-Drehung, siehe Appendix B in [2].

6 Quelle von Abb. 2.22 (rechts): Uberarbeitete Version von http://commons.wikimedia.org/wiki/
File:Plane.svg#mediaviewer/File:Plane.svg, erstellt von Juansempere at en.wikipedia. Freigegeben
unter Creative-Commons-Lizenz 3.0 nicht portiert — Weitergabe unter gleichen Bedingungen, Link
zuletzt tiberpriift am 17.11.2019.


http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Plane.svg#mediaviewer/File:Plane.svg
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Plane.svg#mediaviewer/File:Plane.svg
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Die Anzahl der 12 moglichen Darstellungsformen ergibt sich aus folgender kombinatorischer
Uberlegung: Die drei Drehachsen werden hintereinander in einem sogenannten 3-er-Tupel ange-
ordnet. Fiir die erste Stelle dieses Tupels kommen drei mogliche Besetzungen x, y, z in Frage.
An der zweiten Stelle des Tupels darf nicht der Eintrag der ersten Stelle wiederholt werden, da
ja nicht zweimal um dieselbe Achse gedreht werden darf. Damit liegen hier zwei Moglichkeiten
vor. Bei der dritten Stelle gilt dasselbe wie bei der zweiten Stelle. So folgt die Zahl moglicher
Besetzungen des 3-er-Tupelszu: 3 - 2 - 2 = 12.

Drehung um feste Achsen mit Drehreihenfolge:

1. S ergibt sich aus einer Rotation von Sy um die x¢-Achse um Winkel «
2. §; ergibt sich aus einer Rotation von S; um die yo-Achse um Winkel
3. §; ergibt sich aus einer Rotation von S, um die zyp-Achse um Winkel y
Dafiir verwendet man Konvention

Fix123(e, B,y) = R.(y) R,(B) Ry () .

(Multiplikationsrichtung)

Dabei ist die Reihenfolge der Matrix-Multiplikationen zu beachten:

— Bislang behandelte Euler-Drehungen: Aufmultiplikation von rechts, da Drehungen
in bewegten Achsen.

— Beim vorliegenden Fall einer Drehung um feste Achsen muss von links her aufmul-
tipliziert werden.

Nach der Regel fiir verkettete Rotationen aus Abschn. 2.3.3 folgt: Drei Rotationen um

feste Achsen ergeben dieselbe Endorientierung wie dieselben Rotationen in umgekehr-

ter Reihenfolge um die bewegten Achsen. Vergleicht man Fix123(«, 8, ) mit

Euler321(y, B, &) = R.(y) R, (B) Ry (),

(Multiplikationsrichtung)

so folgt
Fix123(«, B, y) = Euler321(y, B, @) .

Drehung um eine dquivalente Drehachse (dquivalente Drehung). Fiir eine gegebe-
ne Rotationsmatrix R = [ry;],i,j € {1,2,3} kann man zum Beispiel nach [5,

Kap. 6.6.4c], eine dquivalente Drehachse mit Richtungsvektor d und zugehdrigem
Drehwinkel 0 < ¢ < 7 nach folgendem Schema berechnen:

1
Drehwinkel: cosg = 3 (rii+rm+rs—1).

Der Richtungsvektor bestimmt sich dabei zu

T30 — 123
dl=1nd: ™" fir ¢ # 7
1 — T2

(Ié — E) d =0 sonst.
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Abb. 2.23 Darstellung der
ZYZ Euler-Drehung aus Bei-
spiel 2.15 mittels dquivalenter
Drehung. Kreisflachen visua-
lisieren die Rotationsebenen.
Die Achsen x3, y3, z3 sind mit
diinneren Vektoren gegeniiber Drehachse
den Achsen von Sy hervorge-
hoben.

Beispiel 2.17. Durch eine Euler-Drehung Euler323(65 °, —40 °, 30 °) ergibt sich Rota-
tionsmatrix

—0.172783 —0.946758 —0.271654
R = 0812566 0.0188621 —0.582563
0.55667 —0.321394  0.766044

Dafiir berechnet sich der Richtungsvektor der dquivalenten Drehachse zu

0.133112
d =1 -0.422178
0.896687

mit Drehwinkel

ry +rp+r3z—1
2

¢ = arccos( ) ~ arccos(—0.193938) ~ 101.183°.

Abb. 2.23 zeigt das rotierte Koordinatensystem S3 im Weltkoordinatensystem Sy. Zu-
sétzlich sind die drei Drehebenen eingetragen, in denen die Endpunkte der jeweiligen
Einheitsvektoren liegen. Man erkennt, dass mit einer einzigen Drehung die Einheits-
vektoren aufeinander abgebildet werden. <

e Die drei Koordinaten der dquivalenten Drehachse zusammen mit dem zugehdrigen
Drehwinkel konnen zu einem 4D-Vektor zusammengefasst werden. Dies kann im
komplexen Zahlenbereich mit sogenannten Quaternionen (besonders in der Avionik
gebriuchlich) dargestellt werden. Eine Rotation ergibt sich dann durch Multiplikatio-
nen solcher Quaternionen. Der Vorteil gegeniiber Euler-Drehungen ist: Es tritt keine
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Euler-Singularitét auf. Ein hoherer mathematischer Abstraktionsgrad sowie ein weit-
gehender Verlust der Anschaulichkeit von Rotationen sind wohl der Grund dafiir, dass
sich diese Methode in der Robotik bislang nicht durchgesetzt hat.

e Eine weitere Methode zur Darstellung einer Rotation basiert auf dem Konzept der Ma-
trix-Exponentiellen’, so dass man von exponentiellen Koordinaten spricht. Man kann
zeigen, dass jede Rotationsmatrix R durch eine dquivalente Drehachse mit Richtungs-
vektor d und Drehwinkel ¢ durch

R=eD~§=E~-|-D~ sin® + D? (1 —cos ¥)

dargestellt werden kann, wobei

0 —dis d,
D = d3 0 —dl
—d, d, 0

eine schiefsymmetrische® Matrix darstellt. Sie ist so konstruiert, dass damit das Kreuz-
produkt durch eine Matrix-Multiplikation ausgedriickt werden kann: d x x = Dx.
Diese Darstellungsmethode bietet denselben Vorteil wie die Quaternionen-Darstellung:
Es tritt keine Euler-Singularitit auf. So wird in [6, Abschn. 2.1-2.2] die Kinematik ba-
sierend auf dieser Darstellung entwickelt.

2.4 Modellbildung der Kinematik

Mit den vorangegangenen Abschnitten liegen die wichtigsten Werkzeuge zur Modellbil-
dung der Kinematik vor: Lokale Koordinatensysteme, homogene Koordinatentransforma-
tionen und Rotationsmatrizen. Bevor in Abschn. 2.4.2 diese Werkzeuge zur Modellbil-
dung der Kinematik eines Manipulators angewendet werden konnen, sind im folgenden
Abschn. 2.4.1 zunichst einige Definitionen zur Klasse der betrachteten Manipulator-Ki-
nematiken erforderlich.

7 Die Matrix-Exponentielle stellt eine Erweiterung der exp-Funktion von skalaren Argumenten auf
Matrix-Argumente dar. Analog zum skalaren Fall lédsst sich die Matrix-Exponentielle durch eine
Potenzreihe entwickeln.

8 Eine schiefsymmetrische Matrix ist durch D = —DT definiert. Dies impliziert, dass die Haupt-
diagonalelemente von D verschwinden und fiir die Nebendiagonalelemente d;; = —d;; gilt.
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2.4.1 Definitionen zur Manipulator-Kinematik

Die Spezifikation der Kinematik eines Manipulators erfolgt in der Regel durch eine Skiz-
ze des Aufbaus, die in Abschn. 2.4.1.1 als topologische Anordnung eingefiihrt wird. Hier
werden wichtige, besonders ausgewiesene Punkte und Koordinatensysteme eines Manipu-
lators beschrieben. Abschn. 2.4.1.2 definiert schlieBlich die Klasse der hier betrachteten
Manipulator-Kinematiken.

2.4.1.1 Topologische Anordnung

Man spezifiziert den Manipulator in der Regel in einer Position ohne Auslenkungen der
Gelenke, der sogenannten Nullposition. In dieser ausgewiesenen Position skizziert man
Position und Orientierung der Gelenkachsen in Form einer schematisierten Darstellung.
Ergiinzt um die wichtigsten Koordinatensysteme wird diese Skizze hier als topologische
Anordnung eingefiihrt. Sie stellt den Ausgangspunkt zur Modellbildung der Kinematik
und damit zur Berechnung der Lage aller Manipulatorsegmente durch verkettete homoge-
ne Transformationen dar.

Die topologische Anordnung enthilt alle notwendigen Informationen zur Bestimmung
der Lage der Gelenkachsen sowie der Lage der zu manipulierenden Korper. Dafiir nicht
benotigte Informationen, wie etwa mechanisch konstruktive Ausgestaltungen von Ge-
lenkverbindern und Gelenken, werden zur Erhhung der Ubersichtlichkeit weggelassen.
Abb. 2.24 zeigt die topologische Anordnung eines planaren 3-DoF Ellenbogen-Manipu-
lators mit einem Quader als zu manipulierendem Korper.

Die in Abb. 2.24 geradlinig dargestellten Gelenkverbinder besitzen rein symboli-
schen Charakter. Sie kennzeichnen, welche Gelenke miteinander starr verbunden sind.

Abb. 2.24 Topologische TCP mit: Stcp

TTCP
Anordnung: Planarer 3-DoF
Ellenbogen-Manipulator. Ver- o EE: Greifer
bindungsgeraden gleicher OE
Farbe kennzeichnen, welche >

Gelenke starr miteinander ver-
bunden sind und symbolisieren
Gelenkverbinder

ZJOA

YQ

So
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Oft bestehen Gelenkverbinder aus mehreren Geraden. Um in diesen Fillen eindeutig zu
kennzeichnen, welche Verbinder starr miteinander verbunden sind, werden entsprechende
Verbinder gleich eingefiarbt. Im Beispiel aus Abb. 2.24 ist der letzte Gelenkverbinder
starr mit dem Greifer verbunden. Dies wird durch die braune Farbe dargestellt. In die-
sem Beispiel kann man also aus der Farbkennzeichnung herauslesen, dass kein weiteres
Gelenk zwischen dem letzten Manipulatorsegment und dem Greifer (wie etwa ein oft
anzutreffendes Greifer-Drehen Gelenk) existiert.

Die tatsdchliche mechanische Realisierung der Gelenkverbinder sieht in der Regel
vollig anders aus, als in der Prinzipskizze dargestellt: Die Gelenkverbinder integrieren
Kabelbdume, Elektronik, mechanische Wellen, Antriebsachsen etc. und realisieren eine
mechanische Verbindung mit einer notwendigen Mindeststeifigkeit. Daher sind Gelenk-
verbinder keine einfachen Stébe, sondern vielmehr ausgedehnte Hohlkorper mit komple-
xen Formen.

Analog bestehen Gelenke in Realitét natiirlich auch aus ausgedehnten Korpern zur
Aufnahme von Antriebsstringen, Lagerungen, Kabeldurchfithrungen, Wirmetauschern,
Steckern etc. Die in Abb. 2.24 eingezeichneten kleinen Kreise symbolisieren lediglich
Positionen der Drehachsen.

Als Bezugskoordinatensystem fiir die Lage des TCP sowie fiir zu manipulierende Ob-
jekte (im Beispiel von Abb. 2.24 ist dies ein Quader) wird Weltkoordinatensystem Sy
gewihlt. Korper, deren Lage in Sy bestimmt werden sollen, erhalten ein korpereigenes
Koordinatensystem. Im obigen Beispiel von Abb. 2.24 wire dies Stcp fiir den TCP und
Sq fiir den Quader.

Die Lage des TCP in Sy wird durch Armlédngen /y, /5, I3 sowie Gelenkwinkel 6y, 65,
03 bestimmt. Daher miissen diese Grofen Bestandteile einer topologischen Skizze sein.
Weitere darin enthaltene Informationen sind:

e Bemalite Skizze der geometrischen Anordnung der Gelenke des Manipulators. Dies
beinhaltet zum Beispiel Armlingen als Abstidnde von Drehachsen.

o Bemalite Skizze der geometrischen Anordnung von zu manipulierenden Objekten.

e Gelenkvariablen (Winkel fiir Drehachsen und Lingen bzw. Vorschiibe fiir Teleskop-
achsen, siehe nichster Abschnitt) mit Zahlrichtung und Spezifikation der Nullposition
(Position, an der alle Gelenkvariablen den Wert O besitzen).

e Weltkoordinatensystem Sy und alle zu beschreibenden korpereigenen Koordinatensys-
teme.

Das folgende Beispiel zeigt die moglichen, unterschiedlichen Darstellungsformen ei-
nes Manipulators und erldutert deren Zusammenhang:

Photorealistische Darstellung (Abb. 2.25)
3D-Konstruktionsansicht mit bemafiten Drehachsen (Abb. 2.26)
Topologische Anordnung (Abb. 2.27)

3D-Animationsmodell (Abb. 2.28)
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Abb. 2.25 Bild von KR30 der
Fa. KUKA Roboter GmbH,
technischer Stand 2017. Die
dargestellte Position ist nicht
die Nullposition. Der Greifer
fehlt. Darstellung genehmigt
von KUKA AG

Abb. 2.26 3D-Konstruktionsansicht des KR30 mit BemaBung der Drehachsen, aus Spez. KR 30.
60-3, F, KR C4 12.16.00 de, Abb. 14 — Spezifikationen; Drehrichtungen modifiziert und Bema-
Bungen eingefiigt. Der Manipulator befindet sich in Nullposition, der Greifer fehlt. Darstellung
genehmigt von KUKA AG
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ZEE

Abb. 2.27 Topologische Anordnung von XR30 in Nullposition mit Greifer

Beispiel 2.18. Topologische Anordnung des KR30 der Fa. KUKA Roboter GmbH:
Der Manipulator aus Abb. 2.25 besitzt sechs Drehachsen Al bis A6. Drehachsen und
Drehsinn dieser Achsen gehen aus Abb. 2.26 hervor. Gegeniiber den Herstellerangaben
wurde die Richtung einiger Drehwinkel umgekehrt; ein Greifer ist im Bild nicht enthalten.

Abb. 2.26 zeigt den Manipulator in Nullposition: Das Weltkoordinatensystem (gestri-
chelt dargestellt) Sy ist im Sockel platziert. Die Turm-Drehen-Achse Al entspricht der
zo-Achse. Die OA-Neigen Achse A2 ist gegeniiber Sy in zo-Richtung um Hohe A nach
oben, um einen Versatz ¢ in negativer yo-Richtung nach links und um Linge b in po-
sitive xp-Richtung nach vorne verschoben. Die UA-Neigen-Achse A3 ist gegeniiber der
A2-Achse um Linge /; nach oben verschoben. Die UA-Drehen-Achse A4 ist nochmals
um eine Linge w nach oben sowie um Linge 7 nach rechts verschoben. A4 liegt somit
in der yp = 0-Ebene. Die Hand-Neigen-Achse A5 befindet sich auf gleicher Hohe, wie
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Abb. 2.28 Animationsmodell
von KR30 in Nullposition mit
Greifer

Achse A3, jedoch um Lénge [, in x(-Richtung nach vorne verschoben. Die Hand-Drehen-
Achse A6 schneidet Achse A5 und verlduft wie Achse A4 in der y, = 0-Ebene. Das End-
effektorkoordinatensystem ist um Linge /3 noch weiter nach vorne verschoben und liegt
ebenfalls in der Ebene y, = 0.

Aus diesen Informationen ldsst sich die topologische Anordnung aus Abb. 2.27 erstel-
len. Darin sind die geometrischen Formen der Gelenkverbinder auf rechteckig verlegte,
diinne Stangen reduziert. Die Gelenke werden ebenfalls durch einfache Symbole dar-
gestellt. Dabei werden zwei unterschiedliche Symbole verwendet, je nachdem ob die
Gelenkachse in Richtung des Gelenkverbinders oder senkrecht dazu orientiert ist. Bei
Gelenk 1, 4 und 6 liegt der erste Fall vor, bei den restlichen Gelenken der zweite Fall.

Hinweis: Es ist anschaulich klar, dass der seitliche Versatz ¢ des Oberarmsegments kei-
nerlei Auswirkung auf die Endeffektorlage hat. Er dient rein konstruktiven Griinden. Eine
Systematik, aus der hervorgeht, welche Aspekte der mechanischen Konstruktion nicht mo-
delliert werden miissen, erfolgt in Abschn. 2.4.2. Basierend auf dieser Systematik wird fiir
jedes Manipulatorsegment ein lokales Koordinatensystem vergeben, siehe Beispiel 2.23.

Die Lage der Manipulatorsegmente kann nun durch die Lage der zugehorigen korperei-
genen Koordinatensysteme bestimmt werden. Damit ist im Prinzip das eingangs gestellte
Problem der direkten Kinematik geldst; es sind beliebige Manipulator-Positionen darstell-
bar. Man gelangt zu einem Animationsmodell wie in Abb. 2.28 dargestellt, in dem man
einfach handhabbare geometrische Korper (Kombinationen aus Zylindern, Quadern etc.)
als Manipulatorsegmente verwendet. <

2.4.1.2 Manipulatorsegmente und Gelenke

Hier betrachtete Manipulatoren sollen aus mehreren starren Korpern bestehen, die man als
Manipulatorsegmente bzw. Armsegmente bezeichnet. Sie sollen folgende Eigenschaften
erfiillen:
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e Kein Punkt eines starren Manipulatorsegments bewegt sich relativ zum korpereigenen
Koordinatensystem, das heif3t es tritt keine Relativbewegung zwischen den Punkten
eines starren Manipulatorsegments auf. Man bezeichnet einen solchen Korper als Starr-
korper. Flexible Manipulatorsegmente werden damit hier nicht betrachtet.

Wie weiter oben bereits dargestellt, werden Starrkorper graphisch durch einheitliche
Farbgebung gekennzeichnet, siche zum Beispiel Animationsmodell aus Abb. 2.28.
Korper gleicher Farbe sind also starr miteinander verbunden.

e Jedes Manipulatorsegment soll iiber genau ein Gelenk mit genau einem Vorgéinger-
Manipulatorsegment verbunden sein. Dies bezeichnet man als Seriell-Kinematik. Das
erste Manipulatorsegment ist dabei natiirlich mit der Welt, anstelle eines Vorgéinger-
Manipulatorsegments, verbunden.

Die Forderung nach genau einem Vorgidnger-Manipulatorsegment wird von vielen Ma-
nipulatoren erfiillt. Dazu gehort auch die umfangreiche Klasse anthropomorpher Ma-
nipulatoren oder auch Knickarm-Manipulatoren.

Sind mehr als nur zwei Gelenke mit einem Manipulatorsegment verbunden, so spricht
man von einer Parallel-Kinematik (wie zum Beispiel bei Hexapoden), da sich Krifte
und Momente auf mehrere Manipulatorsegmente aufteilen, sich in ihrer Wirkung also
quasi ,,parallelisieren®.

e Jedes Gelenk besitze genau eine Bewegungsachse.

Da Manipulatorsegmente durch Gelenke verbunden sind, bestimmen deren Auslenkun-
gen bzw. Positionen die Lage der Manipulatorsegmente. Die Auslenkung eines Gelenks
wird durch eine zugehorige Gelenkvariable gemessen. Im Falle eines Drehgelenks (sy-
nonym zu Rotationsgelenk) Nummer i ist dies Gelenkwinkel 6; gemessen in ° oder rad;
im Falle eines prismatischen Gelenks (synonym zu Translationsgelenk, Gelenk mit einer
Teleskopachse) spricht man vom Vorschub o; gemessen in m.

Die Nummerierung der Gelenke (Index von 6;) beginnt mit dem Gelenk, welches
die Welt mit einem Manipulatorsegment verbindet. Dieses Manipulatorsegment und das
zugehorige Gelenk wird damit als das erste Manipulatorsegment bzw. Gelenk bezeichnet.
Folgerichtig ist das letzte Manipulatorsegment jenes, welches starr mit dem Endeffektor
verbunden ist.

Um im Text und in mathematischen Ausdriicken umstindliche Fallunterscheidungen
zwischen Winkeln und Vorschiiben zu vermeiden, fasst man beide Typen von Gelenkva-
riablen in einem Vektor verallgemeinerter Gelenkvariablen q; zusammen:

T
‘1=<611 q - CIn) (2.23)
g =0&+0—-8&)o;, & €01}, ie{l,---,n}

mit & : Gelenkauswahlvariable; n: Anzahl Gelenke. Fiir & = 1 liegt also ein Drehgelenk
mit Gelenkwinkel bzw. Drehwinkel 6; als Gelenkvariable vor; fiir § = 0 liegt ein Trans-
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lationsgelenk mit Vorschub o; als Gelenkvariable vor. Dabei besitzt Vektor ¢ keinerlei
geometrische Bedeutung — er dient lediglich der Reduzierung des Schreibaufwands, siehe
Beispiel 2.22.

Im hiufig anzutreffenden Sonderfall eines Manipulators mit nur Drehgelenken wird
anstelle von ¢ Vektor

o=(0 6 - en)T

verwendet.

2.4.2 DH-Konvention

Man bezeichnet die Berechnungsvorschrift von Position und Orientierung des Endeffek-
tors aus den Gelenkpositionen ¢ als direkte Kinematik oder auch Vorwdrtskinematik. Der
Endeffektor ist mit dem letzten Gelenk starr verbunden. Damit befindet sich Koordinaten-
system Sgg beziiglich Koordinatensystem S, stets an derselben Lage. Daher lassen sie sich
durch eine konstante Translation und Rotation ineinander iiberfiihren. Aus diesem Grund
betrachtet man bei den Kinematik-Berechnungen die Lage von S, anstelle von Sgg. Damit
lasst sich das Problem der direkten Kinematik durch eine mathematische Abbildung

q — Ton (2.24)

darstellen. Gegeben sind also Gelenkvariablen ¢, gesucht ist Ty, (und damit Position und
Orientierung von S, in Sy). Die dazu inverse Aufgabenstellung 75, +> ¢ wird Riickwdirts-
kinematik (synonym zu inverse Kinematik) genannt. Sie ist Thema von Kap. 3.

Die gesuchte Transformation Ton hingt von allen Gelenkvariablen ab und beschreibt
in der Regel komplizierte geometrische Anordnungen. Dieses mathematisch aufwendige
Problem kann in relativ einfache Einzelprobleme aufgetrennt werden: Hierzu weist man
jedem Manipulatorsegment ein korpereigenes Koordinatensystem S; zu. Da nach Vor-
aussetzung die Gelenke zwischen den Manipulatorsegmenten nur eine Bewegungsachse
besitzen, hingt die homogene Transformation ¢; +— T(i_ 1) aufeinander folgender korper-
eigener Koordinatensysteme S;_; und S; stets auch nur von einer Gelenkvariablen g; ab.
Daher ist g; +— T(,-,l),-, verglichen mit Gesamtproblem (2.24), relativ einfach aufzustel-
len. AuBerdem wihlt man die korpereigenen Koordinatensysteme so, dass die homogenen
Transformationen T(i_ 1); moglichst einfach ausfallen. Verkettete Transformation

7~"0;1(‘I) = fm (q1) Tu(‘]z) ’f(nfl)n(qn)

liefert schlieBlich die gesuchte Losung zu (2.24). Hierzu sind lediglich Matrizenmultipli-
kationen notwendig, wofiir es leistungsfahige Formelmanipulationsprogramme gibt.
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Zur Erstellung von T(,-,l)i werden Translationen in Richtung von Koordinatensystem-
Achsen (Elementar-Translationen) sowie Elementar-Rotationen verwendet. Daher werden
an dieser Stelle elementare homogene Transformationen eingefiihrt:

Rot, (6) = [ R.(9) (1’ } Rot, (A) = [ R,©) 0 }

0’ 07 1
R.(6) 0
Rot,(0) =
Q) [ A }
- a . 0
E 0 a
Trans, (a) = (0) ., Trans,(a) = (0) ;
o7 1 o 1
~ 0
E 0
Trans;(a) = (a)
o7 1

Beispiel 2.19. Gegeben sei der 3-DoF Manipulator aus Abb. 2.29. Gesucht werden mit
Ty3(0) Position und Orientierung des Greifers in Weltkoordinaten.
Verkettete Transformation

To3(8) = To1(61) T12(62) To3(65)

liefert die gesuchte homogene Transformation 7p;, wobei 8 = (91 0, 93)T.
Fiir das giinstig gelegene Koordinatensystem S, ergibt sich homogene Transformati-
on Tm durch Rotation um die zyo-Achse mit Winkel 6; und anschlieBende Verschiebung

Abb. 2.29 Planarer 3-DoF
Ellenbogen-Manipulator aus
Beispiel 2.19
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entlang der gedrehten x-Achse um Linge [, das heifit durch

0 0

) R.(6) 0 E 0
To1(01) = 0 0
0 0 O 1 0 0 O 1

Elementar-Rotation Elementar-Translation

Mit Hilfe elementarer homogener Transformationen folgt die kompakte Darstellung
To1(61) = Rot. (6)) Trans, (/).

Eine weitere Moglichkeit zur Berechnung von Tor (6,) wire, zuerst in yp-Richtung zu
verschieben, nachfolgend in xy-Richtung zu verschieben und zuletzt um die so verscho-
bene z-Achse mit 0; zu drehen, also

TOI(GI) = Trans, (/; sin6;) Trans,(/; cos ;) Rot.(0)).

Diese Berechnungsvariante erfordert die Vorabberechnung der Verschiebungslingen. Au-
Berdem sind insgesamt drei elementare Transformationen notwendig. Daher ist die zuerst
dargestellte Transformationssequenz vorzuziehen. Dafiir kann ein einfacher Algorithmus
angegeben werden:

1. Starte miti =1

2. Rotiere S;_; mit Winkel §; um die z;_;-Achse bis die x;_;- und x;-Achse aufeinander
fallen.

3. Verschiebe das im vorangegangenen Schritt gedrehte Koordinatensystem entlang sei-
ner x-Achse so lange, bis S;_; und S; zusammenfallen.
Damit folgt T(i_l) :(6;) = Rot;(6;) Trans,(I;).

4. Fallsi = 3: Stop. Sonst: i =i + 1 und weiter mit Schritt 2. <

Aus dem vorangegangenen Beispiel wird klar: Eine giinstige Wahl der korpereigenen
Koordinatensysteme sowie der Transformationssequenzen fiir i"(i,l) ; fiihrt zu einem redu-
zierten Berechnungsaufwand. Hierfiir wird in der Robotik in Industrie und Wissenschaft
ein bestimmtes Vorgehen angewendet. Dieses basiert auf der DH-Konvention (benannt
nach den Erfindern Denavit und Hartenberg). Leider wird diese Konvention in der Lite-
ratur oft leicht modifiziert. Man kann also nicht von einem echten Standard bzw. einer
echten Konvention sprechen — lediglich das prinzipielle Vorgehen ist in allen Fillen das-
selbe.
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Abb. 2.30 Ubergang von ei-
nem Koordinatensystem S;_;
auf sein Nachfolger-Koordina-
tensystem S; fiir den Fall, dass
beide DH-konform sind. Der Hilfspunkt b;
Ubergang ist in vier Schritte
aufgeteilt. Jeder Schritt kor-
respondiert mit einem DH-
Parameter. Die Zwischen-
schritt-Koordinatensysteme
sind dabei durch verkiirzte P
Achsen gekennzeichnet >

Zi

Schritt 3

o i

v s o

Im vorliegenden Buch werden die Koordinatensysteme nach folgender Regel gewihlt:

e Fiir0 <i <n — 1 soll die z;-Achse mit Gelenkachse Nr. i + 1 zusammenfallen.
e Fiir0 <i <n — 1 soll die x;-Achse die z;_;-Achse rechtwinklig schneiden.

Abb. 2.30 zeigt zwei aufeinanderfolgende Koordinatensysteme, die diese Eigenschaften
erfiillen. Der geforderte Schnittpunkt beider Achsen ist als Hilfspunkt b; markiert.

Diese Regel ist konform zu den Standardwerken [7, 8] sowie zum Original [3] von
Denavit, Hartenberg. Eine dazu unterschiedliche Konvention findet sich zum Beispiel im
Standardwerk [2]: Dort wird der z;-Achse Gelenkachse Nr. i zugeordnet.

Wie der Ubergang von S;_; nach S; in vier Schritten realisiert wird, soll anhand
Abb. 2.30 erldutert werden:

Schritt 1: Elementar-Rotation Rot,(¢;) dreht das S;_;-Koordinatensystem um Gelenk-
achse z;_; mit Winkel ¢;, bis die beiden x-Achsen parallel sind. Im vorliegen-
den Beispiel betrigt dieser Winkel % 7. Die Rotationsebene der x;_;-Achse ist in
Abb. 2.30 durch die horizontal angeordnete Kreisfliche markiert. Das gedrehte
Koordinatensystem ist mit verkiirzten Achsen dargestellt.

Schritt 2: Elementar-Translation Trans.(d;) verschiebt das gedrehte Koordinatensystem
aus Schritt 1 in z;_;-Richtung um eine (gerichtete) Léinge d;, bis der neue Ur-
sprung Schnittpunkt b; von x;- und z;_;-Achse erreicht hat. In Abb. 2.30 fiihrt
dies zur Verschiebung senkrecht nach oben. Das resultierende Koordinatensystem
ist wieder mit verkiirzten Achsen dargestellt.

Schritt 3: Elementar-Translation Trans, (a; ) verschiebt das aus Schritt 2 resultierende Ko-
ordinatensystem in x-Richtung um eine (gerichtete) Linge a;, bis Ursprung S;
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erreicht wird. In Abb. 2.30 fiihrt dies zur Verschiebung nach rechts. Das resultie-
rende Koordinatensystem ist ebenfalls mit verkiirzten Achsen dargestellt.

Schritt 4: Elementar-Rotation Rot, (¢;) dreht das Koordinatensystem aus Schritt 3 um die
x-Achse mit Winkel ¢;, bis die Orientierung von S; erreicht ist. Die Rotationsebe-
ne ist in Abb. 2.30 durch die vertikal angeordnete kleinere Kreisfliche markiert.
Im vorliegenden Beispiel betrigt dieser Winkel —7.

Man kann zeigen (geometrischer Nachweis siehe [3], formaler Beweis siehe [8,
Abschn. 3.2.1]), dass nach dieser Konvention alle Anordnungen von Gelenkachsen ma-
thematisch modelliert werden kénnen.

Zusammengefasst folgt die gesamte Transformationsvorschrift zu

Tii-1)i = Rot:(¢;) Trans.(d;) Trans,(a;) Rot,(c;)

cos@; —cosq; sing; sinq; sing; a; cos;

sing; cosa; cosg; —sina; cosg; a; sing; (2.25a)
0 sin o; COS o d;
0 0 0 1

mit Inverser

Tioyi ' =T i

COS @; sin @; 0 —a;
| —cosa; sing; cosa; cosg; sine; —d; sina; (2.25b)
- sing; sing; —sinw; cosg; cosw; —d; cosq; '
0 0 0 1

Die in (2.25a) enthaltenen Parameter werden DH-Parameter genannt. Sie sind in Ta-
belle 2.1 erldutert. Ist Gelenk Nr. i ein Drehgelenk, so gilt fiir den DH-Gelenkwinkel

i =0; +0ip. (2.26)

mit Gelenkvariable 6; als Gelenkwinkel und Nullposition 6; . Da es nur eine Gelenkvaria-
ble pro Gelenk geben kann, muss fiir Gelenkversatz d; = const gelten. Liegt umgekehrt
ein Translationsgelenk vor, so gilt fiir den Gelenkversatz

di =0; +0i9. (2.27)

mit Gelenkvariablen o; als Vorschub und Nullposition ;. In diesem Fall muss natiirlich
@; = const gelten.

Algorithmus 2.1-2.3 fasst die Modellbildung der Kinematik nach dem DH-Standard
zusammen. Der Algorithmus besteht aus drei sequentiell zu durchlaufenden Teilen und
lehnt sich an Algorithmus 2-5-1 aus [7] an.
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Tab. 2.1 Erlduterungen zu DH-Parametern

DH-Parameter | Bezeichnung Erlduterungen

i DH-Gelenkwinkel | Winkel, um den S;_; um die Gelenkachse (z;_;-Achse)
gedreht werden muss, damit die Achsen x;_; und x;
gleich orientiert sind. Als Wertebereich wird in der Re-
gel —m < ¢; < & verwendet. Es gilt ¢; = const, falls ein
Translationsgelenk vorliegt. Bei einem Drehgelenk gilt

hingegen (2.26).

d; Gelenkversatz Abstand zwischen Ursprung S;_; und Hilfspunkt b;. Es
gilt d; = const, falls ein Rotationsgelenk vorliegt. Bei
einem Translationsgelenk gilt hingegen (2.27).

a; Armlédnge Abstand zwischen Gelenkachsen z;_; und z;; daher ist a;

immer konstant.

o; Verwindungswinkel  immer konstant; als Wertebereich wird in der Regel —n <
o; < m verwendet.

Nummeriere entlang der kinematischen Kette die Gelenke durch-
laufend von 1 bis n. Das erste Gelenk ist dabei mit der Welt
verbunden.

Lege das Endeffektorkoordinatensystem Sgg fest.

Lege das Weltkoordinatensystem Sy so, dass die zo-Achse mit der
Gelenkachse des ersten Gelenks zusammenfillt.
setze Gelenkindex 7 = 1

1 < n?
WAHR FALSCH
Wihle die z;-Achse so, dass sie Wihle die z; (= z,)-Achse so,
mit Gelenkachse Nr. ¢ 4 1 zu- dass sie kollinear u. gleichge-
sammenfallt. richtet zur zgg-Achse ist.

Schneiden sich die z;- und z;_1-Achse
WAHR ? FALSCH

Setze den Ursprung von S; auf den
Schnittpunkt der z;-Achse mit einer ge-
meinsamen Normalen zur z;_1- und z;-

Setze den Ursprung
von S; auf diesen

Schnittpunkt.
Achse.

Wihle die x;-Achse Wihle die z;-Achse so, dass sie auf der ge-
senkrecht zur z;- und meinsamen Normalen liegt und von S;_1
z;—1-Achse. weg weist.

Wihle die y;-Achse so, dass sie mit der z;- und z;-Achse ein

Rechtssystem bildet.

1=1+1

wiederhole solange i < n

Algorithmus 2.1 DH-Algorithmus Teil 1 von 3: Festlegung Koordinatensysteme
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Koordinatensysteme S,, und Sgg identisch ?

WAHR FALSCH
Anz.ahl Transfor- Anzahl Transformationen: n + 1
mationen: n
Bestimme fn eE durch eine geeignete Koordi-
%) natentransformation.

Algorithmus 2.2 DH-Algorithmus Teil 2 von 3: Anbindung Endeffektorkoordinatensystem

setze Gelenkindex i = 1

Schneiden sich die ;- und z;_1-Achse

WAHR ? FALSCH
Lege Hilfspunkt b; Lege Hilfspunkt b; auf den Schnittpunkt
auf diesen Schnitt- der ;-Achse mit einer gemeinsamen Nor-
punkt. malen zur ;- und z;_1-Achse.

; dreht S;_; umdie z;_1-Achse so, dass die =; _; -Achse gleich
orientiert ist wie die x;-Achse.

d; ist die gerichtete Lange vom Ursprung von S;_; zu Hilfs-
punkt b; entlang der z;_-Achse.

a; ist die gerichtete Lidnge von Hilfspunkt b; zum Ursprung von
S; entlang der x;-Achse.

«; dreht die x;-Achse so, dass die z;_1-Achse gleich orientiert
ist, wie die z;-Achse.
i=1+1

wiederhole solange ©: < n

Algorithmus 2.3 DH-Algorithmus Teil 3 von 3: Bestimmung DH-Parameter

Hinweise zu Algorithmus 2.1-2.3:

e Es ist etwas gewOhnungsbediirftig, dass Index i der Gelenkvariablen stets um 1 gro-
Ber ist, als der Index der zugehorigen Gelenkachse: Falls Gelenk i ein Drehgelenk ist,
dreht Gelenkvariable 6; also um Gelenkachse z;_; (und nicht etwa um Gelenkachse z;).
Analog verschiebt bei einem Translationsgelenk Gelenkvariable o; entlang Gelenkach-
S€ Z; 1.

e Die DH-Konvention ist uneindeutig:

— Die Gelenkachsen (z;-Achsen) sind hinsichtlich ihrer Orientierung frei, falls die
Orientierung / Zahlrichtung der Gelenkvariablen frei ist.

— Falls sich die aufeinanderfolgenden Gelenkachsen z; und z;_; schneiden, ist die
Orientierung der x;-Achse frei.
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— Sind aufeinanderfolgende Gelenkachsen z; und z;_; kollinear, muss eine gemeinsa-
me Normale gebildet werden. Diese ist nicht eindeutig.

Bei festem Welt- und Endeffektorkoordinatensystem (S und Sgg) liefert die darge-

stellte DH-Konvention aber stets identische Ergebnisse fiir TO ge. Die dargestellte DH-

Konvention lisst also unterschiedliche Wege zum Ziel (,,innere“ Koordinatensysteme

S| bis S,_1) zu.

e Die Freiheit (durch die Uneindeutigkeit der DH-Konvention) in der Wahl der Koordi-
natensysteme sollte so genutzt werden, dass moglichst viele DH-Parameter verschwin-
den. Dadurch konnen Formel- und Berechnungsaufwand erheblich reduziert werden.

e Die DH-Parameter sind einfacher, wenn die Winkel zwischen den Koordinatensyste-
men ein Vielfaches von 7/2 betragen. ,,Schief* angeordnete Koordinatensysteme sind
also moglichst zu vermeiden.

e Koordinatensysteme fallen nicht immer mit konstruktiv realisierten Gelenkmittelpunk-
ten zusammen. Sie konnen auch auflerhalb der Mechanik zu liegen kommen.

e Das Endeffektorkoordinatensystem Sgg ist in der Regel nicht DH-konform gewdéhlt.

Vielmehr erfolgt die Wahl von Sgg nach tibergeordneten Gesichtspunkten der Automa-
tisierungsaufgabe. In diesem Fall féllt das letzte Koordinatensystem S, nicht mit Sgg
zusammen.
Zur Anbindung von Sgg an S, sind dann konstante Drehungen und / oder Translationen
um / entlang anderer Achsen (als die in der DH-Konvention vorgesehenen) notwendig.
Dies beriicksichtigt Teil 2 des obigen DH-Algorithmus.

e Alternativ zu Algorithmus 2.3 kdnnen auch die einzelnen Teiltransformationen von

T(i_l)i = Rot, (¢;) Trans,(d;) Trans,(a;) Rot,(a;)

schrittweise nachvollzogen und dabei die DH-Parameter ermittelt werden, sieche Bei-
spiel 2.21, Bestimmung DH-Parameter: Gelenk 1.

Dieser alternative Weg ist oftmals intuitiver und schneller als der formale Weg nach
Algorithmus 2.3.

Beispiel 2.20. Fortsetzung von Beispiel 2.19: Der 3-Dof Ellenbogen-Manipulator befinde
sich in ausgestreckter Position in seiner Nullposition, siche Abb. 2.31.

Alle z-Achsen miissen nach der Schraubenregel aufgrund der Drehrichtung der Ge-
lenkwinkel senkrecht nach oben aus der Darstellungsebene herausweisen. Aus Griinden
der Ubersichtlichkeit sind sie nicht in Abb. 2.31 eingetragen. Die Koordinatensysteme
sind DH-konform gewihlt, da alle z-Achsen alle x-Achsen senkrecht schneiden.

Abb. 2.31 Planarer 3-DoF
Ellenbogen-Manipulator mit
ausgestreckter Nullposition
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Festlegung Koordinatensysteme: Nach Algorithmus 2.1 muss zur Festlegung des Ur-
sprungs von S; eine gemeinsame Normale zur z(- und z;-Achse gewihlt werden, da die
beiden z-Achsen parallel sind.

Die DH-Konvention ist hier uneindeutig, in dem die gemeinsame Normale in einer
beliebigen Ebene z, = const liegen kann. Fiir Ebenen zo = ¢ = const muss fiir den
Gelenkversatz d; = ¢ gewihlt werden. Je mehr DH-Parameter verschwinden, desto ein-
facher wird die Transformation TOI, so dass mit ¢ = 0 als gemeinsame Normale die
Xo-Achse gewihlt wird.

Der Schnittpunkt dieser gemeinsamen Normalen mit der z;-Achse bestimmt nun den
Ursprung von S;. Die x;-Achse muss von S, wegweisen, in Abb. 2.31 ist sie damit nach
rechts orientiert.

Die Festlegung von S, und S3 erfolgt analog. Das erste Manipulatorsegment (blau)
besitzt somit als korpereigenes Koordinatensystem S, das zweite Manipulatorsegment
(olivgriin) S> und das dritte Manipulatorsegment (dunkelrot) S3. Dabei ist es etwas ge-
wohnungsbediirftig, dass sich das korpereigene Koordinatensystem jeweils am ,,Ende*
des zugehorigen Korpers befindet.

Anbindung Endeffektorkoordinatensystem: Wegen S; = Sgg ist keine weitere Trans-
formation notwendig.

Bestimmung DH-Parameter: Armlingen a; stellen den Abstand der Gelenkachsen dar.
Da alle Gelenkachsen parallel verlaufen, folgt a; = [y, a; = [, und a3 = I5. Kein
Koordinatensystem muss in z-Richtung verschoben werden, da alle in der Ebene zp = 0
liegen. Wie bereits oben festgestellt, verschwindet daher jeder Gelenkversatz, das heift
d; = 0. Da alle Koordinatensysteme identisch orientiert sind, verschwinden auch alle
Verwindungswinkel, das heifit o; = 0.

Abb. 2.31 stellt den Manipulator in seiner Nullposition dar. Daraus liest man 6; o = 0
ab (siehe (2.26) fiir die Bedeutung von 6; o). So folgt aus (2.26) fiir die DH-Gelenkwinkel

@ =0;.

Tabelle 2.2 fasst die DH-Parameter nochmals zusammen. Setzt man die Werte der ers-
ten Zeile in (2.25a) ein, so ergibt sich

¢t =51 0 licg
s1 ¢ 0 I1sg
0 1 0
0 0 0 1

Toi1(6)) =

(=)
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Tab. 2.2 DH-Parameter fiir i ©; d; a; o
den 3-DoF Ellenbogen-Ma- 1 0, 0 A 0
nipulator. Die ausgestreckte ) 0 0 i 0
Position gemiB Abb. 2.31 defi- ; 92 0 lz o
niert die Nullposition. 3 3
Analog folgen aus Zeile 2 und 3

Cy —82 0 lz Co C3 —S83 0 13 C3

01/ ~ 01/
S2 €2 282 und  To3(63) = $3 €3 383
0O 0 1 O 0O 0 1 O

0 0 0 1 0 0 0 1

Ti2(62) =

Ausmultiplizieren liefert schlieBlich unter Anwendung der Additionstheoreme

T03(0) = Tore(8) = To1(61) T12(6:) To3(65)
ci3 —Si23 0 Lier +hcei+ e
S123 ci3 0 Lysy+1s12 + 385123
0 0 1 0
0 0 O 1

Nun soll die Manipulator-Kinematik mit der in Abb. 2.32 dargestellten Position als
Nullposition modelliert werden. Die Nullpositionen der Gelenke sind hier mit 6;9 > 0
spezifiziert. Damit ergeben sich nach (2.26) die DH-Gelenkwinkel zu

o1 =01 + 61
@2 =0, — by
@3 =03+ 6. <

Abb. 2.32 Planarer 3-DoF El-
lenbogen-Manipulator mit um
0; o geneigten Nullpositionen
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gemeinsame Normale : H
von zo und z1 . LTEE

4 ZEE

YEE

So

Abb. 2.33 Artikulierter planarer 3-DoF Ellenbogen-Manipulator aus Beispiel 2.21

Beispiel 2.21. Artikulierter planarer 3-DoF Ellenbogen-Manipulator
Fiir den Manipulator in Nullposition aus Abb. 2.33 soll TO gg berechnet werden.

Festlegung Koordinatensysteme: Gelenkachse ilegt die Richtung von z; fest. Die Zéhl-
richtungen der Gelenkwinkel 6; ergeben nach der Schraubenregel die durch kleine Pfeile
dargestellten Orientierungen der Gelenkachsen.

Festlegung von S;: Da die z;- und zy-Achse windschief sind, wird die gemeinsame Nor-
male benétigt. Diese ist durch die rot gestrichelte Linie dargestellt. Der Schnitt-
punkt dieser gemeinsamen Normalen mit der z;-Achse bestimmt Ursprung S;. Die
x1-Achse muss von Sy wegweisen, so dass sie in Abb. 2.33 nach rechts gerichtet
ist. In vorliegender Darstellung ist die x;-Achse durch das zweite Manipulatorseg-
ment verdeckt und daher nicht sichtbar. Die y,-Achse vervollstindigt schlieSlich
Koordinatensystem S| zu einem Rechtssystem.

Festlegung von S;: Da die z;-Achse parallel zur z,-Achse verlduft, wird ebenso wie bei
der Festlegung von S eine gemeinsame Normale benotigt. Anders als bei S ist
diese gemeinsame Normale aber nicht eindeutig bestimmt. Damit kein Gelenk-
versatz notwendig ist (das heifit d, soll verschwinden), wird hier als gemeinsame
Normale die x;-Achse gewihlt. Der Schnittpunkt dieser gemeinsamen Normalen
mit der zp-Achse bestimmt Ursprung S,. Die x;-Achse muss von §; wegweisen,
so dass sie in Abb. 2.33, analog zur x;-Achse, nach rechts gerichtet ist.

Festlegung von S3: Geméil Algorithmus 2.1, wird die z3-Achse kollinear und gleichge-
richtet zu zgg gewihlt. Sie fillt daher mit der x,-Achse zusammen. Ursprung S;3
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ist durch den Schnittpunkt der z,- mit der z3-Achse bestimmt und féllt so mit
Ursprung S, zusammen. Falls, wie in diesem Fall, die Urspriinge von Koordina-
tensystemen aufeinander fallen, stellt man die Koordinatensysteme zur besseren
Lesbarkeit etwas versetzt zueinander dar. In Abb. 2.33 ist daher S; in negativer
z,-Richtung versetzt dargestellt.

Die x3-Achse muss senkrecht auf der z;- und z3-Achse stehen.Damit ergeben sich
zwei mogliche Orientierungen: Nach unten oder nach oben. Im vorliegenden Fall
wird die x3-Achse nach oben orientiert, da damit Sgg und S gleich orientiert sind.
Auf diese Weise gestaltet sich die Anbindung des Endeffektorkoordinatensystems
Sgg an Koordinatensystem S einfacher.

Anbindung Endeffektorkoordinatensystem: Da Sgg und S5 gleich orientiert sind, ge-
niigt zur Anbindung eine einfache Translation gemé&f

Tsgg = Trans, (L) .

Bestimmung DH-Parameter:
Gelenk 1: Es wird Algorithmus 2.3 angewendet: Im ersten Schritt muss Sy mit Gelenk-

versatz d; = h nach oben bis Hilfspunkt b; (das ist der Schnittpunkt der gemein-
samen Normalen mit der zy-Achse) verschoben werden. Mit einer Translation in
x-Richtung um Armlidnge a; = b wird Ursprung Sy auf Ursprung von S verscho-
ben. Durch Drehung von Sy um die x;-Achse um Verwindungswinkel oy wird die
zo-Achse in Richtung der z;-Achse gedreht. Hierfiir liest man aus der topologi-
schen Skizze oy = —7/2 ab.

Da fiir die geforderte Nullposition die xo- und x;-Achse bereits gleich orientiert
sind, gilt ;o = 0 und nach (2.26) fiir den DH-Gelenkwinkel ¢; = 6.
Alternativer Weg zu Algorithmus 2.3: Es werden die Teiltransformationen von

To) = Rot, (¢;) Trans,(d;) Trans, (a;) Rot,(a)

schrittweise durchgefiihrt, um Sy nach S; zu iiberfiihren: Im ersten Schritt wird
So um ¢; = 6; um die zo-Achse verdreht, so dass die x-Achsen von Sy und S
gleich orientiert sind. Dieses gedrehte Koordinatensystem wird in Richtung seiner
z-Achse um d; = h nach oben und anschliefend in Richtung seiner x-Achse um
a; = b nach rechts verschoben. Das resultierende Koordinatensystem liegt im
selben Ursprung wie S;. Um auch die selbe Orientierung herzustellen, muss es um
seine x-Achse um «; = —7/2 verdreht werden.

Gelenk 2: Koordinatensystem S; kann durch eine Verschiebung in x-Richtung um Arm-

linge a, = [, direkt in Koordinatensystem S iiberfiihrt werden. Damit verschwin-
den die DH-Parameter: o, = d» = 0.

Gelenk 3: Ursprung S, und S5 liegen bereits aufeinander, so dass a3 = d; = 0. Die

dargestellte Nullposition fiihrt zu 639 = —7. Nach (2.26) folgt damit fiir DH-
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Tab. 2.3 DH-Parameter fiir i i d; a; o;
den Manipulator aus Abb. 2.33 1 6, h b —n/a
2 0, 0 I 0
3 0 —7/2 0 0 -7/2

Gelenkwinkel g3 = 65 — % Durch Drehen von S, um die x3-Achse um Verwin-
dungswinkel o3 = —7/2 nimmt S, die Orientierung von Sj ein.

Tabelle 2.3 fasst die DH-Parameter nochmals zusammen.
Die gesuchte Kinematik folgt mit obiger Endeffektoranbindung zu

Tors(8) = To1(61) Tia(62) Tr3(63) Tsee -
N

=const

Die dafiir benotigte Transformation 7~"01 erhilt man durch Einsetzen der ersten Zeile von
Tabelle 2.3 in (2.25a) zu

cgt 0 —s1 by
s1 0 ¢ bs
0 -1 0 &
0 0 0 1

Toi1(6)) =

Analog ergeben sich le und T23 aus der 2. und 3. Zeile von Tabelle 2.3 mit (2.25a) zu

Cr —9$2 0 11C2 53 0 C3 0

s ¢ 0 Iis ~ -3 0 5350
2 €2 152 und T (6) = 3 3

0 0 1 0 0 -1 00
0 0 0 1 0 0 01

Ti2(65) =

Damit berechnen sich die gesuchten homogenen Transformationen zu:

cicy —c18 —s1 ¢ (b+cerlh)

- - - 81 =518 ¢ s1(b+cel

Too(01,62) = Tu(B) Tia0) = | 271 172 7! 1 ( 2h)
—8 —C 0 I’l—ll 82

0 0 0 1

ci1s3 851 cien e (b+erly)

- - - — b /

To3(0) = Toa (61, 02) Tr3(03) = Stsm —€ siep 016 +eh)
3 0 —s3 h—Iis

0 0 0 1
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cism3 851 cien ¢ (b+hea+hex)

~ ~ s153 —¢1 s1¢a3 51 (b4 1licx+lhe)

Tore(8) = Toa(9) Trans. (1) = ‘ ‘
3 0 —s;3 h—lisa—1lrsx
0 0 0 1

Dabei wurden folgende Additionstheoreme zur Vereinfachung verwendet:

cos(e + ) = cosa cos f —sina sin f

sin(e 4+ B) = sina cos B + cosw sin B
Als Plausibilitits-Check wird Nullposition # = 0 eingesetzt und man erhilt

00 1 b+L+1D

~ 0-10 0
Toge(0) = L0 0 P
0 0 O 1

Man validiert leicht aus Abb. 2.33 die x-Position des Endeffektors in Weltkoordinaten zu
xpp = b+ 1, + 1, sowie z; = hund yJp = 0. Die Darstellung der Endeffektorbasisvek-
toren in Weltkoordinaten kann aus Abb. 2.33 abgelesen werden zu

0O 0 1
Rogg =0 -1 0
1 0 O

Da Position und Lage des Endeffektors durch Berechnung und Ablesen iibereinstimmen,
ist der Plausibilitéts-Check bestanden.
Weiterfiihrende Betrachtungen erfolgen in Aufgabe 2.13. <

Beispiel 2.22. 3-DoF Manipulator mit Gelenkreihenfolge Rotation-Translation-Rotation:
Fiir den in Nullposition dargestellten Manipulator aus Abb. 2.34 soll Tygg berechnet
werden.

Gelenkachsen und -variablen: Die erste Gelenkachse rotiert definitionsgemifl um die

zo-Achse mit Gelenkwinkel 6. Das zugehorige Manipulatorsegment ist olivgriin
gekennzeichnet.
Das zweite Manipulatorsegment (orange) besteht nur aus einem Translationsge-
lenk mit Auszug o, als Gelenkvariable. Die zugehorige Gelenkachse verlduft im
Innern des ersten Manipulatorsegments. Daher ist sie nach unten versetzt darge-
stellt. Die z;-Achse muss also auf und in Richtung dieser Gelenkachse verlaufen
(gestrichelte Linie in Abb. 2.34).
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Gerade, auf der die
S2 Translationsachse liegt

Zo

Abb. 2.34 Manipulator mit Gelenkreihenfolge Rotation-Translation-Rotation in Nullposition

Manipulatorsegment 3 (cyan) realisiert eine Kropfung so, dass das raumliche Zen-
trum des Endeffektors wieder auf der Translationsachse zu liegen kommt. Dieses
letzte Manipulatorsegment ist durch ein Rotationsgelenk mit Gelenkwinkel 65 an
das Vorginger-Manipulatorsegment angebunden. Die zugehorige Drehachse defi-
niert z,.

Festlegung von S;: Der Schnittpunkt der zo- und z;-Achse definiert Ursprung S;. Die
x1-Achse muss senkrecht auf beiden z-Achsen stehen. Somit kann sie entweder
wie eingezeichnet in die Zeichenebene hinein, oder aus ihr heraus zeigen.

Festlegung von S5: Der Schnittpunkt der z;- und z,-Achse definiert Ursprung S,. Da Ko-
ordinatensystem S, von Manipulatorsegmenten verdeckt wird, ist es in negativer
x»-Richtung versetzt dargestellt.

Fiir die Wahl der x,-Achse gilt dasselbe wie im vorangegangenen Schritt: Die DH-
Konvention ist hier zweideutig, indem zwei Richtungen méglich sind. Im vorlie-
genden Fall ist die x;-Achse so gewihlt, dass sie in die Zeichenebene hinein zeigt.

Festlegung von S3: Nach Algorithmus 2.1 muss die z3-Achse auf der zgg-Achse liegen
und mit ihr gleichgerichtet sein. Da die z,- und z3-Achse kollinear zueinander
verlaufen, wird eine gemeinsame Normale bendtigt. Um einen Gelenkversatz
zu vermeiden (das heifit es soll d; = 0 gelten), wird als gemeinsame Normale
die xgg-Achse gewdhlt. Der Schnittpunkt dieser gemeinsamen Normalen mit der
z3-Achse ergibt dann Ursprung Sgg als Ursprung Ss3. Die x3-Achse muss auf dieser
gemeinsamen Normalen liegen und von S, wegzeigen. Daraus folgt S3 = Sgg.

Anbindung Endeffektorkoordinatensystem: Wegen S; = Sgg ist eine gesonderte An-
bindung nicht notwendig.
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Bestimmung DH-Parameter: Hilfspunkte b; liegen auf Schnittpunkten der Achsen z; _;
und x; wie in Abb. 2.34 eingetragen.

Gelenk 1: Die xo-Achse wird auf die x;-Achse mit einer Drehung um die zo-Achse mit
DH-Gelenkwinkel ¢; = 0+ gedreht. Die in zy-Richtung gezéhlte Linge von S
zu Hilfspunkt b, betriigt d; = h. In x-Richtung ist keine Verschiebung notwendig,

so dass fiir die Armlinge a; = 0 gilt. Verwindungswinkel «; = 7/2 dreht S
schlielich um die x;-Achse so, dass die beiden Achsen z, und z; aufeinander
fallen.

Gelenk 2: Da die beiden Achsen x; und x, bereits gleich orientiert sind und kein Dreh-
gelenk vorliegt, folgt ¢, = 0. Die Lange vom Ursprung von S; zu Hilfspunkt b,
in Richtung der z;-Achse ergibt Gelenkversatz d, = /| + 0;. In diesem Fall ist
die Gelenkvariable also durch Vorschub o, und nicht durch einen Gelenkwinkel
gegeben. Eine Translation in x-Richtung ist nicht notwendig, so dass Armldnge
a, = 0 folgt. Verwindungswinkel a; = —7/2 dreht S; um die x,-Achse so, dass
die beiden Achsen z; und z, aufeinander fallen.

Gelenk 3: Die x,-Achse wird auf die x3-Achse mit einer Drehung um die z,-Achse mit
DH-Gelenkwinkel ¢3 = 63 — 7/2 gedreht. Die in x3-Richtung gezihlte Linge von
Hilfspunkt b3 zum Ursprung von S ergibt Armlinge a; = /5. In z-Richtung ist
keine Verschiebung notwendig, so dass d3 = 0. Achsen z, und z3 sind bereits
gleich orientiert. Damit ist kein Verwindungswinkel notwendig.

Tabelle 2.4 fasst die DH-Parameter nochmals zusammen. Zeilenweise in (2.25a) einge-
setzt, liefert die homogenen Transformationsmatrizen zwischen jeweils zwei angrenzen-
den Gelenken:

—1 0 =51 0 1 0 0 0
N — 0 0 ~ 0 0 1 0
Tw@y =] ' 0 . Tl =
0O 1 0 h 0 —-10 o0+
0O 0 0 1 0 0 O 1

S3  C3 0 12S3

—C3 S3 0 —12(33

Ty (63) =
0 01 0
0 00 1
Tab. 2.4 DH-Parameter fiir i @i d; a; o;
den Manipulator aus Abb. 2.34 1 O+ h 0 w/2
2 0 Ii+0y O —”/2
3 03 — 77/2 0 I 0
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Im vorliegenden Fall bestehen die Gelenkvariablen nicht nur aus Gelenkwinkeln, so dass
ein Gelenkvariablenvektor # wie in den vorangegangenen Beispielen keinen Sinn ergibt.
Vielmehr wird in diesem Fall Vektor g der verallgemeinerten Gelenkvariablen mit

o
q =102
05

T
verwendet. Fiir die Gelenkauswahlvariable folgt somit & = (1 0 1) .
Durch Ausfiihren der Matrizenmultiplikation aus

Toee(q) = Tos = To1(01) Tia(02) Tr3(63)

folgt mit Zwischenschritt

—c1 51 0 —(oa+ 1) s
—s1 —c1 0 (o2 +1) ¢
0 0 1 h
0 0 O 1

T (61, 02) =

schlieBlich die gesuchte Transformationsvorschrift

—s13 —c13 0 =hLsiz— (1 +02) 851
ci3 —s13 0 Lo+ (I 4+02)c

7:01«:13(‘1) = 0 0 1 L . <

0 0 0 1
Beispiel 2.23. DH-Parameter von KR30 (Fortsetzung von Beispiel 2.18)

Festlegung Koordinatensysteme:

Festlegung von S;: Da die z;- und zo-Achse windschief zueinander stehen, wird eine ge-
meinsame Normale bendtigt. Diese ist durch die rot gestrichelte Linie dargestellt.
Der Schnittpunkt dieser gemeinsamen Normalen mit der z;-Achse bestimmt Ur-
sprung S;. Man erkennt, dass das korpereigene Koordinatensystem nach DH nicht
zwingend innerhalb der dargestellten Manipulator-Kontur oder in einem Gelenk
liegen muss.
Die x;-Achse liegt auf der gemeinsamen Normalen und muss von S, wegweisen,
so dass sie in Abb. 2.35 nach rechts gerichtet ist.
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Abb. 2.35 Topologische Anordnung von KR30 in Nullposition mit DH-Koordinatensystemen.
Koordinatensysteme S3 und Ss sind zur besseren Ubersichtlichkeit gegeniiber ihrer tatsichlichen
Position etwas versetzt dargestellt

Festlegung von S,: Da die z;-Achse parallel zur z,-Achse verlduft, wird ebenso wie bei
der Festlegung von S eine gemeinsame Normale benotigt. Anders als bei S ist
diese gemeinsame Normale aber nicht eindeutig bestimmt. Damit kein Gelenk-
versatz notwendig ist (d; soll verschwinden), wird als gemeinsame Normale die
blau gestrichelte Hilfslinie gewihlt. Der Schnittpunkt dieser gemeinsamen Nor-
malen mit der z,-Achse legt den Ursprung von S, fest. Die x,-Achse muss von S
wegweisen, so dass sie in Abb. 2.35 nach oben gerichtet ist.

Festlegung von S3: Da die z3- und z,-Achse windschief zueinander stehen, wird die ge-
meinsame Normale bendtigt. Diese ist durch die x,-Achse gegeben. Damit folgt
Ursprung S5 als Schnittpunkt der x,- mit der z3-Achse. Die x3-Achse muss auf
der gemeinsamen Normalen liegen und von S, wegzeigen. So ergibt sich die dar-
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gestellte Orientierung von x3 nach oben. Da in Abb. 2.35 die z3- und y3;-Achse
ganz von Armverbindungselementen verdeckt ist, ist S3 nach hinten (das heif3t in
positive yo-Richtung) versetzt dargestellt.

Festlegung von S4: Die Achsen z4 und z3 schneiden sich, so dass Ursprung 54 durch die-
sen Schnittpunkt eindeutig festgelegt ist. Die Orientierung von x4 kann entweder
wie in Abb. 2.35 dargestellt nach oben zeigen, oder alternativ auch nach unten.
Hinweis: Die gewihlte Orientierung nach oben erweist sich spiter als vorteilhaft,
da neben der x4-Achse auch die x5-Achse nach oben orientiert werden kann. Somit
verschwinden die zugehorigen Nullpositionen: 649 = 6059 = 659 = 0.

Festlegung von Ss: Da sich z5 und z4 im Ursprung S; schneiden, fallen Urspriinge Sy
und S5 zusammen. Die x5-Achse muss senkrecht auf der z5- und z4-Achse stehen.
Somit sind wieder zwei Orientierungen mdéglich: nach oben oder nach unten. Wie
bereits erldutert, ist die hier gewihlte Orientierung nach oben vorteilhaft.

Festlegung von Sg: Gemill Algorithmus 2.1 wird die z¢-Achse kollinear und gleichge-
richtet zu zgg gewihlt. Da Achsen zs und zg aufeinander liegen, existiert kein
eindeutiger Schnittpunkt. Fiir eine vereinfachte Darstellung kann damit der Ur-
sprung von S¢ mit dem Ursprung von Sgg zusammenfallen. Da die xgg-Achse
senkrecht auf den Achsen z¢ und zgg steht, kann sie als x4-Achse gewihlt werden.
Damit ist das letzte Koordinatensystem S¢ identisch mit dem Endeffektorkoordi-
natensystem Sgg.

Anbindung Endeffektorkoordinatensystem: entfillt bzw. trivial wegen S¢ = Sgg.

Bestimmung DH-Parameter: Die Hilfspunkte b; liegen auf den Schnittpunkten der
Achsen z;_; und x; wie in Abb. 2.35 eingetragen.

Gelenk 1: Die xo-Achse wird auf die x;-Achse mit einer Drehung um die zo-Achse mit
DH-Gelenkwinkel ¢; = 6, gedreht. Die in zp-Richtung gezihlte Linge von Ur-
sprung So zu Hilfspunkt b; betragt d; = h. In x-Richtung muss um Armlinge
a; = b verschoben werden. Verwindungswinkel oy = —=/2 dreht Sy um x; so,
dass Achsen zy und z; gleich orientiert sind.

Gelenk 2: Die x-Achse wird auf die x,-Achse mit einer Drehung um die z;-Achse mit
DH-Gelenkwinkel ¢, = 6, — 7/2 gedreht. Eine Verschiebung in z-Richtung ist
nicht notwendig, so dass d; = 0. Die Lénge von b, zum Ursprung S, in Richtung
der x,-Achse fiihrt zu Armlidnge a, = [;.

Eine Verwindung ist nicht notwendig, da nach der Drehung um die z;-Achse Ko-
ordinatensysteme S| und S, gleich orientiert sind, also o, = 0.

Gelenk 3: Hier und bei den restlichen Achsen werden die DH-Parameter nicht mittels
Algorithmus 2.3 ermittelt. Vielmehr wird der in Beispiel 2.21 bereits dargestell-
te alternative Weg verwendet, da dieser fiir Geiibte schneller zum Ziel fiihrt: Da
Achsen x; und x3 parallel und gleich orientiert sind, folgt ¢3 = 65. Eine Ver-
schiebung in z,-Richtung ist nicht notwendig, so dass d3 = 0. Durch eine Ver-
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schiebung von S, in x;-Richtung um a3 = w liegt der Ursprung des verscho-
benen S,-Koordinatensystems auf Ursprung S;. Zuletzt muss um die x,-Achse
um Verwindungswinkel o3 = —7/2 gedreht werden, damit das transformierte S,-
Koordinatensystem mit dem S3-Koordinatensystem identisch wird.

Gelenk 4: Da Achsen x3 und x4 parallel und gleich orientiert sind, muss nur um Ge-
lenkwinkel 6, gedreht werden, das heifit ¢, = 6;. AnschlieBend muss S3 in
z3-Richtung um d4 = I, verschoben werden. Dadurch kommen Urspriinge S5 und
S4 aufeinander zu liegen. Eine Verschiebung in x3-Richtung ist nicht notwendig,
so dass a4 = 0. Durch eine Drehung um oy = —7/2 um die x3-Achse wird das S3-
schlieBlich in das S;-Koordinatensystem iiberfiihrt.

Gelenk 5: Analog zum vorangegangenen Gelenk folgt ¢s = 65. Da Urspriinge S; und
S5 bereits aufeinander fallen, ist keine Verschiebung notwendig: ds = as = 0.
Verwindungswinkel o5 = 7/2 iiberfiihrt schlieBlich S, in Ss.

Gelenk 6: Um S5 nach Sg zu iiberfiihren, ist lediglich eine Rotation ¢ = 8¢ mit anschlie-
Bender Verschiebung um d¢ = /5 in z5-Richtung notwendig. Die zwei verbleiben-
den DH-Parameter verschwinden somit: ag = g = 0.

Tabelle 2.5 fasst die DH-Parameter nochmals zusammen. Wie bereits in Beispiel 2.18
erwihnt, entfillt Versatz ¢ bei der Modellbildung nach DH.

Um die Komplexitit von To ee zu demonstrieren, werden an dieser Stelle die Formel-
ausdriicke der Elemente von Tygg dargestellt. Zur Berechnung wurde ein Formelmanipu-
lationsprogramm verwendet:

Rotationsmatrix (Einheitsvektoren von Sgg in Sp-Koordinaten):

rin = 81 (¢5¢684 + ca56) + ¢1 (6 (€4 €553 — €23 85) — 5456 523)

ri2 = ¢ (Ca 81— C154523) — 8¢ (55184 + €1 (€4 C5503 — €23 85))

ri3 = c1 (€4 85523 + €5€23) + 515455

ra1 = ¢ (C5 (Ca 51823 —C1.84) — €351 85) — 86 (C1 C4 + S154.523)

rn = c1 (C55456 — €4 ¢6) — 51 (Co 54523 + 56 (C4 €553 — €23 55))

23 = 502351 + S5 (C4 81523 — €1 54) (228)
r31 = €23 (€4 C5C6 — 54 56) + C6 55523 .
13 = —c23 (C6S4 + €4 C556) — S5 56 523

I33 = €4 €385 — (55823

Translationsvektor (Position von Sgg in Sy-Koordinaten):

tyr=c1 (b+cul+1iso+sw)+ 13 (cr (casss3 + 5023) + 515455)
=31 (b+culy+1 s+ s33w)+ 13 (c5¢03 81 + 55 (Ca81 523 — €1 54))

f3=c403l385 =503 (cslz3+ D)+ erly +ezw+h
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Tab. 2.5 DH-Parameter fiir i @i d; a; o;
KR30 1 0, h b —7/2
2 02 -7 / 20 l 1 0
3 03 0 w —7/2
4 04 15 0 —7/2
5 05 0 0 7/2
6 O I 0 0

Bei (2.28) liegt die iibliche Abkiirzungsmethode fiir Argumente trigonometrischer Funk-
tionen zugrunde gemiB s;; = sin(8; + 0;), ¢;j = cos(8; + 0;). <

Aufgaben

Musterlosungen finden sich unter www.springer.com auf der Seite des vorliegenden
Werks.

2.1 Koordinatensystem-Basis

Im Weltkoordinatensystem sei Koordinatensystem S; durch homogene Transformations-
matrix

Tor =

o © wi— N|§
o o vl
oS = O O
—_— O = =

gegeben.

a) Geben Sie Iém und ¢, an.

b) Wie lauten die Basisvektoren von S jeweils in Sp- und in S;-Koordinaten?
¢) Wo befindet sich der Ursprung von §; jeweils in Sy- und in S;-Koordinaten?
d) Skizzieren Sie die Koordinatensysteme (grobe Genauigkeit reicht).

Nun seien drei Punkte P! = (1;0;0), P} = (0;1;0) und P; = (1;1;0) gegeben.

e) In welchem Koordinatensystem sind die Punkte angegeben?

f) Zeichnen Sie die Punkte in das oben skizzierte Koordinatensystem ein und schétzen
Sie graphisch grob (Genauigkeit ca.: £0.2 LE) deren Weltkoordinaten ab.

g) Ermitteln Sie die exakten Weltkoordinaten der Punkte durch Berechnung.
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2.2 Homogene Transformationsmatrix 1 |
Ein orthonormales Koordinatensystem S| zeige mit seiner x-Achse in Richtung ( 1 ) und
mit seiner y-Achse in Richtung 2 Der Ursprung von S liege im Punkt (0; 1; —2).

a) Wie lautet die homogene Transformationsmatrix To 1?

b) Berechnen Sie TIO-

¢) Geben Sie Ursprung und Basisvektoren von Sy in S;-Koordinaten an.
d) Berechnen Sie Tm TIO und interpretieren Sie das Ergebnis.

2.3 Homogene Transformationsmatrix 2
Die Orientierung eines Koordinatensystems S} im Weltkoordinatensystem sei wie folgt:
z1-Achse in xo-Richtung, y;-Achse entgegen z;-Achse.

a) Skizzieren Sie die Anordnung der beiden Koordinatensysteme.

b) Wie lauten die Si-Basisvektoren in S, Koordinaten? Bilden Sie daraus Rotationsma-
trix jé()l .

¢) Wie lauten die Sy-Basisvektoren in S§; Koordinaten? Bilden Sie daraus Rotationsma-
trix Ié10~

d) Uberprl'ifen Sie Iélo durch Berechnung der Inversen Rofl.

e) Die durch Ry, dargestellte Rotation soll nun durch die Sequenz zweier Elementar-
Rotationen realisiert werden. Die Elementar-Rotationen sollen sich dabei auf die be-
wegten Achsen beziehen. Finden Sie eine solche Sequenz.

f) Wiederholen Sie die letzte Aufgabe mit Elementar-Rotationen um die Sy-Achsen.

2.4 Elementar-Rotationen
Spezifizieren Sie die Elementar-Rotation von 7 aus Aufgabe 2.1 mit Angabe der Dreh-
achse und des Drehwinkels.

2.5 InvEuler323-Funktion als Nassi-Shneiderman-Struktogramm
Erstellen Sie ein Nassi-Shneiderman-Struktogramm der InvEuler323-Funktion. In der Eu-
ler-Singularitit soll « = 0 angenommen werden. Fiigen Sie fiir Dokumentationszwecke
aussagekriftige Kurzkommentare hinzu.

Falls notig, recherchieren Sie die Nassi-Shneiderman-Definitionen der benotigten
Struktogramm-Elemente.

2.6 Euler-Winkel 1
Geben Sie die Losungsvielfalt der ZYZ Euler-Winkel fiir die in Tm enthaltene Rotation
aus Aufgabe 2.1 an.

2.7 Euler-Winkel 2
Lesen Sie aus der skizzierten Anordnung der Koordinatensysteme aus Aufgabe 2.3 die
Losungen der ZYZ Euler-Winkel fiir Rotation Ry, ab.
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2.8 Euler-Winkel 3
Berechnen Sie eine numerische Losung der ZYZ Euler-Winkel fiir die durch ROI definierte
Rotation aus Aufgabe 2.2.

2.9 Rotationsreihenfolge

Gegeben seien folgende Sequenzen von Rotationen:

a) Schritt 1: @ um die x-Achse des Weltkoordinatensystems
Schritt 2: 6 um die aktuelle (gedrehte) z-Achse
Schritt 3: ¥ um die y-Achse des Weltkoordinatensystems

b) Schritt 1: @ um die x-Achse des Weltkoordinatensystems
Schritt 2: 8 um die z-Achse des Weltkoordinatensystems
Schritt 3: ¥ um die aktuelle (gedrehte) x-Achse

¢) Wie Aufgabe 2.9a); anschlielend als 4. Rotation:
o um die z-Achse des Weltkoordinatensystems

d) Wie Aufgabe 2.9b); anschliefend als 4. Rotation:
o um die z-Achse des Weltkoordinatensystems

Geben Sie mit Hilfe von Elementar-Rotationen jeweils das Matrix-Produkt (nicht ausmul-
tiplizieren) fiir die Rotationsmatrix der Gesamtrotation an.

2.10 Transformationsgraph 1
Gegeben seien drei Koordmatensysteme So, S1 und S, sowie die homogenen Transfor-
mationsmatrizen le und T20

a) Skizzieren Sie den Transformatlonsgraphen mit den gegebenen Transformationen.
b) Bestimmen Sie T01 mit Hilfe von le und Tzo

2.11 Transformationsgraph 2
Gegeben seien drei Koordinatensysteme Sy, S; und S5, die gemifs Abb. 2.36 angeordnet
sein sollen.

a) Stellen Sie die homogenen Transformationsmatrizen Tm und Toz auf.

b) Skizzieren Sie den Transformationsgraphen. Leiten Sie mit dessen Hilfe le aus Tm
und Toz ab.

¢) Berechnen Sie le und TZI numerisch.

d) Berechnen Sie die S;- und S,-Koordinaten von Punkt Py, der in Weltkoordinaten durch

Ortsvektor p(l) = (?) definiert ist. Fiihren Sie einen Plausibilitétstest durch.
e) Berechnen Sie die S,-Koordinaten von Punkt P,, der in Weltkoordinaten durch Orts-
vektor pzl = ( ((1;5) definiert ist. Fiihren Sie einen Plausibilitétstest durch.
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Abb. 2.36 Anordnung der
Koordinatensysteme Sy, S|

-4 P,
und S, fiir Aufgabe 2.11 O o Ak
S1 L AR !
zZ1 :
Y1 '
1
105 :
'y2
zZ0 )

P i
~ o _2__-——-“ ]Sz
e =

— a._ Yo 9.3
. s
o
T
Sk
YK
ZK

Abb. 2.37 Anordnung der Koordinatensysteme der Bearbeitungszelle von Aufgabe 2.12
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2.12 Transformationsgraph 3
Gegeben sei das Koordinatensystem einer Kamera Sk, einer kleinen Bearbeitungszelle Sp
sowie eines Tisches S7 wie in Abb. 2.37 dargestellt. Der Turm eines Manipulators befinde
sich im Weltkoordinatensystem Sy, sein Endeffektor besitze Koordinatensystem S3.

Von folgenden Koordinatensystemen seien Positionen der Urspriinge bekannt:

0.4 0.15 0.625 0.5
t)=|-015], tf=1015], tp=]10225|, 5= 0
0 0.32 0.6 0.36

Alle Koordinatensystemachsen sollen entweder rechtwinklig oder parallel zu den Ach-
sen des Weltkoordinatensystems verlaufen. Die weiteren Achsorientierungen sind aus
Abb. 2.37 ablesbar.

a) Skizzieren Sie einen Transformationsgraphen und ermitteln Sie daraus T3 p und TK B-

b) Berechnen Sie numerisch die Position des Ursprungs von Sp in Endeffektorkoordi-
naten. Wie viel Abstand besteht in der gegenwirtigen Position des Endeffektors zur
Grenze der Bearbeitungszelle?

¢) Bestimmen Sie numerisch die Position des Endeffektors in Kamerakoordinaten.

2.13 Artikulierter planarer 3-DoF Ellenbogen-Manipulator

Gegeben sei der artikulierte planare 3-DoF Ellenbogen-Manipulator aus Beispiel 2.21
mit Gelenkwinkeln 6; = 0, 8, = —60° und 63 = 105° und Parameterwerten 7 = 0.1,
b=0.1,1; =0.3und [, = 0.25.

a) Berechnen Sie numerisch Position und Orientierung (Letztere in Form einer Rotati-
onsmatrix) des Endeffektors in Weltkoordinaten.

b) Fiihren Sie einen Plausibilititscheck dieser numerischen Berechnung mit einer Skizze
durch.

¢) Berechnen Sie die Orientierung des Endeffektors in Form der ZYZ Euler-Winkel fiir
0<p=m.

2.14 Artikulierter 2-DoF Ellenbogen-Manipulator mit Achsversatz
Gegeben sei ein artikulierter Ellenbogen-Manipulator mit einem Neigegelenk und einem
Achsversatz der Breite b, wie in Abb. 2.38 dargestellt.

a) Erginzen Sie die fehlenden Koordinatensysteme nach DH-Konvention. Wie viele Ko-
ordinatentransformationen sind notwendig? Was fillt bei Koordinatensystem S, auf?

b) Geben Sie die DH-Parameterwerte an.

¢) Berechnen Sie alle auftretenden homogenen Transformationen To,- ,1 > 1.
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TEE

So

Abb. 2.38 Manipulator mit Achsversatz zu Aufgabe 2.14

Nun seien folgende Werte fiir die Léngen gegeben: h = 0.2,b = 0.1,/; = 0.3,/ = 0.25;
die Gelenkwinkel seien 6; = 45°, 6, = —60°.

d) Berechnen Sie in Weltkoordinaten fiir den Endeffektor Position und Orientierung
(Letztere in Form einer Rotationsmatrix).
e) Berechnen Sie die Orientierung in Form der ZYZ Euler-Winkel fiir 0 < g < x.

2.15 Basis-Kinematik 3
Bestimmen Sie die DH-Parameter fiir Basis-Kinematik 3 nach Abb. 3.9.

2.16 Kartesischer 2-DoF Manipulator

Bestimmen Sie nach der DH-Konvention die Koordinatensysteme mit zugehorigen DH-
Parametern fiir den kartesischen 2-DoF Manipulator nach Abb. 2.39. Die Linearachsen
besitzen als Gelenkvariable jeweils o7 und o0;. In der Skizze ist eine Position ; > 0,
0, > 0 dargestellt. Die Nullposition soll bei o7 = 0, = 0 liegen. Das Endeffektorkoordi-
natensystem soll mit dem dargestellten Koordinatensystem S, iibereinstimmen.

2.17 Kinematik eines Manipulators mit Gelenkreihenfolge Translation-Rotation
Abb. 2.40 zeigt einen Manipulator mit einem Translations- und einem Rotationsgelenk.
Das Translationsgelenk besitze Gelenkvariable o, das Rotationsgelenk Gelenkvariable
6,. Die dargestellten Gelenkpositionen seien Nullpositionen. Der olivgriin dargestellte
quaderférmige Korper sei starr mit dem Inertialsystem verbunden.

a) Bestimmen Sie die DH-Koordinatensysteme und -Parameter. Binden Sie das Endef-
fektorkoordinatensystem Sgg an.
b) Stellen Sie Tygg auf.
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Abb. 2.39 Manipulator zu Aufgabe 2.16. Die Darstellung zeigt nicht die Nullposition

ZEE

Abb. 2.40 Manipulator zu Aufgabe 2.17; Gelenkreihenfolge: Translation-Rotation. Die Darstel-
lung zeigt die Nullposition
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2.18 Anthropomorpher 6-DoF-Manipulator
Bestimmen Sie die DH-Parameter fiir den anthropomorphen 6-DoF-Manipulator aus
Abb. 3.11.
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Inverse Kinematik

Check for
updates

Zusammenfassung FEine Kernfihigkeit von Manipulatoren besteht darin, den Endeffek-
tor in eine genau vorgegebene Lage (Position und Orientierung) zu iiberfiihren. Eine
Methode hierfiir ist das sogenannte Teachen: Der Endeffektor wird dabei manuell vom
Menschen in die gewiinschte Lage geschoben. Dort werden die Werte der Gelenkvaria-
blen gemessen und in der Steuerungssoftware der Lage zugeordnet. So ist es moglich,
diese Lage immer wieder anzufahren. Beim Teachen héngt die Positioniergenauigkeit vom
manuellen Geschick des Menschen ab. Aulerdem konnen damit nur einzelne Lagen im
Raum abgefahren werden — ein Pfad kann also nur durch ein Punktraster angenéhert wer-
den.

Moderne Manipulator-Anwendungen bendtigen jedoch hohe Positioniergenauigkeiten
auf einzelne Lagen oder entlang eines Pfads. Dafiir miissen die Gelenkvariablen so be-
rechnet werden, dass sich die gewiinschte Endeffektorlage ergibt. Dies stellt die Umkehr-
aufgabe zur Kinematik dar und wird daher als inverse Kinematik bezeichnet. Es stellt das
Herzstiick der Steuerung von Manipulatoren dar.

Die inverse Kinematik miindet in ein stark nichtlineares Gleichungssystem. Falls iiber-
haupt eine Losung existiert, so ist diese in der Regel nicht eindeutig. Vielmehr tritt eine
Losungsvielfalt auf. Im Fall abzihlbar vieler Losungen bezeichnet man jede Losung als
Konfiguration. Treten hingegen unendlich viele Losungen auf, so spricht man von einer
Singularitit. Ein Berechnungsalgorithmus muss alle diese Fille gesondert beriicksichti-
gen.

Rein numerische Losungsverfahren lassen sich auf alle Kinematiken anwenden. Sie
weisen jedoch den Nachteil hoher Rechenkosten auf. AuBlerdem gewinnt man damit kei-
ne tiefgreifenden Erkenntnisse tiber das Auftreten von Singularitdten. Daher konzentrieren
sich die Betrachtungen im vorliegenden Buch auf ein analytisches Losungsverfahren. Die-
ses ist anwendbar auf die groBe Klasse von Manipulatoren, bei denen hochstens sechs
Gelenke vorhanden sind und bei denen sich die letzten drei Gelenkachsen in einem Punkt
schneiden.

© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2020 17
J. Mareczek, Grundlagen der Roboter-Manipulatoren — Band 1,
https://doi.org/10.1007/978-3-662-52759-7_3
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Zur Reduzierung der Komplexitit wird zunédchst die Kinematik in einfacher handhab-
bare Basiskinematiken zerlegt. In einem zweiten Schritt wird mit der Methode von Pieper
das Problem der inversen Kinematik des sechsachsigen Manipulators in zwei Teilproble-
me zerlegt: So lésst sich die inverse Kinematik vom Turm bis zur Handwurzel (also die
ersten drei Gelenke), entkoppelt von den hinteren drei Gelenken, 16sen. Mit Kenntnis der
ersten drei Gelenkwinkel und unter Zuhilfenahme des inversen Eulers folgen dann die
hinteren drei Gelenkwinkel.

3.1 Einfiihrung

Im Mittelpunkt des vorangegangenen Kap. 2 wurde mit der direkten Kinematik Aufga-
benstellung (2.24) behandelt:

Gegeben n Gelenkvariablen ¢, gesucht die Lage (Position und Orientierung) des mit
dem Endeffektor starr verbundenen letzten Manipulatorsegments in Form von Ty, .

Nun wird die Lage des Endeffektors, wie in Abb. 3.1 dargestellt, durch ein zu manipu-
lierendes Objekt oder einen Pfad bzw. eine Kontur vorgegeben bzw. gefordert. Diese Soll-
Lage wird im Folgenden durch ein hochgestelltes *°!! markiert. Gesucht werden die dafiir
notwendigen Gelenkvariablen ¢, also Abbildung

- R’soll 0soll
Tg,;’ll:[ 00; g :|I—>q. G.1)

Mathematisch stellt dies das inverse Problem zur direkten Kinematik (2.24) dar. Man
bezeichnet daher (3.1) als inverse Kinematik. Von der direkten Kinematik ist Rotations-
matrix IéOn und Translationsvektor ¢, als Funktion der Gelenkvariablen ¢ bekannt. Damit
fiihrt (3.1) zu Gleichungssystem

IéOn (q) = R‘(S)();ll

0 0soll (3.2a)
t,(q) =1,"".

Bezeichnet man die Komponenten gemiB Ry, = [r; ;1 und t) = [1;], so ergibt sich, auf

Komponentenebene aufgelost, ein Gleichungssystem mit 12 Gleichungen gemif3

r(g) =ri'. (g ="
. hiq) =" (3.2b)

soll

r3(q) = 33, 1(q) = I§OH'

Fiir Manipulator KR3 0 sind diese Gleichungen beispielsweise durch (2.28) gegeben.
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zu manipulierendes Objekt

Berandung des Objekts bestimmt
die Lage des Endeffektors

Konfiguration

yOA

So Zo

Abb. 3.1 Vorgabe von Position und Orientierung fiir den Endeffektor des 3-DoF Ellenbogen-Ma-
nipulators durch die Berandung eines zu manipulierenden Objekts. Es sind zwei Konfigurationen
moglich: ,,oben* ist mit durchgezogenen Linien dargestellt, ,,unten mit gestrichelten Linien. Kon-
figuration ,,unten‘ ist nicht mit Gelenkwinkeln und Ldngen beschriftet

Die Zahl der Unbekannten entspricht Zahl n der Gelenkvariablen ¢;. In der Regel ist
dieses Gleichungssystem stark nichtlinear. Man erhilt einen Eindruck von der Komplexi-
tdt des Problems am Beispiel des anthropomorphen 6-DoF Manipulators aus Abb. 3.11.
Fiir die ersten drei Elemente der Rotationsmatrix aus (3.2b) ergibt sich so

! soll
r11(0) = 51 (c5¢654 + €4 56) + €1 (C6 (C4C5 523 — 23 55) — §456523) = 1]

!
r12(0) = c6 (c4 51— C154523) — S6 (€551 84 + 1 (C4C5503 — €23 85)) = r1s<2>11

!
r13(0) = c¢1 (cas5523 + €523) + 51 5485 = rf‘;“

Daraus wird anschaulich klar, dass das Einsetzverfahren zur Ermittlung einer geschlosse-
nen Losung' ungeeignet ist.

! Bei einer geschlossenen analytischen Losung kann nach der Unbekannten aufgelost werden, wobei
Parameter symbolisch bleiben. Im Unterschied dazu werden bei einer numerischen Losung fiir alle
Parameter Zahlenwerte eingesetzt, so dass das Ergebnis ebenfalls als Zahlenwert vorliegt.
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Gleichungssystem (3.2b) bestimmt die Lage des Endeftektors im Raum. Da hierfiir maximal sechs
Bewegungsfreiheitsgrade notig sind, reduziert sich (3.2b) stets auf ein Gleichungssystem mit hochs-
tens 6 linear unabhédngigen Gleichungen. Darin tauchen die unbekannten Gelenkvariablen im Argu-
ment einer Kosinus- oder Sinusfunktion auf, das heifit in Form von

C1, 851, €2y $2 0.
Die speziellen Substitutionen
1 —tan 22 2 tan 4
_ 2 _ 2

G=——F ., Si=——2—
1+tan2% 1+tan2%

tiberfiihren die trigonometrischen Gleichungen aus obigem Gleichungssystem in Polynome mit ma-
ximal 12. Ordnung in den neuen Variablen #; = tan %’. Das Einsetzverfahren liefert aus diesen sechs
Polynomgleichungen eine einzige Polynomgleichung mit einer Ordnung von bis zu 524 288. Dafiir
treten ca. 64 000 unterschiedliche Losungen auf, [5, S. 27-29]. Dies belegt: Das Einsetzverfahren
ist wegen der hohen Komplexitit nicht zielfiihrend.

Obige Substitution zusammen mit dem Einsetzverfahren wird in der Literatur oft als
algebraisches Losungsverfahren bezeichnet. Ldsst man hingegen geometrische Eigen-
schaften einflieBen, so spricht man von geometrischen Losungsverfahren. Dabei sind
jedoch auch immer algebraische Betrachtungen notwendig, so dass eine strikte Trennung
zwischen geometrischer und algebraischer Methode nicht sinnvoll ist. Die folgenden
Abschn. 3.2 bis 3.5 stellen solche geometrischen Losungsverfahren dar.

Es konnen entweder keine, abzihlbar viele oder sogar unendlich viele Losungen ¢ auf-
treten: Beispielsweise existiert im Fall von Abb. 3.1 keine Losung, wenn die geforderte
Endeffektorposition vom Ursprung des Weltkoordinatensystems weiter als /1 + [, + I3
entfernt sein soll. Dieser Fall wird weiter unten als Begrenzungs-Singularitdt eingefiihrt,
die vom Endeffektor erreichbaren Positionen bzw. Orientierungen als Positionsarbeits-

raum bzw. Orientierungsarbeitsraum®.

Fiir den Fall abzihlbar vieler Losungen ¢; wird hier Losungsmenge K = {q, 4>, - qx}
eingefiihrt. Jede Losung fiihrt dabei zu einer unterschiedlichen Lage bzw. rdumlichen
Konfiguration der unteren n — 1-Manipulatorsegmente, um die geforderte Position und
Orientierung des Endeffektors einzustellen. Daher bezeichnet man die Elemente aus K als
Konfigurationen.

2 Der Begriff Arbeitsraum wird in Kap. 6 definiert und ausfiihrlich behandelt; er betrachtet im All-
gemeinen nicht nur die vom Endeffektor erreichbaren Positionen, sondern auch dessen erreichbare
Orientierungen.
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Beispielsweise treten im Fall von Abb. 3.1 die beiden Konfigurationen ,,oben* und
Lwunten® auf. Die gestrichelten Linien kennzeichnen dabei die zweite mogliche Konfigu-
ration. Sie kann graphisch durch den Schnittpunkt der beiden gestrichelt eingezeichneten
Kreissegmente konstruiert werden.

Bei mehr als drei Gelenken kdnnen auch mehr als zwei Konfigurationen auftreten. So
zeigt Abb. 3.2 fiir die KR3 0-Kinematik insgesamt acht Konfigurationen fiir ein und diesel-
be Endeffektorlage. Da es sich um einen anthropomorphen Manipulator handelt, spricht
man hier von den Konfigurationen ,,Ellbogen oben‘/,,Ellbogen unten* — je nachdem ob
das Ellenbogengelenk (Gelenk 3) nach oben oder nach unten geknickt ist: Die oberen vier
Darstellungen aus Abb. 3.2 gehoren damit zur Konfiguration ,,Ellbogen oben®, die unteren
vier zur Konfiguration ,,Ellbogen unten®.

Neben der Ellenbogen-Konfiguration gibt es noch die Konfiguration ,, Turm links* (lin-
ke Spalte von Abb. 3.2) und ,,Turm rechts* (rechte Spalte von Abb. 3.2).

Als dritte und letzte Konfiguration unterscheidet man ,,Hand links* (1. und 3. Zeile von
Abb. 3.2) und ,,Hand rechts* (2. und 4. Zeile von Abb. 3.2). Zur Unterscheidung dieser
beiden Konfigurationen ist in Abb. 3.2 das vorletzte Manipulatorsegment auf der einen
Seite griin, auf der anderen Seite grau geférbt.

Die Zuordnung der Konfiguration zu ,links* bzw. ,,rechts” erfolgt individuell. Hinter
der Berechnungsvorschrift steckt der inverse Euler-Algorithmus. Anstelle von ,links*/
»rechts® verwendet man daher fiir die unterschiedlichen Konfigurationen der Hand auch
einfach ,,1°/,2*.

In bestimmten Fillen konnen nicht nur abzdhlbar viele, sondern auch unendlich vie-
le bzw. nicht abzdhlbar viele Losungen auftreten. Solche ausgewiesenen Positionen des
Manipulators bezeichnet man als Singularitditen.

Eine solche Singularitit trat bereits in Abschn. 2.3.4 in Form der Euler-Singularitit bei
ZYZ Euler-Winkeln 8 € {0, 7} auf: Fiir eine geforderte Orientierung R*" kénnen auf
dieser Singularitdt nur Summe oder Differenz o + y nach (2.22) bestimmt werden. Ma-
thematisch stellt dies eine eindimensionale Losungsvielfalt dar, das heifit & und y kdonnen
alle Werte auf einer Geraden einnehmen.

Diese drei unterschiedlichen Losungsfille (keine Losung, mehrere abzéhlbar viele Lo-
sungen, unendlich viele Losungen bzw. Singularitit) werden im folgenden Beispiel 3.1
verdeutlicht. Das Beispiel demonstriert auch den hohen Aufwand zum direkten Lsen
von Gleichungssystem (3.2b).
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Abb. 3.2 Acht unterschied-
liche Konfigurationen von
KR30. Dabei befindet sich der
Endeffektor stets in derselben
Lage
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Beispiel 3.1. Berechnung der inversen Kinematik fiir den planaren 3-DoF Ellenbogen-
Manipulator aus Abb. 3.1 durch Losen von Gleichungssystem (3.2b).
Mit der direkten Dynamik aus Beispiel 2.20 folgt Gleichungssystem (3.2b) zu

soll

C123 =Ty
8123 = r1s<2>11
S123 = rj“fu
Cloz = r;gll (33)

Ley+hcy+ ey =60

Lysi +lysio+ L3 s = 650

Da sich der Endeffektor nur in einer Ebene bewegen kann, reduziert sich die Zahl der
Gleichungen von 12 des allgemeinen 3D-Falls auf 4 im 2D-Fall. Der Endeffektor kann
sich nur um die zo-Achse drehen. Daher muss r1; = ry und ry; = —ry; gelten (verglei-
che Elementar-Rotation Rot, aus Abschn. 2.3.2). Damit entfallen obige zweite und vierte
Gleichung. Elimination von s1,3 und c»3 liefert

soll

soll
tl _13 rll

Lici+bhepn=

3.4
Lisi + s = 128011 — 13 I'S(fll .
Durch Quadrieren erhilt man

. . 2
112 012 + 2L bciep + 122 0122 = (lisou —1; I‘ﬁ’u)

2
112 S12 + 20181510 + 122 S122 = (l;ou —1; r;(])ll) .

Addiert man beide Gleichungen, so folgt unter Ausnutzung des trigonometrischen Pytha-

goras®

SO SO 2 SO SO 2
L2420 1 (crcip +81512) + 12 = (1) LA r“u) + (2 1 ”2111)

Mit den Additionstheoremen lédsst sich der mittlere Teil weiter vereinfachen und man er-
hélt schlieBlich

P +2hbe+ 1> =" -1 VIS(fH)z + (5" =1 r§‘1’“)2
2 2

tsoll_l rsoll + Z‘soll_l rsoll —/ 2_[ 2
N cos@zz(l 311) (2 321) 1 2
2041,
gsoll 7 pesoll 2+ gsoll 7. pesoll 2_12_12
= 921‘2=:|:arccos((l s i) (2211 i) —hi-ke .
1l

3cos?6 +sin? 0 = 1
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Fazit: Es existiert nur dann eine Losung, wenn das Argument des arccos betragsmifig
nicht groBer 1 ist, das heil3t fiir

. soll\ 2 . oll\ 2
(Zisoll _ 13 ris?ll) + (Z;OH _ 13 r;?ll) _ 112 _ 122
241

+ (B L") < (1 + b)?

Existenzbedingung 1:

= (h-h)? <" =5’

Zur Berechnung des ersten Gelenkwinkels wird s;, aus der zweiten Gleichung von
(3.4) mittels Additionstheorem umgeformt zu

Lisi+1bh (sic+c18) = t;oll -3 rzs?ll
= Lsi+bhsicothe \/1—02221‘;011—[3}’;(1)11
= si(h+he)xal \/1—C22=l§011—l3r5(1)u.

Analog ergibt die erste Gleichung von (3.4)

ll C1 + l2 (Cl Ccy) — 81 Sz) — ti%ll _ 13 rig?ll
= hLhoa+haaFhs m=tisoll_l3 rig?ll
= Fsih m +c (G +he)= ti“’ﬂ — 1 rf?ll-

Zusammengefasst folgt

|: ll + lz (&) :|:lz vV 1— C22:| (Sl) _ (l;ou — 13 r;i’u) (3 5)

Fly /1 — )2 L+be c1 ti“’ll — 13 rﬁ’u
A

= (Sl“) = 1 |: Lhi+he Fh 1 - 622] (té"“ — 13 rzs(l)“)

Clys _112+2[11202+122 £+ /1 =2 Lh+bhe l‘fou—l3rf(1)u

= 0, = arctan2 (c1,,,51,,) .

Diese Losung gilt nur, solange die Determinante von Matrix A nicht verschwindet, also
fiir

I} +13

2410

Det(/[) =112+21112€2+122750 < 6'23'é -

Wegen

0<(h—L)?=0L*-2LL+1" < —1>-L><-2L1
B+4

-1
2L L~
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folgt daraus
Det(A)h:lz 7é 0 < 92 7é —TT .

Fiir /; = [, und 6, = —m ergibt sich nicht nur Det(/f) = 0, sondern sogar A = 0.
Verschwindet auch die rechte Seite von (3.5), kann also 6, beliebige Werte annehmen.
Verschwindet hingegen die rechte Seite nicht, so existiert keine Losung. Dies fiihrt zu

soll soll

Existenzbedingung 2: [} =1, A6y = -1 = £} = L} A 650 = 13750

Da in diesem Fall fiir 6, nicht abzéhlbar viele Losungen existieren, liegt eine Singularitt
Vor.

Fiir erfiillte Existenzbedingungen 1 und 2 kann der noch fehlende dritte Gelenkwinkel
mit Hilfe der ersten beiden Gelenkwinkel und (3.3) durch

91 + 92 + 93 = arctan2 (rIS(l)ll’ rs(l)ll)

_ soll _ soll
= 03, =arctan2 (r}}", r5)") — 61,, — 65,

berechnet werden.

Fiir Parameterwerte /; = 0.3, [, = 0.25, [3 = 0.15 sowie einer durch

0.258819 —0.965926 0 0.492436
R = 10.965926 0.258819 0 und )% = | 0.421726
0 0 1 0

geforderten Lage sind beide Existenzbedingungen erfiillt und es ergeben sich nach obigen
Formeln die beiden Losungen bzw. Konfigurationen:

17.7908 45°
0, = 30° und 0, = | —=30°
27.2092° 60°

In Abb. 3.3 ist dabei Konfiguration ,,unten durch 6, Konfiguration ,,oben* durch 6,
gegeben. <

Das vorangegangene Beispiel verdeutlicht den groen Aufwand zum direkten Lsen
von Gleichungssystem (3.2b). Dabei konnte die Losung iiberhaupt nur wegen des Vorlie-
gens eines Sonderfalls ermittelt werden: So liegen nur drei Drehachsen vor und diese sind
auch noch parallel zueinander angeordnet.

Ein weiterer Nachteil beim hier eingeschlagenen direkten Losungsverfahren liegt in
der rein analytischen Betrachtung der inversen Kinematik. Dies ldsst keine geometrischen
Interpretationen der beiden Existenzbedingungen sowie der Singularitét zu.
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Abb. 3.3 Zwei Losungen
bzw. Konfigurationen am
Beispiel des planaren 3-DoF
Ellenbogen-Manipulators. Die
Endeffektorlage ist in beiden
Fillen identisch

Fir die inverse Kinematik sind geschlossene/explizite analytische Losungen ge-
wiinscht. Man sucht also fiir jede Gelenkvariable ¢; eine Funktion f; der gegebenen
Werte von R! und 725! gemiB

g = fi (ROt . iefl,---.n}.

Falls man nicht zu so einer analytischen Losung kommt, sind numerische Losungen die
zweite Wahl. Dabei werden Werte fiir die Gelenkvariablen ¢ so gesucht, dass alle Glei-
chungen aus (3.2b) eingehalten werden. Im Prinzip fiihrt dies auf das Optimierungspro-
blem

J* =min J (R2", ¢5°") (3.6)
q

mit Giitefunktion

(@ —r") + 3 (@) - )’

1 i=1

J (ROnsoll’ tgsoll) — Z

3 3
i=1j=

Die dabei gefundene numerische Losung fiir ¢ ist dann zuléssig, wenn J* im Rahmen der
numerischen Genauigkeit ausreichend nahe an Null herankommt.

Numerische Suchverfahren starten typischerweise bei einem vorgegebenen Start-
punkt go und suchen von dort aus in iterativen Schritten neue Werte g so, dass
J(qo) > J(q1) > --- > J(qx) > ---. Konvergiert diese Folge gegen 0, so ist eine
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zuldssige Losung gefunden. Diese hingt damit vom Startpunkt gy ab. Die Zugehdorigkeit
einer so gefundenen zulédssigen Losung zu einer bestimmten Konfiguration ist dabei un-
klar und héngt ebenfalls vom Startpunkt ab.

Ein Vorteil numerischer Losungsverfahren besteht darin, dass sie fiir praktisch alle Ki-
nematiken anwendbar sind. Demgegeniiber sind geschlossene analytische Losungen nur
fiir Sonderfille bekannt. Die Vorteile gegeniiber numerischen Losungen sind:

e Geringerer numerischer Berechnungsaufwand: Die numerische Berechnung von (3.6)
wird in der Regel mit mindestens 30 Hz und mit bis zu 10kHz durchgefiihrt; 30 Hz:
Bildverarbeitung und Bahnplanung; 10 kHz: mechanisch agile Systeme mit Kraftriick-
kopplungen/Kinisthetik.

e Eskann gezielt die richtige Konfiguration berechnet werden. Wie bereits oben erwihnt,
liefern numerische Verfahren je nach Startpunkt nur ,,irgendeine* Konfiguration.

e Aus analytisch vorliegenden Existenzbedingungen kann unmittelbar auf die Existenz
einer Losung geschlossen werden.
Bei numerischen Verfahren kann man nicht unterscheiden, ob der Optimierungsalgo-
rithmus aufgrund eines ungiinstigen Anfangspunkts nicht gegen Null konvergiert, oder
ob es schlicht keine Losung gibt.

e Bereiche, in denen Singularititen auftreten, miissen gesondert behandelt werden. Eine
analytische Losung liefert das dazu notwendige tiefgreifende Verstindnis liber mogli-
che Auswirkungen von Singularitéten.

Oben genannte Vorteile einer analytischen Losung wiegen so schwer, dass sich sogar
oftmals die mechanische Konstruktion danach richtet. So existieren fiir den folgenden
kinematischen Sonderfall Rezepte zur Ermittlung einer analytischen Losung:

e Anzahl Gelenkachsen n < 6 und

e Drei hintereinander liegende Gelenkachsen schneiden sich in einem Punkt. Dies trifft
oft fiir die letzten drei Gelenkachsen zu.

In den folgenden Abschnitten wird die inverse Kinematik durch geometrische Betrachtun-
gen fiir verschiedene Basiskinematiken hergeleitet. Basiskinematiken stellen dabei typi-
sche Gelenkkonfigurationen dar. Gré3ere Manipulatoren konnen aus diesen Basiskinema-
tiken zusammengesetzt werden. Damit kann auch die inverse Kinematik aus den inversen
Basiskinematiken zusammengesetzt werden.
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3.2 Basiskinematik 1: Dreh-Neigegelenk

Fiir das Dreh-Neigegelenk aus Abb. 3.4 soll aus einer gegebenen Endeffektorpositi-
on (x,y) der Turm-Drehen-Winkel 6; bestimmt werden. Wie aus Abb. 3.4 ersichtlich,
kann ein und dieselbe Endeffektorposition durch zwei unterschiedliche Konfigurationen
erreicht werden. Dabei ist zu beachten, dass hier nur die Position des Endeffektors gleich
ist, die Orientierung jedoch variiert.

03, = —180 + 30

= 180 +45°

T2

T2

y
0., = —180 + 30°

z2

Yo

Abb. 3.4 Basiskinematik 1 (Dreh-Neigegelenk). Links-oben: Konfiguration ,links*; links-unten:
Konfiguration ,links* aus Sicht von oben; rechts-oben: Konfiguration ,rechts”; rechts-unten:
Konfiguration ,,rechts* aus Sicht von oben. Auf beide Manipulatorsegmente wurde jeweils eine
zylinderférmige Verdickung in der Nihe von Gelenk 2 angebracht, damit beide Konfigurationen
leichter unterschieden werden kdnnen
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Die unteren Teilskizzen von Abb. 3.4 zeigen jeweils die Vogelperspektive der dariiber
liegenden Teilskizze. Aus dieser Projektion des Manipulators auf die zy = 0-Ebene kann
Gelenkwinkel 6, einfach berechnet werden mit

arctan2(x,y) firx,y #0

O, =
nicht definiert fiirx = y = 0 (= Singularitit)
0y —m fiir 8;; > 0

Or =360 +7 fir6y;, <0

nicht definiert  fiir 61; nicht definiert (= Singularitit) ,

wobei 0 ; als Konfiguration ,,links“ und 6, , als Konfiguration ,,rechts“ bezeichnet wird.
Liegt der Endeffektor iiber dem Ursprung von Sy, so ergibt sich als Projektion des Ma-
nipulators lediglich der Ursprung als einzelner Punkt. In diesem Sonderfall kann 6,
beliebige Werte annehmen, so dass eine Singularitét vorliegt.

Nun wird Basiskinematik 1 um zusitzliche Neigegelenke erweitert, die dem zweiten
Gelenk nachfolgend angeordnet sein sollen. Die Drehachsen dieser zusitzlichen Neigege-
lenke sollen dabei alle parallel zu z; verlaufen. Abb. 3.5 zeigt ein Beispiel einer solchen
Erweiterung mit einem zusitzlichen Neigegelenk. Aus der Abbildung wird unmittelbar

Projektion in die
zo-yo-Ebene

So

Abb. 3.5 Ermittlung des ersten Gelenkwinkels des artikulierten 3-DoF Ellenbogen-Manipulators
durch Projekt der rdaumlichen Endeffektorposition auf die x(-yo-Ebene
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Abb. 3.6 Singularitit bei Greifer
Basiskinematik 1. Dargestellt
ist die Frontansicht fiir 8; = 0

h  (Skizze giiltig fiir ; = 0)

SO xo

klar: Die beiden Neigegelenke (6,, 85) konnen die Projektion der Endeffektorposition auf
die x(-yo-Ebene nur entlang einer Geraden verdndern — die Orientierung bleibt gleich.
Daher bleibt obiges Berechnungsschema auch fiir den so erweiterten Manipulator giiltig.

Beispiel 3.2. Bei dem Manipulator aus Abb. 3.5 tritt die Singularitét von Basiskinematik 1
ein, wenn der Endeffektor auf der zy-Achse zu liegen kommt. Abb. 3.6 zeigt eine solche
Konfiguration fiir 6; = 0. Daraus folgt

biA=>b+1y cos(~62) = BS; = > cos(—(x — 6> — 63))
e  b+1 cos(th) = I cos(f + )
Ein Plausibilitdtscheck ergibt als Singularititsbedingung bei horizontaler Ausrichtung:
=0 0,=n <= b+l =1 a

Mit Basiskinematik 1 ldsst sich durch Projektion des Manipulators auf die zy = 0-
Ebene Gelenkwinkel 8; bestimmten. Fiir einen Manipulator wie in Abb. 3.5 dargestellt
kann damit Ty, (61) bestimmt werden. Von S; aus gesehen bewegt sich der Endeffek-
tor durch die beiden Neigewinkel 6, und 65 nur in der x;-y;-Ebene. Aus diesem Grund
betrachtet man die Endeffektorposition in S;-Koordinaten. Mit bekanntem 6; und To EE
ergibt sich die dafiir notwendige Umrechnungsvorschrift zu

Tige = Ti0(61) Toge = Toi " (01) Toe -

Wie man damit die beiden Neigewinkel 6, und 65 berechnen kann, wird im nachfolgenden
Abschnitt unter Ausnutzung diverser trigonometrischer Beziehungen hergeleitet.
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3.3 Basiskinematik 2: Zwei parallele Drehgelenkachsen/planarer
2-DoF Ellenbogen-Manipulator

Abb. 3.7 zeigt die als Basiskinematik 2 bezeichnete Gelenkanordnung. Sie entspricht
einem planaren 2-DoF Ellenbogen-Manipulator. Diese Kinematik tritt hdufig in Kombi-
nation mit Basiskinematik 1 in Form des artikulierten 3-DoF Ellenbogen-Manipulators
aus Abb. 3.5 auf. Daher ist die betrachtete Kinematik aus den letzten beiden Mani-
pulatorsegmenten des Manipulators aus Abb. 3.5 zusammengesetzt, wobei der Greifer
nicht dargestellt ist. Diese beiden Manipulatorsegmente bewegen sich ausschlieBlich in
der x;-y;-Ebene, so dass in Abb. 3.7 als Bezugskoordinatensystem S; gewdhlt ist. Aus
darstellungstechnischen Griinden sind in Abb. 3.7 andere Armléingen als in Abb. 3.5
zugrunde gelegt. AuBerdem wurde beim Ubergang der Darstellung von Abb. 3.5 auf
Abb. 3.7 der Index der Gelenkwinkel um 1 reduziert, das hei3t: 6, — 6, und 6; — 6,.

Y2

Konfiguration ,,oben* 0,

X 1
&tpz

Y1

Abb. 3.7 Basiskinematik 2: planarer 2-DoF Ellenbogen-Manipulator; hier dargestellt durch die
oberen beiden Manipulatorsegmente von Abb. 3.5 in S;-Koordinaten, wobei der Greifer wegge-
lassen wurde; Konfiguration ,,unten‘ ist gestrichelt gekennzeichnet
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Man erkennt aus Abb. 3.7, dass fiir ein und dieselbe Endeffektorposition die beiden
unterschiedlichen Konfigurationen ,,oben‘ und ,,unten* (gestrichelt gekennzeichnet) mog-
lich sind.

Die inverse Kinematik von Basiskinematik 2 besteht aus folgender Aufgabe: Gegeben
die Koordinaten (x; y) des Endeffektorursprungs in Bezugskoordinaten (hier S;), gesucht
91 und 92.

Dafiir existiert folgendes Standardlosungsverfahren: Zunichst werden Hilfswinkel ¢,
@2, @ und B eingefiihrt:

unten: ,,oben:
pr=¢-—p pr=¢+p
=9+« p=¢—«a

Ein weiterer Hilfswinkel ¢ ergibt sich sofort aus Abb. 3.7 zu

@ = arctan2(x,y) fiir (3) # (J) .

Als zusitzliche Hilfsgroie wird von Dreieck A (S, S,, S3) der halbe Umfang p sowie der
Inkreisradius r (zur Herleitung von r siehe mathematische Standard-Formelsammlungen)
benotigt:

plx.y) =5+ 1+ V)
o) =\/(p —) (=)~ )

p

Durch Nutzung spezieller Eigenschaften am Dreieck A(S), S2, S3) durch den Inkreis
(Mittelpunkt M) folgt fiir die Hilfswinkel

a(x,y) = 2 arctan _rxy)
p(x.y) =1

B(x,y)=2 arctanM ,
p(x.y)—h

sieche die Herleitung am Ende dieses Abschnitts. Eingesetzt ergibt sich schlieBlich die
gesuchte inverse Kinematik

r(x,y)
p(x,y)—10h
r(x,y) r(x,y) ) '

6, = O — Q1 = :F(O{ + ,3) =F2 (arctan —— <~ -+ arctan
plx,y)—1h px.y) =1

Oh=pr=pxp = arctan2(x, y) =+ 2 arctan



3.3 Basiskinematik 2: Zwei parallele Drehgelenkachsen/planarer2-DoF Ellenbogen-MPL 133

Dabei gilt das obere Vorzeichen fiir Konfiguration ,,oben*, das untere Vorzeichen fiir Kon-
figuration ,,unten®.

Damit Inkreisradius r(x, y) existiert, darf der darin enthaltene Radiant nicht negativ
werden. Aus dieser Forderung folgt

Existenzbedingung: |ly —bL| < vx2+y2 <l + 1,

sieche Herleitung am Ende dieses Abschnitts. Diese Existenzbedingung schrinkt die vom
Endeffektor erreichbaren kartesischen Positionen ein, so dass man von Arbeitsraumbe-
schrdnkungen spricht.

Abb. 3.8 illustriert die Arbeitsraumbeschrinkungen im Falle /; > [;. Nur der graue
Bereich kann vom Endeffektor erreicht werden, so dass auch nur in diesem Bereich ei-
ne Losung fiir die inverse Kinematik existiert. In der inneren kreisformigen Aussparung

gilt /x2 + y2 < I, —1,. AuBerhalb des groBten Kreises gilt hingegen /x2 + y2 > [ +1,.

Im Sonderfall x = y = 0 existiert nur fiir /; = I, eine Losung. In diesem Fall ist ¢
undefiniert und es tritt die (nicht abzdhlbare) Losungsvielfalt

0, = Fm, 6 : frei/unbestimmt

auf. Es handelt es sich also um eine Singularitéit von Basis-Kinematik 2.

In Aufgabe 3.1 wird die inverse Kinematik durch ein Nassi-Shneiderman-Strukto-
gramm beschrieben.

Abb. 3.8 Arbeitsraum des
planaren 2-DoF Ellenbogen-
Manipulators aus Abb. 3.7.
Eingezeichnet ist die aus-
gestreckte Position 6, = 0
sowie eine fast ganz eingefal-
tete Position 8, = 185°. Der
Arbeitsraum ist grau gekenn-
zeichnet

A

Vrz+y2 <l —ls

i 41l < x2+y?
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Herleitung von a(x, y) und B(x,y): Dreiecke A(S|, A, M) und A(B, M, S3) sind rechtwinklig.
Dabher gilt jeweils

r o r
— = arctan—— und — = arctan ——.
2 S A 2 S3 B

Fiir die darin enthaltene Streckenldnge gilt S1 A = p — [5:

_l_S1S3+ll+12_l_S1S3+ll_l_2

p=i= 2 2T T 2
_S5iC+CS8:+S54A+4S, $B+BS;
- 2 2

Aus Symmetriegriinden gilt S C = S; 4, C §-

W
I
&
9%}

W
=1
=
o,
U
5]
I
8]
S
2
S
uq
—
=
g,
=
a
0

SIA+BS3+S1A+85B S$B+BS; ——
2 2 ’

p—h=

Analog zeigt man leicht S3 B = p — ;.

Herleitung der Existenzbedingung: Damit die inverse Kinematik existiert, muss der Inkreisradius
r(x, y) definiert sein, das heiBt der enthaltene Radiant darf nicht negativ sein:

-l -b)p=-Vx2+y?)
B >0.

Wegen p > 0 ist dies erfiillt, wenn alle Linearfaktoren des Zahlers positiv sind (Fall 1) oder wenn
zwei negativ sind und einer positiv ist (Fall 2).

Fall 1: Alle Linearfaktoren des Zihlers sind positiv. Dabei ldsst sich Teilforderung p —[; > 0 A
p — > > 0 zusammenfassen gemilB:

P—ll=%(11+lz+m)—ll
— Vx24yr=1 -1
P—12=%(11+12+m)—12
= V24 y2>—(h-h)
= V2 zmax(E(-h) = |h-b|.
Aus dem dritten Linearfaktor folgt
p— x2+y2=%(zl+zz—\/m)£o<=>\/mleﬂz.

Fall 2: Zwei Linearfaktoren des Zihlers sind negativ, einer ist positiv. Der dritte Linearfaktor kann
nicht negativ werden:

1 !
5 (=h +hL+Vx2+y?) =0

1 !
5(11—12+\/X2+y2)20

S$183 = 851852 + 5283
= Vx24+y2=[8153 = |S182+ $283| < |81+ [S283| =L + I,

S h+h—Vx2+y2=2(p—/x>2+y2)>0
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Falls die ersten beiden Linearfaktoren gleichzeitig negativ sein sollen, gilt analog zu obigem
Fall 1:

VX2 +y2<h—h
Vxt+yr<—(li =)

<~ x2 + y2 < mll’l(:t(ll —lz)) = —|ll —12| .

Dies stellt aber einen Widerspruch dar, da Wurzeln keine negativen Werte annehmen koénnen.
Vorliegender Fall 2 liefert also keine weitere Losung.

3.4 Basiskinematik 3: Pseudo-Kugelgelenk

In diesem Abschnitt wird die in Abb. 3.9 (oben) dargestellte Kinematik als Basiskine-
matik 3 eingefiihrt. Sie besteht aus der Bewegungsfolge Drehen (um die Lingsachse) —
Neigen* — Drehen. Urspriinge S; und S, fallen zusammen. Zur Ubersicht ist S, in
Richtung der z;-Achse etwas verschoben dargestellt. In Aufgabe 2.15 werden die DH-
Parameter bestimmt.

Abb.3.9 Zwei dquivalente Darstellungen von Basis-Kinematik 3. Die Darstellungen unterscheiden
sich durch Koordinatensysteme und Gelenkwinkel: Oben nach DH, unten nach ZYZ Euler

4 Namenszusatz ,Neigen* wird hier verwendet, da das Gelenk in Nullposition so orientiert ist, dass
sich eine Neigebewegung ergibt.
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Abb. 3.10 Darstellung von 6; = 30°, 6, = 45°, 63 = —30° zur Veranschaulichung, dass jede
Orientierungsidnderung mit einer Positionsénderung einhergeht. Dabei gilt: Je grofier /5, desto grofier
die Positionsidnderung

Die Besonderheit dieser Kinematik ist, dass sich alle drei Drehachsen in einem Punkt
schneiden. Dieser Schnittpunkt liegt im Ursprung S;. Bei einem Kugelgelenk kénnen
beliebige Orientierungen bei gleich bleibender kartesischer Position realisiert werden.
Daher liegt von S bis S, ein Kugelgelenk mit Ursprung S als Drehpunkt vor.

Da der Endeffektor vom Drehpunkt um Distanz /, abgesetzt ist, resultiert jede Orientie-
rungsinderung auch in einer Anderung der kartesischen Position. Abb. 3.10 veranschau-
licht, dass sich die kartesische Position bei einer Orientierungsinderung stark verdndert,
wenn [, entsprechend grof3 ist. Um zu einer moglichst kugelgelenkdhnlichen Orientie-
rungsbewegung zu gelangen, wird durch konstruktive MaBnahmen Abstand /, minimiert.
Da man damit eine dem Kugelgelenk dhnliche Kinematik realisiert, wird Basiskinematik 3
hier als Pseudo-Kugelgelenk bezeichnet.

Oft bestehen die letzten drei Gelenke von Manipulatoren aus dieser kugelgelenk-
dhnlichen Kinematik. Eine vorgelagerte Teilkinematik dient der Positionierung des
Endeffektors. So sind dessen Orientierung und kartesische Position nahezu getrennt
voneinander einstellbar.

Die inverse Kinematik von Basiskinematik 3 besteht aus folgender Aufgabenstellung:
Gegeben Orientierung Rz, gesucht 6y, 6,, 6.
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Die Losung resultiert aus der Tatsache, dass Basiskinematik 3 der Euler323-Kinematik
entspricht. Dies erkennt man durch einen Vergleich der beiden Grafiken von Abb. 3.9.
Die obere Grafik beschreibt die Kinematik nach DH. In der unteren Grafik ist die iden-
tische Kinematik als Euler323-Drehung realisiert. Dabei stimmen die Drehachsen der
DH-Darstellung mit denen der Euler323-Darstellung iiberein, so dass

h=a, =4, O=y.
Damit folgt die gesuchte inverse Basiskinematik 3 zu
(6,6, 63) = InvEuler323(Ry3) .

Aus Abschn. 2.3.4 ist bekannt, dass bei 8 € {0, 7} die ZYZ Euler-Singularitit auftritt.
Daher weist inverse Basiskinematik 3 ebenfalls eine Singularitit bei 8, € {0, 7} auf.

3.5 Basiskinematik 4: Anthropomorpher 6-DoF Manipulator

Die in Abb. 3.11 (Nullposition) und Abb. 3.12 (geneigte Position) dargestellte Kinematik
dhnelt der Kinematik des menschlichen Arms — daher die Bezeichnung anthropomorph.
Siehe in Abschn. 1.1 die Erlduterungen zu Abb. 1.4 fiir eine Beschreibung der Gelenkbe-
zeichnungen aus Abb. 3.12.

Koordinatensysteme S, und S5 fallen in ihren Urspriingen aufeinander. Daher ist S3
nach auflen versetzt dargestellt; Gleiches gilt fiir S, und Ss. Analog zu S ist auch S5 aus
Griinden der Ubersichtlichkeit nach auBen versetzt dargestellt.

Abb. 3.11 Topologische Anordnung des anthropomorphen 6-DoF Manipulators in Nullposition
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UA-Neigen

So

. UA-Drehen

Turm-Drehen 64

Handwurzel
Hand-Neigen

Hand-Drehen
06

Abb. 3.12 Anthropomorpher 6-DoF Manipulator: Zur Veranschaulichung der Beweglichkeit so-
wie der rdumlichen Gelenkanordnung ist anstelle der sonst iiblichen Nullposition, Position § =
(—20°,—45°,90°,120°, 60°, 30°) dargestellt

Die inverse Kinematik betrachtet die folgende Aufgabenstellung: Gegeben sei die End-
effektorlage mit

psoll S S S soll
R(*)(é — [V isoll risoll r;oll] und tgo )

Gesucht sind Gelenkwinkel 6 = (91 96).

Zur Losung ist die Position von Ursprung S4 von entscheidender Bedeutung. Daher
bezeichnet man dieses Koordinatensystem in Anlehnung an den menschlichen Koérperbau
auch als Handwurzel. Unter Zuhilfenahme der vorangegangenen drei Basiskinematiken
lasst sich die gesuchte inverse Kinematik in folgenden drei Schritten ermitteln:
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Schritt 1: Projektion der Handwurzelposition in die xy-yo-Ebene liefert die Eingangsgro-
e zur Berechnung von 6; mittels Basiskinematik 1.

Schritt 2: S, bis S bewegen sich immer in der x;-y;-Ebene. Mit der Handwurzelposition
in S;-Koordinaten als Eingangsgrofe liefert Basiskinematik 2 die beiden Gelenk-
winkel 6, und 65.

Zur Berechnung der hinteren drei Gelenkwinkel wird die Handwurzelposition be-
notigt. Diese kann durch einen einfachen Trick ermittelt werden: Die Endeffektor-
position (im vorliegenden Fall Ursprungsposition von Sg) ist mit tg"“ gegeben. Von
dort aus gelangt man zur Handwurzelposition ¢4 in entgegengesetzter Richtung des
Approach-Vektors (hier die z¢-Achse; entspricht dem gegebenen Einheitsvektor

r;°") um Weglinge /5:
ty =t — ! (3.7a)

Aus vorangegangenem Schritt ist 6; bekannt. Damit kann die Handwurzelposition
t4 in S;-Koordinaten ermittelt werden, geméaB

1 ~ ~
(’14) = Th0(6) (‘f) = T '(6) (‘1“) . (3.7b)

Schritt 3: Die letzten drei Gelenkachsen schneiden sich in der Handwurzel. Basiskinema-
tik 3 tritt auf, wenn die Endeffektororientierung in S3-Koordinaten betrachtet wird,
das heiBt mit Rsq als Eingangsgrofie. Damit lassen sich 64, 85 und 6 mittels der
InvEuler323-Funktion bestimmen. Da die ersten drei Gelenkwinkel aus vorange-
gangenen Schritten 1 und 2 bereits bekannt sind, kann aus der direkten Kinematik
die Orientierung von S5 mit Rotationsmatrix 1%3 berechnet werden. Hieraus ergibt
sich die benotige Rotationsmatrix zu

R3s = Ro3(601, 605, 05) 7" RS = R3(61, 65, 65) RS (3.8)
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In Aufgabe 3.5 wird fiir die vorliegende inverse Kinematik ein Nassi-Shneiderman-
Struktogramm erstellt.

Das Vorgehen in obigen drei Schritten basiert im Prinzip auf einem Losungskon-
zept von Donald Lee Pieper [5] fiir die inverse Kinematik von 6-DoF Manipulatoren in
geschlossener Form. Dabei wird die Bedingung gestellt, dass sich mindestens drei hinter-
einanderliegende Achsen in einem Punkt schneiden oder parallel® sind.

Bei vorliegender Kinematik aus Abb. 3.11 und Abb. 3.12 ist Piepers Anforderung er-
fiillt: Die letzten drei Gelenkachsen schneiden sich in der Handwurzelposition #4. Diese
Position ist somit von den hinteren drei Gelenkwinkeln unabhingig. Sie kann daher durch
(3.7a) direkt (das heiit ohne Kenntnis von Gelenkwinkeln) aus der gegebenen Endeffek-
torposition berechnet werden.

Gleichzeitig ist die Handwurzelposition ausschlieBlich von den vorderen drei Gelenk-
winkeln abhéngig. So kénnen diese vorderen Gelenkwinkel unabhdngig von den hinteren
drei Gelenkwinkeln berechnet werden. Dadurch ist To3 vollstindig bekannt und die hinte-
ren drei Gelenkwinkel hidngen nur noch von 17(’36 ab, siehe (3.8).

Beim hier betrachteten 6-DoF Manipulator sind Position und Orientierung des End-
effektors von allen sechs Gelenkwinkeln abhingig. Darin begriindet sich die hohe Be-
rechnungskomplexitit der inversen Kinematik. Piepers Losung basiert im Prinzip auf der
Idee, drei Gelenkwinkel (hier die vorderen drei) unabhcingig von den restlichen drei Ge-
lenkwinkeln zu berechnen.

Dies gelingt immer dann, wenn sich mindestens drei aufeinanderfolgende Gelenkach-
sen in einem Punkt schneiden oder parallel sind.

Schneiden sich — wie im vorliegenden Fall — die letzten drei rotatorischen Gelenk-
achsen, so bestimmen die vorderen drei Gelenkwinkel tendenziell die Position des
Endeffektors, die hinteren drei Gelenkwinkel dessen Orientierung. Das zugrunde liegende
6-DoF Problem spaltet sich so in ein 3-DoF-Positions- und 3-DoF-Orientierungsproblem
auf. Fiir beide existieren geschlossene Losungen. Setzt man diese zusammen, so ergibt
sich die gewlinschte geschlossene Losung fiir das 6-DoF Problem.

In [5] werden auch Losungen zu Fillen hergeleitet, bei denen die drei sich in einem
Punkt schneidenden Gelenkachsen vorne oder mittig liegen. Dabei werden alle moglichen
Kombinationen von Translations- und Drehgelenken betrachtet.

Fiir weitergehende Betrachtungen siehe [1-4, 7, 8].

5 Die Eigenschaft, dass sich Geraden schneiden, schlie3t mathematisch Parallelitéit von Geraden als
Sonderfall ein: Verringert man den Schnittwinkel zweier Geraden, so entfernt sich deren Schnitt-
punkt bezogen auf einen fixen Beobachtungspunkt immer weiter. Damit stellen parallele Geraden
den Grenzfall zweier, sich im Unendlichen schneidenden Geraden dar.
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Beispiel 3.3. Konfigurationen beim anthropomorphen 6-DoF Manipulator: Betrachtet
werde der Manipulator in Nullposition aus Abb. 3.11 mit Parametern b = 3/50, [ = /4,
h = 1/10, [, = /4,13 = 1/5. Siehe Aufgabe 2.18 fiir die DH-Parameter.

Fiir diesen Manipulator sollen die Gelenkwinkel so eingestellt werden, dass der End-
effektor folgende Lage einnimmt:

[ —0.347927  0.868187  0.353833
Endeffektororientierung:  Rj' = | —0.00638728 0.375209 —0.926918
| —0.9375  —0.32476  —0.125
0.213136
Endeffektorposition: 2 = | —0.237202
0.416506

In Schritt 1 ergeben sich die beiden mdoglichen Konfigurationen (Turm) ,,links* und
,rechts fiir 6.

Schritt 2 liefert ebenso zwei Konfigurationen fiir (6,, 63), die mit (Ellenbogen) ,,oben*,
,unten® bezeichnet werden.

Im letzten Schritt ergeben sich Gelenkwinkel 6, 65 und 6 durch ZYZ Euler-Winkel.
Die zugehorigen beiden Konfigurationen werden mit ,,1 und ,,2* bezeichnet. Diese drei
Teil-Konfigurationen kdnnen untereinander beliebig zusammengestellt werden. Damit er-
geben sich acht Konfigurationen wie in Tabelle 3.1 aufgelistet. Konfigurationen Nr. 1 bis
4 variieren in (Turm) ,links*/,,rechts* und (Ellenbogen) ,,oben*/,,unten*; die letzten drei
Gelenke befinden sich dabei immer in Teil-Konfiguration ,,1*“. Abb. 3.13 zeigt die zuge-
horigen vier Manipulator-Stellungen.

In Abb. 3.14 erkennt man den Unterschied zwischen Teil-Konfiguration ,,1* und ,,2*
bei sonst gleicher Teilkonfiguration ,,links*-,,oben®. <

Tab. 3.1 Konfigurationen beim anthropomorphen 6-DoF Manipulator fiir die Endeffektorlage aus
Beispiel 3.3

.| Turm | Ellenbogen | Euler |

links | oben 1 (—20°, —120°, 90°, 120°, 60°, 30°)
(—20°, =30°, —90°, 123.69°, 115.66°, —43.90°)
(160°, —85.23°, —73.09°, —64.60°, 56.13°, 38.68°)
(160°, —158.32°, 73.09°, —49.66°, 100.29°, —22.77°)
(—20°, —120°, 90°, —60°, —60°, —150°)
(—20°, —=30°, —90°, —56.31°, —115.66°, 136.102°)
(160°, —85.23°, —73.09°, 115.40°, —56.13°, —141.32°)
(160°, —158.32°, 73.09°, 130.34°, —100.29°, 157.23°)

links | unten
recht | oben
rechts | unten
links | oben
links | unten
recht | oben

o Qau rlwv—Z
=

NN NN ===

rechts | unten
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Abb. 3.13 Vergleich der Teil-Konfigurationen (Turm) ,links*/,rechts“ und (Ellenbogen)
,»oben‘/,unten* beim anthropomorphen 6-DoF Manipulator.

Teilbild links-oben: Konfiguration Nr. 1 ,links-oben-1%; Teilbild rechts-oben: Konfiguration Nr. 3
,rechts-oben-1%; Teilbild links-unten: Konfiguration Nr. 2 ,links-unten-1%; Teilbild rechts-unten:
Konfiguration Nr. 4 ,,rechts-unten-1*
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Abb. 3.14 Vergleich von Teil-Konfiguration ,,1*“ und ,,2“ beim anthropomorphen 6-DoF Mani-
pulator. Linkes Teilbild: Konfiguration Nr. 1 ,links-oben-1%; rechtes Teilbild: Konfiguration Nr. 5
,links-oben-2*

Aufgaben

Musterlosungen finden sich unter www.springer.com auf der Seite des vorliegenden
Werks.

3.1 Planarer 2-DoF Ellenbogen-Manipulator

a) Erstellen Sie fiir den planaren 2-DoF Ellenbogen-Manipulator aus Basiskinematik 2
ein Nassi-Shneiderman-Struktogramm der inversen Kinematik

(zl) = InvKinEllenbogen(x, y) .
h

Nun seien Lingen gegeben mit /; = [, = 1. Implementieren Sie das Struktogramm
in Matlab, Mathematica oder einer anderen Hochsprache/Sprache der 4. Generati-
on. Berechnen Sie damit numerisch Winkel 6, 6, sowie ZYZ Euler-Winkel « (unter der
Bedingung 8 = y = 0) fiir folgende kartesische Positionen:


http://www.springer.com
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b) (x,y) =(1,0)
o) (x,y)=(/v2+1,1/¥2)
d) (x.y) = (V2,V2)

Fiihren Sie fiir b)-d) einen Plausibilitdtscheck mit aussagekriftigen Skizzen durch.

3.2 Kartesischer 2-DoF Manipulator
Erstellen Sie die inverse Kinematik fiir den kartesischen 2-DoF Manipulator aus Aufga-
be 2.16.

3.3 Planarer 3-DoF Ellenbogen-Manipulator
Gegeben sei der planare 3-DoF Ellenbogen-Manipulator aus Abb. 2.31.

a) Klassifizieren Sie grafisch die unterschiedlichen Konfigurationen der inversen Kine-
matik. Benutzen Sie dabei die iiblichen Bezeichnungen ,,oben*/,,unten* und geben Sie
die Winkelbereiche an.

Orientierung und Lage des Endeffektors soll nun durch Rotationsmatrix Rys =

[m r r3] und Translationsvektor #3 vorgegeben sein.

b) Erstellen Sie in Abhingigkeit von RO3 und #; die inverse Kinematik fiir eine der in
Teilaufgabe a) ermittelten Konfigurationen. Verwenden Sie dabei die Losungsfunktion
InvKinEllenbogen(x, y) aus Aufgabe 3.1.

Nun seien Zahlenwerte gegeben:

e Armlingen/; =0.3,/, =0.25und /3 = 0.15
e Position und Orientierung:

0.58956 0.906308 —0.422618 O
t; =10.21082 | , Ro3; = | 0.422618  0.906308 0
0 0 0 1

c) Berechnen Sie die Winkel fiir die gegebenen Zahlenwerte.
3.4 Existenz und Bedeutung geschlossener Losungen

a) Unter welcher Bedingung ist nach Pieper fiir einen 6-DoF Manipulator eine geschlos-
sene Losung fiir die inverse Kinematik berechenbar?

b) Existiert ein 3-DoF Manipulator, fiir den es keine geschlossene Losung der inversen
Kinematik gibt? Begriinden Sie die Aussage.



Literatur 145

9]

d)

e)

f)

Welche Vorteile bietet eine geschlossene Losung gegeniiber numerischen Niherungs-
verfahren?

Welche technischen Implementierungsprobleme konnen bei einer inversen Kinematik
entstehen? Wie kann man dem entgegenwirken?

Erldutern Sie die Bedeutung der inversen Kinematik im Rahmen einer Manipulator-
Steuerung.

Angenommen, Sie haben keine Moglichkeit, die inverse Kinematik eines Fertigungs-
Manipulators zu implementieren. Wie konnen Sie trotzdem — zumindest ndherungs-
weise — eine im Arbeitsraum definierte Aufgabenstellung mit diesem Manipulator
erfiillen?

3.5 Anthropomorpher 6-DoF Manipulator
Erstellen Sie ein Nassi-Shneiderman-Struktogramm fiir die inverse Kinematik des anthro-
pomorphen 6-DoF Manipulators (Basiskinematik 4) aus Abb. 3.11.

Weitere Aufgaben zur inversen Kinematik finden sich zum Beispiel in [6] am Ende von

Kap. 3.
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Check for
updates

Zusammenfassung FEine Grundaufgabe der Manipulatorsteuerung besteht darin, aus ge-
gebenen Gelenkvariablen die Lage des resultierenden Endeffektors zu bestimmen. Die
Umkehraufgabe, ndmlich eine gewiinschte Endeffektorlage durch passende Gelenkvaria-
blen einzustellen, wird sogar als Herzstiick der Manipulatorsteuerung bezeichnet. Die-
se unter der Bezeichnung direkte und inverse Kinematik bekannten Aufgabenstellungen
werden durch die Geschwindigkeitskinematik ergénzt: Fiir gegebene Gelenkgeschwindig-
keiten wird die Geschwindigkeit von Position und Orientierung des Endeffektors gesucht.
Fiir die Momentanbetrachtung einer konstanten Gelenkposition fiihrt dies auf eine lineare
Abbildung. Dieses lineare Gleichungssystem wird mit Hilfe einer Jacobi-Matrix in Vek-
torform zusammengefasst.

Beschreibt man dabei die Orientierungsgeschwindigkeit des Endeffektors durch ei-
nen Drehgeschwindigkeitsvektor, so spricht man von einer geometrischen Jacobi-Matrix.
Werden hingegen die Geschwindigkeiten der Euler-Winkel herangezogen, so ergibt sich
die analytische Jacobi-Matrix.

Das Umkehrproblem, nidmlich fiir eine gegebene Geschwindigkeit der Endeffektor-
lage die dazu notwendigen Gelenkgeschwindigkeiten zu berechnen, bezeichnet man als
inverse Geschwindigkeitskinematik. Das Losungsverhalten dieser Aufgabenstellung ist
von der Zahl und momentanen Stellung der Gelenke abhéngig. Zur systematischen Be-
handlung werden im vorliegenden Buch drei Kategorien der Manipulator-Bestimmtheit
eingefiihrt: Manipulator-Vollbestimmtheit, bei der eine eindeutige Losung fiir die inver-
se Geschwindigkeitskinematik existiert. Bei Manipulator-Uberbestimmtheit ergibt sich
durch redundante Gelenke eine nichtabzidhlbare Losungsvielfalt. Ist der Manipulator un-
terbestimmt bzw. unteraktuiert, so existiert keine Losung.

Ein zentrales und bislang nur rudimentir gelostes Problem besteht darin, dass sich die
Manipulator-Bestimmtheit wihrend des laufenden Betriebs in bestimmten Gelenkpositio-
nen von voll- bzw. iiberbestimmt auf unterbestimmt @ndern kann. Diese Gelenkpositionen
nennt man Singularitditen. Sie entsprechen den bei der inversen Kinematik ebenfalls auf-
tretenden Singularitdten. In der Néhe einer Singularitit ndhern sich Nenner-Terme in den
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Steuerungsalgorithmen dem Wert Null und verursachen damit sehr hohe Gelenkgeschwin-
digkeiten. Bei klassischen Manipulationsaufgaben, wie zum Beispiel bei Pick&Place-
Aufgaben, konnen Singularititen bei der Planung der Endeffektorpfade vermieden wer-
den. Steuert jedoch der Mensch im Rahmen eines Master-Slave-Manipulators, so muss
die Steuerung mit Singularitdten zurecht kommen.

Bei Manipulator-Uberbestimmtheit kann die Redundanz der Gelenke genutzt werden,
um Singularititen zu vermeiden. Hierfiir dient das sogenannte Manipulierbarkeitsmays.
Aber auch Nullraumbewegungen werden durch Manipulator-Uberbestimmtheit ermog-
licht: Dabei konnen die Gelenke bewegt werden, ohne dass sich der Endeffektor bewegt.
Eine dritte Anwendung besteht schlieflich darin, mittels Pseudo-Rechts-Inverser, den
RMS-Wert der Gelenkgeschwindigkeiten zu minimieren.

Neben Position und Geschwindigkeit werden fiir einige Anwendungen auch die Kine-
matik der Beschleunigung sowie deren Inverse benétigt. Dies ermdglicht die Umrechnung
von Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung einer Bahn vom Gelenkraum in den
Arbeitsraum und umgekehrt.

Die Jacobi-Matrix ermdglicht eine weitere wichtige Berechnung: Mit dem Prinzip der
virtuellen Arbeit kann das Problem der Statik auf die Geschwindigkeitskinematik zurtick-
gefiihrt werden, wobei keine Gewichts- und Haftreibungskrifte beriicksichtigt werden.
Gesucht werden dabei die Gelenkmomente und -krifte, die den Manipulator im Stillstand
halten, wenn von extern Kréfte und Momente am Endeffektor angreifen. Mit der transpo-
nierten Jacobi-Matrix kann — analog zur Geschwindigkeitskinematik — wieder ein lineares
Gleichungssystem aufgestellt werden. Zur Losung des dazu inversen Problems kann die
Kategorisierung in Manipulator-Bestimmtheiten herangezogen werden.

Aufgrund der engen Verwandtschaft zwischen Geschwindigkeitskinematik und dem
statischen Problem ohne Gewichts- und Haftreibungskréfte werden beide Themen im vor-
liegenden Kapitel mit dem Begriff differenzielle Kinematik zusammengefasst.

4.1 Einfiihrung

In den vorangegangenen beiden Kapiteln wurde die direkte und inverse Kinematik ein-
gefiihrt. Mathematisch gesehen bildet die direkte Kinematik die Gelenkvariablen auf die
Endeffektorlage ab. Die dazu inverse Abbildung stellt die inverse Kinematik dar, siehe
Abb. 4.1.

In realen Anwendungen wird neben der Lage des Endeffektors auch dessen Geschwin-
digkeit gefordert bzw. vorgegeben. Man bezeichnet dies als Geschwindigkeitskinematik.
Zusitzlich werden oft Krifte und Momente gefordert, die der Endeffektor im Stillstand
auf die Umgebung ausiiben soll. Dies bezeichnet man als Statik.
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Abb. 4.1 Direkte und inverse direkte Kinematik /

Kinematik als jeweils zueinan- Vorwirtslosung (VWL)

der inverse Abbildungen /\
Gelenkvariablen Endeffektor-Lage

Beispiele solcher Anwendungen:

q ROTL ) t?z,

7

inverse Kinematik /
Riickwirtslosung (RWL)

e Reinigen der Oberfldche eines feststehenden Werkstiicks mit einem flexiblen Schwamm,
siche Abb. 4.2. Hier soll der Endeffektor mit einer definierten Geschwindigkeit vgg in
Richtung eines vorgegebenen Pfads (zur Definition eines Pfads siehe Kap. 6) fahren,
und dabei den Schwamm mit einer vorgegebenen Kraft Fyprs anpressen. Betrachtet
man eine feststehende Position des Manipulators, so liegt der statische Fall vor. Dem-
gegeniiber ist im bewegten Fall (Dynamik) die Berechnung der Kréfte und Momente

deutlich aufwendiger, siehe Kap. 5.

/

vorgegebener Pfad

—02, 02

End-
effektor

Fanpress

Schwamm

Abb. 4.2 Vorgabe von Anpresskraft und Geschwindigkeit fiir den Endeffektor eines planaren 3-
DoF Ellenbogen-Manipulators. Die dafiir notwendigen Drehmomente sind mit 7; bezeichnet. Die
Zihlrichtungen sind durch die Pfeile der blauen kreisformigen Linien gekennzeichnet
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e Eindrehen einer Schraube in ein fixiertes Gewinde. Dies erfordert eine definierte Vor-
schubgeschwindigkeit, Drehgeschwindigkeit (hdngen zusammen iiber die Gangzahl
des Gewindes) sowie Anpresskraft (zur Uberwindung der Reibung im Gewinde). Auch
hier liegt der statische Fall fiir eine konstante Position vor.

Das vorliegende Kapitel teilt sich in zwei Abschnitte auf: Im ersten Abschn. 4.2 wird
die Geschwindigkeitskinematik hergeleitet. Das dabei entwickelte Konzept einer linearen
Abbildung durch eine Jacobi-Matrix lédsst sich im folgenden Abschn. 4.3 mit nur geringen
Anderungen auch auf das Problem der Statik (ohne Gewichts- und Haftreibungskrifte)
anwenden.

4.2 Geschwindigkeitskinematik

Gegeben sei Gelenkvariablengeschwindigkeit ¢. Bei Drehgelenken sind dies Drehge-
schwindigkeiten in rad/s, bei Translationsgelenken Vorschubgeschwindigkeiten in m/s. Die
Geschwindigkeitskinematik liefert damit die zugehorige Geschwindigkeit des Endeffek-
tors.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann im Folgenden angenommen werden, dass
das Endeffektorkoordinatensystem Sgg mit dem letzten Koordinatensystem .S, iiberein-
stimmt. Damit ergibt sich dessen Position aus Translationsvektor ¢, sowie dessen Orien-
tierung aus Rotationsmatrix léo,,. Dabei ist unmittelbar klar: Durch zeitliches Ableiten der
einzelnen Komponenten des Translationsvektors erhédlt man den Vektor der Translations-
geschwindigkeit des Endeffektors.

Fiir die Orientierung in Form einer Rotationsmatrix ldsst sich hingegen nicht so ein-
fach eine zeitliche Ableitung finden, da die zeitliche Ableitung einer Rotationsmatrix eine
erweiterte Betrachtung erfordert, siche Abschn. 4.2.4. Im folgenden Abschnitt wird daher
zundchst fiir einen allgemeinen freien Korper im Raum ein Konzept zur Darstellung der
Geschwindigkeit eingefiihrt.

421 Geschwindigkeit eines allgemeinen Korpers im Raum

Auf einem Korper werden zwei beliebige Punkte A und B betrachtet, siche Abb. 4.3. Ei-
ne Rotationsbewegung des Korpers kann durch eine Rotation mit Drehwinkel 6 um eine
Drehachse mit einer bestimmten Drehgeschwindigkeit 6 = win rad/s ausgedriickt werden.
Hierzu fiihrt man Drehgeschwindigkeitsvektor @ ein. Seine Orientierung bestimmt die
Orientierung der Drehachse. Die Drehrichtung bestimmt sich dabei nach der Schrauben-
regel: Der rechte Daumen zeigt in Richtung des Drehgeschwindigkeitsvektors. Die vier
restlichen, gekriimmten Finger miissen dann in Richtung der Drehung zeigen. Die Linge
des Drehgeschwindigkeitsvektors liefert schlieBlich den Betrag der Drehgeschwindigkeit,
das heif3t

o] = ol inms.
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Abb. 4.3 Zusammenset-
zung der Geschwindigkeit
eines Korperpunkts B aus
translatorischer Fiihrungs-
geschwindigkeit v4 und
rotatorischer Relativgeschwin-
digkeit v,

Jeder Punkt des Korpers rotiert mit derselben Drehgeschwindigkeit, das hei3t Drehge-
schwindigkeitsvektor e ist fiir jeden Punkt des Korpers gleich.

Falls der Korper nicht rotiert, also fir @ = 0, besitzt jeder Korperpunkt dieselbe
sogenannte Translationsgeschwindigkeit.

Man kann die Geschwindigkeit eines Punktes B immer darstellen als Summe der Ge-
schwindigkeit v4 des Punktes A und der Geschwindigkeit v4 5, die B relativ zu A aufweist,
also

Vg = Uy + Vyp. 4.1)

Man bezeichnet v, p in der Mechanik als Relativgeschwindigkeit und v, als Fiihrungsge-
schwindigkeit. Zusammenhang (4.1) ist anschaulich klar, wenn A auf der Drehachse liegt:
In diesem Fall stellt v4 die Translationsgeschwindigkeit des Korpers dar, also die Ge-
schwindigkeit, die jeder Korperpunkt ohne Rotation besidfe. Relativgeschwindigkeit v4 3
kann dann nur aus einer Rotation von B um A resultieren. Die Gesamtgeschwindigkeit
ergibt sich dann aus der Summe von Translations- und Rotationsgeschwindigkeit.

Der Sachverhalt gilt aber auch fiir allgemein gewéhlte Positionen der Punkte A und B —
und dies ist alles andere als anschaulich klar. Hierzu findet sich eine leicht verstindliche
Herleitung zum Beispiel in [5, Abschn. 3.1.3].

Da im Kontext dieses Buches ausschlielich starre Korper betrachtet werden, besitzen
Korperpunkte stets denselben Abstand voneinander. Aus diesem Grund kann Relativge-

schwindigkeit v4p nur aus einer Rotationsbewegung von B um A resultieren, das heif3t

Vgp = Vot = @ X F 4.2)
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f

Abb. 4.4 Rechte-Hand-Regel
S S

Vrot

mit r als Abstandsvektor A B, siche [5, Abschn. 3.1.2] fiir eine Herleitung dieser Formel.
Die Richtung von v, kann mit der Rechten-Hand-Regel nach Abb. 4.4 ermittelt werden:

e Der Daumen (rechte Hand) zeigt in Richtung des Drehgeschwindigkeitsvektors.

e Der Zeigefinger zeigt in Richtung des Vektors r, der senkrecht auf der Drehachse
steht und von dort zum Punkt B zeigt.

e Der Mittelfinger zeigt in Richtung des resultierenden Geschwindigkeitsvektors in B.

Eingesetzt in (4.1) folgt
V=V + Vo =V4+@XF=04+0X(tg—1y) . 4.3)

Dabei wurde r durch eine Vektorsumme aus #p und #4 ausgedriickt, siche auch Abb. 4.3.
Das folgende Beispiel illustriert die oben hergeleiteten Formeln anhand eines einfa-
chen Manipulators mit nur einem Segment und einem Drehgelenk:

Beispiel 4.1. Geschwindigkeiten bei einem einzelnen Drehgelenk mit einer DH-kon-
formen Kinematik: Wie in Abb. 4.5 dargestellt, werde Koordinatensystem S; um die
zo-Achse mit Gelenkvariable 6 gedreht. Wihlt man als Bezugspunkt A den feststehenden
Ursprung Sy des Weltkoordinatensystems, so wird die Geschwindigkeit von Ursprung S
nur aus Relativgeschwindigkeit vg, s, bestimmt. Diese bezieht sich auf das ruhende Welt-
koordinatensystem, so dass dafiir kurz v, geschrieben wird. Aus (4.2) ergibt sich:

v =w X H (4.4)

Der DH-Konvention folgend, dreht sich S; beziiglich Drehachse e, um Winkel ;. Aus
der zeitlichen Anderung von 6 () ergibt sich damit als Drehgeschwindigkeitsvektor @:

d < (0
0= 00 e =6 (1)
Der Translationsvektor lisst sich leicht ablesen zu

1 cos by
ti1(60) =1 sinb,
h
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Abb. 4.5 Geschwindigkeit
bei einer Kinematik mit einem
Drehgelenk

Zusammen mit @ folgt aus (4.4) Translationsgeschwindigkeit

0 1 cos 6, 0-h—1-1; sin6;
vi=0 0| x|/ sing | =6 1-1ycosB; —0-h
1 h 0-/; sinf; —0-1; cosb,
—sin 6,

=6, | cos 0,
0

Alternativ kann v, auch durch zeitliches Ableiten von ¢ berechnet werden geméf

v = %tl(t) = de(lit(t) 8%111(910)) =6, 8191”(01)‘
Dabei wurde Kettenregel!
@
dt dt a6,
verwendet. Mit
1 cos 6, —sin 6;

ad
3_6’1t1(91)=8_6’1 L sli7n91 =1 co(s)@l

liefert die Berechnung von v; aus der zeitlichen Ableitung von #; dasselbe Ergebnis, wie
bei obiger Berechnung mittels Kreuzprodukt. <

'Im vorliegenden Beispiel ist #; nur von einer Gelenkvariablen 6; abhingig. Daher konnte in die-
sem Fall Operator d anstelle von Operator d verwendet werden. Im Allgemeinen treten an dieser
Stelle jedoch Translationsvektoren auf, die von mehreren Gelenkvariablen abhéngen, so dass dann
zwingend Operator d verwendet werden muss.
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4.2.2 Geschwindigkeiten bei einer DH-konformen kinematischen Kette
Die Betrachtungen des vorangegangenen Beispiels werden nun auf n Gelenke erweitert.

EE-Translationsgeschwindigkeit in Weltkoordinaten Die translatorische Endeffektor-
Geschwindigkeit in Weltkoordinaten ergibt sich allgemein durch die zeitliche Ableitung
des Endeffektor-Translationsvektors ¢,,. Falls nur Drehgelenke vorhanden sind, folgt fiir
den Translationsgeschwindigkeitsvektor

d dt, ot, - ot, -
o4, g Oty 4 Onp
U= a0, " T ae, 2T e,

und im allgemeinen Fall

d Bt ot, ot, ~ ot
0 n n .
= Gn = — i - 4.5)
g2 aqn — 9q;

Da aufgrund der DH-Vereinbarungen stets entweder ein Dreh- oder ein Translationsgelenk
vorliegt, konnen die Ausdriicke d’” L g; deutlich vereinfacht werden. Dazu betrachtet man
separat die beiden Fille ¢; = 6; (Drehgelenk) und ¢; = o; (Translationsgelenk):

Fall 1: Translationsgelenk

Annahme: Es bewege sich nur Gelenk Nr. i mit Gelenkvariablen ¢; = o; und Geschwin-
digkeit ¢; = &;. An dieser Stelle wird daran erinnert, dass sich nach der DH-Konvention
Translationsgelenk Nr. i entlang der z;_;-Achse bewegt. Die Translationsgeschwindig-
keit muss damit stets in Richtung der z;_;-Achse verlaufen. Da sich per Annahme die
restlichen Gelenke im Stillstand befinden, bewegt sich der Endeffektor also mit Translati-
onsgeschwindigkeit

. 0y .
”n:_tn:TU A(z 1)‘71—R0(1 1)(?)

Fall 2: Drehgelenk
Annahme: Es bewege sich nur Gelenk Nr. i mit Gelenkvariablen ¢; = 6; und Geschwin-
digkeit ¢; = é,- = w;. Analog zu Fall 1 ist darauf hinzuweisen, dass sich nach der DH-
Konvention Rotationsgelenk Nr. / um die z;_;-Achse dreht.

Der Abstandsvektor zwischen den Urspriingen S;_; und Sgg ergibt sich in Weltkoordi-
naten aus einer geschlossenen Vektorkette mit Hilfe der Translationsvektoren ¢, und ¢; _;
zu

0 —
Finyn = t,—ti1,

siehe Abb. 4.6.
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Abb. 4.6 Berechnung des
Abstandsvektors r(;_y), aus
Translationsvektoren. Der
Endeffektor ist durch einen
grauen Greifer symbolisiert

Zusammen mit (4.2) ergibt sich damit

o_ 0t 0 ; 0
Un = 5. O = (e; 1) 0) X rgy),
1 N )
= o 4.6)
. ~ 0 .
=0 (RO(i—l) (?)) X (ty —ti_1) .
—_———

0
=€.(i-1

EE-Drehgeschwindigkeit in Weltkoordinaten Zunichst wird angenommen, dass nur
Drehgelenke vorhanden sind. Koordinatensystem S; bewegt sich, bezogen auf das Welt-
koordinatensystem, mit der gegebenen Drehgeschwindigkeit 91. Diese Drehung findet
gemill DH-Konvention um die z-Achse von S statt, also um e(. Daraus ldsst sich Dreh-
geschwindigkeitsvektor 09 = 6, e’ zusammensetzen.

Drehgeschwindigkeitsvektoren diirfen vektoriell addiert werden, wenn fiir sie das sel-
be Bezugssystem vorliegt. Im folgenden Fall soll dies das Weltkoordinatensystem sein.
Das zweite Gelenk dreht sich DH-konform um die z;-Achse mit Richtung e.; und Dreh-
winkelgeschwindigkeit 92. Analog zum ersten Gelenk lisst sich daraus Drehgeschwindig-
keitsvektor e?l 92 zusammensetzen. Der Drehgeschwindigkeitsvektor von S, bezogen auf
So ergibt sich damit durch

®) =0l +el 6 =06 (%) + 92R01(91)(§) ,

wobei e?l die dritte Spalte von Rotationsmatrix Ro 1 darstellt. Dies lésst sich fiir alle nach-
folgenden Koordinatensysteme analog fortsetzen:

®) =) +el b =0 (?) + 0, Rot (6)) (?) + 603 Roa(61. 6) (%)

o) =0l +ei_y 0 =0 (%) + 6, Roi (6)) (%) +6; Ro—ny(B1,-++ . 6;1) (%)

=R ()
k=1
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Unter Verwendung der Gelenkauswahlvariable & (1 fiir Rotation, O fiir Translation, siche
(2.23)) kann dieses Ergebnis auf den allgemeinen Fall translatorischer und rotatorischer
Gelenke ausgeweitet werden und man erhilt

= Xn:& Gi Roi—1) (%) - .7
i=1

4.2.3 Geometrische Jacobi-Matrix

Aus (4.5) und (4.7) erkennt man, dass Translations- und Rotationsgeschwindigkeit fiir
festes ¢ (das heiflit zu einem momentanen Zeitpunkt) jeweils linear von den Geschwin-
digkeiten ¢; abhingen. Daher ldsst sich durch eine vektorielle Zusammenfassung beider
Geschwindigkeitsanteile in Matrixschreibweise eine kompakte Darstellung erzielen:

d n
0 PUE
= 0 .
@) Y& RO(ifl) ((1)) qi
o) o g N
_ 9q1 g2 aqn
= o 0 - 0
3 Roo<0) §2R01<0) R RO(n—l)(O) )
B 1 1 1
4n
J(q) ;

Die dabei entstehende Matrix J wird geometrische Jacobi-Matrix, kurz Jacobi-Matrix
genannt. Falls die Bewegung des Endeffektors frei im Raum erfolgen kann, also im all-
gemeinen 3D-Fall, besitzt J insgesamt 6 Zeilen (Zahl der Bewegungsfreiheitsgrade” des
Endeffektors) und so viele Spalten wie Gelenke vorhanden sind (also n viele).

Die oberen drei Zeilen von J bezeichnet man als LGeargeschwmdzgkezts -Jacobi-Ma-
trix J,, die unteren drei Zeilen als Drehgeschwindigkeits-Jacobi-Matrix Jo:

i-[7]

Diese Teil-Jacobi-Matrizen ermoglichen eine separate Darstellung der Geschwindigkeits-
anteile gemal

I
el

04 48)
i

S
so so
Il
Kl

2 Zur Definition von Bewegungsfreiheitsgraden siehe Kap. 5.
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Die Spalten von fv bzw. jw werden im Folgenden mit J,; bzw. J,,; bezeichnet:

[Jvl Jyy oo Jvn]

J, =
g, = [le Joy - an] .

Setzt man (4.6) und (4.7) ein, so erhilt man eine allgemeine Berechnungsvorschrift fiir
die Spalten der beiden Teil-Jacobi-Matrizen:

(RO(,-,I) (?)) X (t, —t;_y) fir& =1 (Drehung)

Jyi =13 0 (4.9a)
Roi-1 ((l)) fiir & = 0 (Translation)
< 0 e

I = Roi-1 ((1)) fir & = 1 (Drehung) (4.9b)
0 fiir & = 0 (Translation).

Beispiel 4.2. Endeffektorgeschwindigkeiten beim artikulierten planaren 3-DoF Ellenbo-
gen-Manipulator aus Beispiel 2.21: Da nur Drehgelenke vorhanden sind, ergibt sich aus
(4.6) die (geometrische) Jacobi-Matrix zu

0 0 0 0 0 0

J@) = €0 X Tp3 €, XT3 €, XTIy
N el el e
z0 z1 z2

_ (%)X(h—to) (R01<§))X(t3_tl) (Roz(g))x(h—tz)
L© Rar (3) Rox (3)

In Ubung 2, Aufgabe 15 wurde dafiir bereits die Kinematik aufgestellt. Die fiir die Ge-
schwindigkeitskinematik benotigten GroBen sind die Translationsvektoren

be ci(lyca +b) cilica+b+1lhen)
ty=0, t; = bs;|.t= Sl(ll CH +b) , 3= Sl(ll CH +b+lzC23)
h h—ZISZ ]’l—11S2—12S23

sowie Basisvektoren

0 —51 0 —51
e =Ry o= |. e =Rn|0|=]c
1 0 1 0
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Es liegen nur Drehgelenke vor, so dass zur Berechnung von J,; in (4.9a) sowie J,; in
(4.9b) jeweils nur die obere Zeile angewendet werden muss. Mit rly = t3, 1y = t;3 — 1
und rY; = t; —t, liefert (4.9a) die drei Spalten der Lineargeschwindigkeits-Jacobi-Matrix

zZu

0 cilica+b+1ex) —si(lica + b+ 1)
Jan=elxxrys=[0|x|silica+b+ben) | =] cillics+b+1hcx)

1 h—11S2—12S23 0

-S| ci(erli + e ln) —ci1(l1 82 + [2 523)
Jo=el xrh=| ¢ |x|sicali +enb) | =] —=s1(lis2+ lsn)

0 —l1 5y =13 —c i — e ly

—81 C1 €23 C1823
Jy=ehxryy=| c | xh|sicn|=—b]ss;

0 —$23 23

Die Spalten der Drehgeschwindigkeits-Jacobi-Matrix folgen nach (4.9b) einfach zu J,; =
e?( i1y Zusammengefasst ergeben sich schlieflich die beiden Teile der Jacobi-Matrix zu

) [—si (b+crli+enl) —ci(lisa+lsy) —cilisn
Jo@) = | ci(b+crli+enl)  —si(lisy+1sm) —lsisn
i 0 —c by —enly —c3ls
K —S1  —51
JoB1) =10 ¢ ¢
1 0 o

Damit berechnen sich die Endeffektorgeschwindigkeiten zu

v3(0.0)=J,(0)6
3(6,,0)=J,6)6 .

Interpretation/Plausibilititscheck: Ausgestreckter Arm 6y = 6, = 03 =0
Der Translationsgeschwindigkeitsvektor berechnet sich in diesem Fall zu

0 0 0 0
W0 =00)=|b+1, 0 0 |0=]| 6,0+
0 —l, -l —l1260, — 1,63
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mit Betrag der Endeffektorgeschwindigkeit

031l = \/ (60 + 1)) + (126 + 1)’

und momentanem Einheitsvektor in Richtung der Translationsgeschwindigkeit

e = _vg .
B
Die Rotationsgeschwindigkeit folgt zu
0 00 0
100 0

Daraus ergeben sich fiir den Drehgeschwindigkeitsvektor Betrag und Richtung zu

||w(3)|| =\ 012 + 632
0
el = @3
o .
S]]

Fiir = G) und Lingen /; = 0.3,1, = 0.25,h = 0.1, b = 0.1 folgt damit numerisch

0 0
e=10631 . e =10894]. [v]] =103, |l =224.
—0.776 0.447

-

lwsll

So

Abb. 4.7 Ausgestreckter Fall beim artikulierten 3-DoF Ellenbogen-Manipulator. Blau: Einheits-
vektor e, des Drehgeschwindigkeitsvektors, schwarz: Einheitsvektor e, des Translationsgeschwin-
digkeitsvektors
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Zur graphischen Validierung wird in Abb. 4.7 der Manipulator in der betrachteten Position
0; = 0 (ausgestreckter Fall) gezeigt. Fiir die oben angenommenen Winkelgeschwindig-
keiten der Gelenke bewegt sich der Endeffektor translativ in Richtung des eingezeichneten
Einheitsvektors e,. Dabei fiihrt der Endeffektor eine Drehbewegung um die momentane
Drehachse in Richtung e,, und der eingetragenen Drehrichtung aus. <

4.2.4 Analytische Jacobi-Matrix

Neben der geometrischen Jacobi-Matrix gibt es noch die analytische Jacobi-Matrix®. Die-
se bezieht sich nicht auf Drehgeschwindigkeitsvektor wg sondern auf zeitliche Ableitun-
gen skalarer Orientierungsgrofen, wie zum Beispiel der Euler-Winkel (¢, 8, y).

Namenszusatz ,,geometrisch® zeigt auf, dass die Berechnung des Drehgeschwin-
digkeitsvektors auf geometrischer Anschauung basiert. Demgegeniiber kennzeichnet
Namenszusatz ,,analytisch®, dass eine analytische Berechnung in Form einer zeitlichen
Ableitung von Orientierungsgrofen zugrunde liegt.

Diese zeitlich abgeleiteten Orientierungsgrofen sind oft einfacher zu interpretieren
als der Drehgeschwindigkeitsvektor. Aulerdem kann man durch zeitliche Integration die
Orientierung rekonstruieren. Daher wird die algebraische Jacobi-Matrix oft der geome-
trischen Jacobi-Matrix vorgezogen, obwohl die Berechnung der algebraischen Jacobi-
Matrix deutlich aufwendiger ausfillt.

Im vorangegangenen Abschnitt wurde Drehgeschwindigkeitsvektor wg eingefiihrt, um
die zeitliche Anderung der Endeffektororientierung zu beschreiben. Fiir die analytische Ja-
cobi-Matrix benotigt man eine Darstellung der Endeffektordrehgeschwindigkeit, die aus
der zeitlichen Ableitung einer Grofle zur Darstellung der Endeffektororientierung hervor-
geht. Eine solche GroRe gibt es fiir Drehgeschwindigkeitsvektor @? nicht*, so dass man
damit nicht zur analytischen Jacobi-Matrix kommt.

Euler-Winkel («, 8, ) erfiillen hingegen diese Eigenschaft: Sie selbst beschreiben die
Endeffektororientierung und deren zeitliche Ableitung (¢, ,3, y) (im Folgenden mit Euler-
Winkelgeschwindigkeiten bezeichnet) die Endeffektordrehgeschwindigkeit. Im Folgen-
den wird der Zusammenhang zwischen diesen Euler-Winkelgeschwindigkeiten und Dreh-

T
geschwindigkeitsvektor @? = (a)x , wz) hergeleitet.

Die Orientierung des Endeffektors wird durch Rotationsmatrix Ro,, bestimmt. Dreht
der Endeffektor mit Drehgeschwindigkeitsvektor @9, so dndert sich natiirlich auch die

3 In der deutschsprachigen Literatur findet sich fiir analytische Jacobi-Matrix auch der Begriff alge-
braische Jacobi-Matrix.

4 Fiir eine infinitesimal kleine Drehung existiert ein infinitesimaler Drehvektor, dessen zeitliche Ab-
leitung zum Drehgeschwindigkeitsvektor fiihrt, sieche auch die Hinweise aus Abschn. 5.4.3.
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Rotationsmatrix. Um diese Anderung darzustellen, wird durch Differenzialquotient

< . ROn (Z + At) - ROn (Z)
Ry, = lim
At—0 At

die zeitliche Ableitung der Rotationsmatrix Ron eingefiihrt. Man kann zeigen, dass zwi-
schen dieser Anderungsgeschwindigkeit der Rotationsmatrix und den Komponenten des
Drehgeschwindigkeitsvektors Zusammenhang

. 0 ~w. o |
Ron = | w. 0 —w,| Ro
| —wy 0 i
) 0 —w; W,
5 p T
<~ ROn ROn = w; O —Wy
L@y @« 0 ]

besteht, siehe zum Beispiel [3, Sect. 5.4 Eq. (5.36), (5.40), (5.41)]. Die Elemente von IéOn
seien mit r;;, die von Ro,, mit 7;; bezeichnet, so dass sich die linke Seite zu

5 p T

ROn ROn =

rrntroritrisrti it rotie st rarn +ratin +rars
Fiirar +rarn +riars Farar +rotn +13r33 F3ifa +rapfan + 1337133
Fiursy +riars +riarz FaFsr +rofn +1r3r3 r3irs +rpfn + 1337133

ausmultipliziert. Zieht man fiir w, das 32-Element, fiir @, das 13-Element und fiir @, das
21-Element heran, so folgt Gleichungssystem

Wy =T31721 + 732720 + 33723
Wy =T117131 + 71232 + 113733

W; =T 71+ Tl + 7373,

Im letzten Schritt miissen die enthaltenen r;; sowie 7;; durch die Elemente einer Euler-
Rotationsmatrix ersetzt werden.

Wihlt man beispielsweise eine ZYZ Euler-Rotation aus, so sind die r;;-Elemente aus
Matrix Ry, = Euler323(«, B, y) aus (2.20) gegeben. Damit betrigt beispielsweise das
31-Element von IéOn

31 = —Sg ¢y
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mit zeitlicher Ableitung

. dﬂ d dy 0 . .
r3 = m 8,3 r3 + — ayr31=—cﬂ0yﬂ+sﬂsy3/-

Nach Umformungen mit Hilfe eines Formelmanipulationsprogramms fiihrt dies auf

Wy 0 —so cCosp o
ol=lo =10 ¢ sasp||B]- (4.10)
w; 1 0 cp Yy
= jEuler323

Matrix jEuler323 bezeichnet man als Euler-Jacobi-Matrix. Im vorliegenden Fall bildet sie
fiir festes ¢ (das heif3t fiir einen momentanen Zeitpunkt) den Euler-Winkelgeschwindig-
keitsvektor linear auf den Drehgeschwindigkeitsvektor ab.

Alternativ zur vorangegangenen Herleitung ldsst sich mit Hilfe des Konzepts der
infinitesimalen Drehung Zusammenhang (4.10) deutlich einfacher herleiten, siehe [4,
Abschn. 4-8, Absitze iiber Gl. (4-103)]. Dabei wird der Drehgeschwindigkeitsvektor
einer Euler-Drehung aus der Summe infinitesimaler Drehungen um die drei Drehachsen
zusammengesetzt: Bei der betrachteten ZYZ Euler-Drehung dreht « stets um die z-Achse
des Weltkoordinatensystems. Damit ergibt sich fiir diese einzelne Drehung der zugehorige

Drehgeschwindigkeitsvektor ")g,a zu

Das gedrehte Koordinatensystem ist in Weltkoordinaten durch R. (o) gegeben, siehe auch
Abschn. 2.3 .4 fiir eine ausfiihrliche Behandlung der ZYZ Euler-Drehung. Damit stellt die
zweite Spalte von R. () die Drehachse der zweiten Drehung in Weltkoordinaten dar. Aus
(2.17a) folgt so bei einer infinitesimalen Drehung der zugehorige Drehgeschwindigkeits-
vektor zu
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Die Einheitsvektoren des durch & und 8 gedrehten Koordinatensystems berechnen sich in
Weltkoordinaten zu

CaCp —Sa CoSB
R:() Ry(B) = | sacp  Ca  SaSB
—Sﬁ 0 Cﬁ

Die dritte Spalte stellt die Drehachse der letzten Euler-Drehung um Winkel y dar, so dass
bei einer infinitesimalen Drehung gilt:

Ca SB
0o _ .
wn,y - Sa S/g Y-

g

Durch Addition der einzelnen Komponenten des Drehgeschwindigkeitsvektors ergibt sich

0 —su cusp o

w2=w2ﬂd+w2’ﬂﬁ+w2,y7= 0 co SuSp ,B

1 0 g )/
Dies bestitigt das oben bereits hergeleitete Resultat aus (4.10).

Setzt man (4.10) in

w,? - ~wq
aus (4.8) ein, so folgt
a
Jewess | B = Joq -
Y

AuBerhalb der Euler-Singularitit (also fiir 8 # {0, =}, siche Abschn. 2.3.4) existiert die
Inverse der Euler-Jacobi-Matrix und berechnet sich zu

—Co Cp —CpSa S8
% -1
JEuler3s™ = | TSess Casp 0
B
Cy Sa 0
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Damit ergibt sich

o
B | = Jruess ' Jud
y
= Jruerss ! (InvEuler323(R0n (‘I))) Jo(@)§ .
(ev.B.y)

Analog zum Vorgehen bei der geometrischen Jacobi-Matrix werden die translative und
rotative Geschwindigkeitskomponente in einem Vektor zusammengefasst. Die Drehge-
schwindigkeits-Jacobi-Matrix fw wird nun durch jEuler323‘l fw ersetzt und man erhélt die
Darstellung mit analytischer Jacobi-Matrix J,, gemi

_| (O N
) JEuler323_l(av .Bv J/) Jw(q)

Ja(q)

v,
&
(5
v

Zur Unterscheidung von der geometrischen Jacobi-Matrix erhilt die analytische Jacobi-
Matrix ein tiefgestelltes a.

Beispiel 4.3. Fortsetzung von Beispiel 4.2: Drehratensensor im Endeffektor

Nun sei ein Winkelgeschwindigkeitssensor/Drehratensensor fiir alle drei Achsen im End-
effektor montiert. D1e mitgelieferte SW des Sensors gibt die Drehgeschwmdlgkelten der
ZYZ Euler-Winkel o/ ﬂ’ ! bezogen auf ein inertiales Koordinatensystem S; an. Dabei
ist die Or1ent1erung von § 1 in SO bekannt mit R01 = const. Das hochgestellte I soll die
Euler-Winkel in S 1-Koordinaten von den Euler-Winkeln in Weltkoordinaten unterschei-
den. Zusitzlich seien Gelenkwinkel  und Rotationsmatrix Ry, (6) bekannt.

Aus den gemessenen Drehgeschwindigkeiten (¢;, Br.7r) soll der Drehgeschwindig-
keitsvektor des Endeffektors in Weltkoordinaten @ bestimmt werden.

Hierfiir folgt der gesuchte Drehgeschwindigkeitsvektor des Endeffektors zu
wg = Ro] w;
mit

@.10) ,
wl JEuler323(a ,31 14 ) ,31
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Die darin bendtigte Euler-Winkel berechnet man schlieBlich durch

1

o
g1 | = InvEuler323(R;3(9))
"
mit
1§13(9) = R10R03(0) = R01T§03(9)‘ <

4.2.,5 Inverse Geschwindigkeitskinematik und Manipulator-
Bestimmtheit

In den vorangegangenen Abschnitten wurde fiir die Geschwindigkeiten am Manipulator
folgende Aufgabenstellung betrachtet:

Gegeben seien Gelenkvariablen ¢ mit Geschwindigkeiten ¢, gesucht sind die Transla-
tions- und Rotationsgeschwindigkeit des Endeffektors.

In diesem Abschnitt wird die dazu inverse Aufgabenstellung betrachtet. Hierfiir sind
zunichst einige Definitionen notwendig:

e Zur Reduzierung des Schreibaufwands wird eine neue Variable 3 eingefiihrt, so dass
sich (4.8) in kompakter Form

i=J(g)§ (4.11)

darstellen ldsst. Damit folgt die Aufgabenstellung der inversen Geschwindigkeitskine-
matik zu

(g1 q.

e Die Zahl der Gelenke wird mit N bezeichnet, die Zahl der betrachteten Geschwindig-
keitskomponenten des Endeffektors mit M, das heilt

geRY, jeRM — JeRMYN,

e Die Endeffektorgeschwindigkeit kann maximal aus drei translatorischen und drei ro-
tatorischen Elementen bestehen, so dass M < 6. Hier wird M als Zahl der Endeffek-
torfreiheitsgrade bezeichnet. Die Zahl linear unabhiingiger Zeilen bzw. der Zeilenrang
der Jacobi-Matrix sei m. In Abschn. 4.2.6 B wird gezeigt, dass der Fall m < M auch
praktische Relevanz besitzt. Zum Beispiel kann auf einer sogenannten Begrenzungs-
Singularitit eine ganze Zeile von J zu Null werden.

e Die Zahl linear unabhéngiger Spalten bzw. der Spaltenrang von J sein.
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Anmerkung 4.1. zur Nomenklatur: Bislang wurde die Zahl der Gelenke immer mit n
bezeichnet. In diesem Abschnitt ist jedoch eine Unterscheidung der Zahl der Gelenke und
des Spaltenrangs notwendig. Da der Spaltenrang stets kleiner oder gleich der Zahl der
Gelenke ist, wird Kleinbuchstabe » fiir den Spaltenrang der Jacobi-Matrix und Grofbuch-
stabe N fiir die Gelenkanzahl gewdhlt. O

Fiir gegebene Werte der Gelenkvariablen ¢ stellt (4.11) ein inhomogenes lineares
Gleichungssystem dar. Zeilen und Spalten von J (¢) kénnen auf bestimmten Gelenkpo-
sitionen (sogenannte Singularitdten, sieche weiter unten) linear abhiingig werden. Spalten
konnen auch von Haus aus linear abhingig sein. Das Losungsverhalten hingt damit vom
Zeilenrang m und Spaltenrang n von J ab. Um es zu klassifizieren, wird hier der Begriff
der Manipulator-Bestimmtheit mit den drei Féllen aus Tabelle 4.1 eingefiihrt.

Tab. 4.1 Definition und Kurzinterpretation der Manipulator-Bestimmtheit

Nr. | Manipulator- Bedingungen Interpretation
Bestimmtheit
#1 Vollbestimmter |[M =m A N =n Fiir alle geforderten Endeffektor-Geschwindig-
Manipulator AN=M keiten existiert genau eine Kombination von
— Gelenkwinkelgeschwindigkeiten.
N=MAh Det(f ) # 0 | Dies stellt in der Praxis den Normalfall dar.
#2 | Uberbestimmter M =m A N> M Der Manipulator ist ,,beweglicher* als notwen-
Manipulator An=m dig: Es sind mehr Gelenke als Endeffektor-
(kinematische <~ Freiheitsgrade vorhanden. Man spricht daher
Redundanz) N>MA auch von redundanter Kinematik.
Det(JJT) #0 In diesem Fall gibt es fiir die geforderten

Endeffektor-Geschwindigkeiten eine Losungs-
vielfalt fiir die Gelenkgeschwindigkeiten. Nach
bestimmten Optimierungskriterien kann da-
raus eine besonders geeignete Losung gewihlt
werden (,,Luxus“!).

#3 | Unterbestimmter (N >MA Der Manipulator ist zu ,,unbeweglich*: Es sind
Manipulator Det(J~ J T) = 0) v zu wenige ,,wirksame* Gelenke vorhanden,
(unteraktuierter N<M um die geforderten Endeffektorgeschwindig-
Manipulator) keiten realisieren zu konnen; es existiert keine

Losung.

Dieser Fall tritt in der Praxis auf einzelnen Ge-
lenkpositionen (Singularitéten) auf, bei denen
ein sonst oft voll- oder liberbestimmter Mani-
pulator auf unterbestimmt wechselt.

Im Fall N < M wiéren weniger Gelenke als ge-
forderte Endeffektorfreiheitsgrade vorhanden.
Dieser Fall tritt in der Praxis nicht auf und ist
hier nur der Vollstindigkeit halber angegeben.
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Anmerkung 4.2. zur Namensgebung Unter-/Uberbestimmtheit eines Manipulators:

Weiter unten wird ersichtlich, dass Fall 2 des iiberbestimmten Manipulators in ein ma-
thematisch unterbestimmtes lineares Gleichungssystem und Fall 3 des unterbestimmten
Manipulators in ein iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem resultiert.

Grob gesagt geht es bei Manipulator-Bestimmtheit darum, wie viele Gelenke (genau-
er: wie viele Komponenten von ¢) zur Realisierung bzw. Bestimmung der geforderten
Endeffektorfreiheitsgrade (hier Zahl M) zur Verfiigung stehen. Demgegeniiber steht in
der Mathematik hinter dem Begriff der Bestimmtheit eines linearen Gleichungssystems
die Frage, ob fiir die gegebenen Unbekannten (hier: Anzahl N an Komponenten von ¢)
ausreichend viele Gleichungen (hier: Anzahl M an Endeffektorfreiheitsgraden) vorlie-
gen. Diese unterschiedliche Sichtweise begriindet die kontroverse Namensgebung ,,liber-/
unterbestimmt “, was zu einer gewissen Verwechslungsgefahr fiihrt. O

4.2,5.1 Fall 1: Vollbestimmter Manipulator

Ein vollbestimmter Manipulator liefert stets ein quadratisches lineares Gleichungssystem.
So folgt beispielsweise mit N = 6 Gelenken und M = 6 Endeffektorgeschwindigkeits-
komponenten

m (¢ o o o o o q1
m e o o o o o q»
m| _|® o o e o o q3
n T le o o o o of "N
N5 e o o o o o qs
N6 | @ o o o o o] de

i(q): (6x6)-Matrix

Daraus ergeben sich zwei notwendige Kriterien fiir Manipulator-Vollbestimmtheit: Zum
einen muss M = m gelten, das heift J(g) darf keine linear abhingigen Zeilen auf-
weisen (voller Zeilenrang). Andernfalls ldge Fall 3 des unterbestimmten Manipulators
vor. Zum anderen muss die Jacobi-Matrix quadratisch sein, das heiit N = M. Diese
beiden notwendigen Kriterien konnen zusammengefasst werden zu einem notwendigen
und hinreichenden Kriterium:

Der Manipulator ist genau dann vollbestimmt, wenn J(q) reguldr ist, das hei3t wenn

Det(J(q)) #0. (4.12)

Unter dieser Bedingung existiert Matrixinverse J~!. Die gesuchte inverse Abbildung zu
(4.11) folgt damit zu

g=J"@.



168 4 Differenzielle Kinematik

Abb. 4.8 Kartesischer 2-DoF-Manipulator aus Beispiel 4.4

Beispiel 4.4. Kartesischer 2-DoF-Manipulator aus Abb. 4.8: Die Gelenkvariablen sind
Y
q = (g) Als Endeffektorgeschwindigkeit wird nur der translative Teil vg = ( 2x)

0
Uz

betrachtet. Dafiir folgt Lineargeschwindigkeits-Jacobi-Matrix J gemil

(-61-LI6) ~ O

—— ——

Jy g,

Daraus folgt M = m = 2, da es keine linear abhédngigen Zeilen in J gibt. Aulerdem
gilt N = n = 2, da auch die Spalten von J linear unabhiéngig sind. Wegen M = m =
2 A N =n = 2 liegt ein vollbestimmter Manipulator vor.

Da J quadratisch ist, kann als notwendiges und hinreichendes Kriterium auch (4.12)
herangezogen werden: Man erhilt Det(fv) = —1 # 0 und bestitigt so obige Aussage der
Manipulator-Vollbestimmtheit. <

Mathematischer Einschub zum Rang von J ~ ~
Fiir den Rang einer Matrix J gilt allgemein Rg(J) < min(M, N) sowie Rg(J) = min(m,n).
Daraus folgt:

N fir M > N (J stehend)

Rg(J) = .
M fir M < N (J liegend)
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Man kann zum Beispiel mittels Singulirwertzerlegung und Ranginvarianz bei Ahnlichkeitstransfor-
mationen zeigen, dass

Rg(JJT)=Rg(J"J)=Rg(]).
siehe zum Beispiel [8, Abschn. 2.6 (S. 51-63)]. Zusammen mit

JIT eRMM — —  Reg(JJT)<M
JTJ eRVN  — Rg(JJT)<N

ergeben sich einfach zu testende Rangabfall-Kriterien:

J quadratisch M = N: Det(J) #0 <= Rg(J)=M =N
Det(/) =0 <= Rg(J)<M =N
Jstehend M > N: Det(J7J)#0 <= Rg(J)=N
Det(/J7J)=0 <= Rg(J)<N
J liegend M < N: Det(JJ")#0 <= Rg(J)=M
Det(JJT)=0 <= Rg(J)<M

Bei quadratischem J gilt auBerdem Det(JJ ") = Det(J)Det(J/7) = Det(J )2 und daher
Det(JJT) = 0 <= Det(J) = 0. Daher kann obiger quadratischer und liegender Fall zu-
sammengefiigt werden zu

J liegend oder quadratisch, das heit M < N: Det(.ijT) #0 < Rg(J)=M
Det(JJT)=0 <= Rg(J)<M.

4.2,5.2 Fall 2: Uberbestimmter Manipulator (redundante Kinematik)
Charakteristisch fiir iiberbestimmte Manipulatoren ist, dass die Zahl N vorhandener Ge-
lenke die Zahl M geforderter Endeffektorfreiheitsgrade iibersteigt, das heilit N > M. J
ist also eine liegende Matrix, wie beispielsweise fiir M = 5und N = 6:

) r 7 (q
)’]1 [ ] [ ] [ ) [ ) [ ] [ ] .
. q2
72 ° e o o o ° R
N q3
)’]3 == [ ] [ ] [ ) [ ) [ ] [ ] .
. 44
n ° e o o o ° R
. qs
s ° e o o o ° R
- — \Ys

J(q): (5%x6)-Matrix

In der Mathematik wird dies als unterbestimmtes lineares Gleichungssystem bezeichnet.
Der Rang von J kann hochstens Zahl M der Zeilen entsprechen. Da es mehr Spalten als
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Zeilen gibt, sind auf jeden Fall immer Spalten von J linear abhingig. Es diirfen aber nicht
zu viele Spalten linear abhiingig sein: Damit es wenigstens eine Losung gibt, muss der
Rang von J gleich der Zeilenzahl sein, also Rg(J~ ) = M. Dies ist genau dann erfiillt,
wenn J genau M viele linear unabhiingige Zeilen und Spalten besitzt. In obigem Beispiel
bedeutet dies Rg(j ) =5.

Nach obigem mathematischen Einschub zu Rangbedingungen ist diese Rang-Forde-
rung gleichbedeutend mit Det(JJ 7) # 0. Zusammengefasst ergibt sich so die hinrei-
chende und notwendige Bedingung fiir einen iiberbestimmten Manipulator zu

N>M ADet(JJT)#0. (4.13)

Man bezeichnet N — M als Grad der (Manipulator)-Uberbestimmtheit. In obigem Bei-
spiel liegt also eine Uberbestimmtheit vom Grad 1 bzw. eine 1-fache Uberbestimmtheit
VOr.

Beispiel 4.5. Planarer 4-DoF Ellenbogen-Manipulator

In diesem Beispiel liegen N = 4 Drehgelenke vor. Da sich der Endeffektor aber immer
nur in der xo — yo-Ebene bewegen kann, ist die Zahl der Endeffektorfreiheitsgrade auf
M = 3 (2 x Position, 1 x Orientierung) begrenzt. Die Geschwindigkeitszusammenhiinge
ergeben sich zu

v? Zl
ol =J@) |7
vyo 9) 6,
@, é4

mit einer 3 x 4-Jacobi-Matrix, gemif

—l151 = lhs1o — 138123 — 481034 —12812 — 135123 — 141234
J =1 lici+ hewn+ e + lacinza | hein + I3ci03 + lacioza
1 1

—I385103 — I4S1234  —1481234
lzcis + lsciozs lacioza
1 1

Fiir die Abb. 4.9 zugrunde liegenden Léngen /; = 0.3,/, = 0.25,13 = 0.15,/4 = 0.1 und
Winkel 6, = 45°, 6, = —60°, 65 = 45°, 6, = —20° liefert ein Formelmanipulations-
programm

—0.239792 —0.0276601 —0.0923648 —0.0173648
J =1 0.681998 0.469866 0.228385 0.0984808
1 1 1 1
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Abb. 4.9 Planarer 4-DoF Ellenbogen-Manipulator als Beispiel fiir einen Manipulator mit redun-
danten Gelenken; aus Beispiel 4.5

mit

0.0670981 —0.199339 —0.377182
JJT =1-0.199339 0.747753 1.47873
—0.377182  1.47873 4

und Det(JJ 7) = 0.0110104 # 0. Daraus folgt Rg(J) = 3. Wegen N = 4 > M = 3
liegt damit eine N — M = 1-fache Manipulator-Uberbestimmtheit vor. <

Beispiele redundanter Manipulatoren bzw. iiberbestimmter Manipulatoren:

LBR iiwa der Fa. Kuka (7 Gelenke; in Abb. 4.10 Darstellung ohne Greifer)
Menschlicher Arm: Sieben Gelenke (Schulter: 3, Ellenbogen: 1, Hand: 3)
Menschliche Hand: 22 Gelenke

»Snake“-Roboter (besitzen iiblicherweise mehr als 10 Gelenke fiir 6 Freiheitsgrade;
Abb. 4.11 zeigt Aiko’ der Firma ROBOTNOR mit 20 Gelenken)

3> Aiko — A snake robot with DC motors: https://robotnor.no/research/aiko-a-snake-robot-with-dc-
motors/, Stand 24. September 2017.


https://robotnor.no/research/aiko-a-snake-robot-with-dc-motors/
https://robotnor.no/research/aiko-a-snake-robot-with-dc-motors/
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Abb. 4.10 Uberbestimmter
Manipulator LBR iiwa von
KUKA Roboter GmbH:7
Gelenke. Darstellung geneh-
migt von KUKA AG

Abb. 4.11 Uberbestimm-

ter snake-robot Aiko von
ROBOTNOR (mit freundlicher
Genehmigung von NTNU/with
courtesy of NTNU): 20 Gelenke

In der Mathematik bezeichnet man die hier auftretende Vielzahl an Losungen als Losungs-
vielfalt. Es gibt unterschiedliche Methoden, diese Redundanz sinnvoll zu nutzen:

e Min-Norm-Losung:
min|q ||
unter Beriicksichtigung von i = J (q)q
Damit werden die betragsmdfig kleinsten Gelenkvariablen-Geschwindigkeiten ge-

sucht, die die Jacobi-Abbildung erfiillen. Die optimale Losung dieses Minimierungs-
problems mit Gleichungsnebenbedingung ist gegeben durch

mit

Jr=JT(JJTy Tt erm, (4.14)
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wobei die optimale Losung durch ein hochgestelltes * gekennzeichnet ist. Dabei ist
nach Voraussetzung von Fall 2 die M x M -Matrix J JT regulir, so dass stets auch die
in der optimalen Losung bendtigte Inverse (.f J T)_1 existiert. Da man durch Rechts-
multiplikation von J * auf J gemiB

JIt=J (T (I =TI (JIT) = E (4.15)
auf die Einheitsmatrix kommt, bezeichnet man J* als Pseudo-Rechts-Inverse®, siehe

auch Beispiel 4.8 sowie [6, 7], [8, Abschn. 2.6 (S.51-63)].

Herleitung der optimalen Lésung ¢*:
Wegen ||¢]| = +/¢7¢ kann zur Losung des Minimierungsproblems die einfachere Giitefunktion

F@)=4¢"q
verwendet werden. Da es sich um eine Minimierung mit Gleichungsnebenbedingung
W=J(q) =0
handelt, wird zur Losung Lagrange-Funktion
LG.2) = F@)+ (i - T@)4)" A

aufgestellt. Die erste Optimalititsbedingung ergibt

J . J . 0 = T .

8—.L(q,l) = 8—.F(ll) Yy (J(ll)ll) A

q (G=4* 2=2") q =i % i=q*
=24~ JT(g)Ar* 20.

Setzt man das aus der Optimalititsbedingung folgende

JT(q) A*

N -

Q' =

in obige Gleichungsnebenbedingung ein, so ergibt sich

J(@)J(q)" A~

N =

1=Jg)q" =

6 Im Angelsichsischen nach seinen Erfindern Moore-Penrose-Inverse benannt. Anders als im Deut-
schen wird hier nicht zwischen Pseudo-Links-Inverser (alle Spalten von J linear unabhingig sowie
M > N) und Pseudo-Rechts-Inverser (alle Zeilen von J linear unabhingig bendtigt M < N)
unterschieden.
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mit quadratischem JJ 7 € RM*M  Nach Voraussetzung besitzt JJ T vollen Rang und ist damit
invertierbar. Nach A * aufgelost folgt

N = -1,
V=2 @ @) i
Riickeinsetzen ergibt schlieBlich die gesuchte optimale Losung
~ == -1, = = -1,
JTT@2(@I @) i=7"@ (@I @) .

J+

N =

Q' =

In Beispiel 4.8 wird exemplarisch die Pseudo-Rechts-Inverse fiir einen iiberbestimmten
planaren 4-DoF Manipulator berechnet.

e Singularititsvermeidung durch Maximierung der Manipulierbarkeit
Alternativ kann Redundanz auch dazu verwendet werden, den Manipulator in Posi-
tionen zu fahren, in denen er eine moglichst grofle Reichweite (bezogen auf Orientie-
rung und Position) besitzt. Hierfiir wurde ein Manipulierbarkeitsmaf} entwickelt, [11,

S. 153-156]:
p=/Det(JJT).

Die Maximierung von u fiihrt dazu, dass der Manipulator nur minimale Wege zurtick-
legen muss.

o Nullraumbewegung
Bei redundanten Manipulatoren konnen die Gelenke bewegt werden, ohne dass sich der
Endeffektor bewegt. Ein Beispiel dafiir zeigt Abb. 1.13 mit dem einfach-redundanten
Manipulator LBR iiwa.
Die dafiir notwendigen Gelenkgeschwindigkeiten miissen

dnai = (E— T T)w (4.16)

erfiillen, mit einem beliebigen Vektor w € RV*!, siehe auch [9, 10, 12].
Begriindung: Setzt man ¢y in Ausgangsgleichung (4.11) ein, so folgt

l

gnai=J (E=J T )w
j—fj+j)w

n

Il
—_

und wegen (4.15) weiter

=(J-J)w=0.
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Nichttriviale Losungen ¢y des homogenen linearen Gleichungssystems
J gnan = 0 @.17)

liegen im sogenannten Nullraum der Jacobi-Matrix J . Dies motiviert oben eingefiihr-
ten Index eyy;. Eine weitere gingige Bezeichnung fiir den Nullraum ist Kern der
Matrix; man schreibt dafiir Kern(J~ ). Aus der elementaren Mathematik (Gauf-Algo-
rithmus) ist bekannt, dass (4.17) eine Losungsschar (bestehend aus nichttrivialen Lo-
sungsvektoren) mit N — Rg(J) vielen Parametern aufweist. Diese Losungsvektoren
spannen den Nullraum von J auf.

Uberlagert man die fiir bestimmte Endeffektorgeschwindigkeiten 7 ermittelten Gelenk-
geschwindigkeiten ¢ mit einer Gelenkgeschwindigkeit des Nullraums, so @ndert sich
an der Endeffektorgeschwindigkeit nichts:

ﬁ=j<‘1+¢1Nu11)Zj4+j4Nu11=jq

Somit kann man zum Beispiel bei feststehendem Endeffektor durch eine entsprechen-
de Nullraum-Gelenkgeschwindigkeit gnuy 7 0 und ¢ = 0 die Position der Gelenke
veridndern, siche zum Beispiel Abb. 4.10.

4.2,5.3 Fall 3: Unterbestimmter Manipulator (unteraktuierter Manipulator)
Anschaulich bedeutet Manipulator-Unterbestimmtheit, dass mit den verfiigbaren Ge-
lenken (Anzahl N) der Endeffektor nicht in Richtung aller geforderter Freiheitsgrade
(Anzahl M) bewegt werden kann. Es existiert keine Losung fiir ¢.

Es lassen sich zwei mogliche Ursachen fiir Manipulator-Unterbestimmtheit unterschei-
den:

a) Jacobi-Matrix J ist liegend oder quadratisch, das heilit N > M. Falls J linear abhiin-
gige Zeilen oder Spaltenrang n < M aufweist, liegt der unterbestimmte Fall vor. In
beiden Fillen gilt Rg(J) < M und es folgt die

hinreichende Bedingung fiir Unterbestimmtheit:

M <N ADet(JJ7)=0. (4.18)
Dieser Fall tritt hiufig bei vollbestimmten Manipulatoren auf, die auf einer bestimmten
Gelenkposition (sogenannte Singularitdten, siehe spiter) einen Abfall im Zeilenrang

m erfahren und so von voll- auf unterbestimmt wechseln. Bei quadratischem J gilt
Det(J ) =0~ Det(J J T) = 0, so dass sich (4.18) entsprechend vereinfacht.
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Auf einer speziellen Art der Singularitit, die man Begrenzungs-Singularitét (siehe
Abschn. 4.2.6) nennt, konnen von der Jacobi-Matrix M — m Zeilen sogar vollstindig
zu Null werden. Beispielsweise ergibt sich fiir M = N = 6 und m = 5 ein lineares
Gleichungssystem der Form

m (¢ o o o o o q1
n e o o o o o 4>
ml_|0 0 0 0 0 O q3
n e e o o o o "
5 e o o o o o qs
N6 | o o o o o \g

i(q): (6x6)—Matrix

Hier kann eine von Null verschiedene Endeffektorgeschwindigkeitskomponente 13
durch keine Wahl von ¢ realisiert werden. Nur im Sonderfall 773 = 0 gibt es keinen
Widerspruch in der Geschwindigkeitskinematik. Siehe Beispiel 4.5 firg = 8 = 0.

Analog zum Fall linear abhdngiger Zeilen tritt der unterbestimmte Fall auch héufig bei
vollbestimmten Manipulatoren auf, die auf einer bestimmten Position (meist auf einer
sogenannten internen Singularitdt, siche Abschn. 4.2.6) einen Abfall im Spaltenrang n
erfahren.

Beispiel 4.6. Unterbestimmter Fall beim anthropomorphen 6-DoF-Manipulator in der
singuldren Position aus Abb. 4.15: Hier tauchen in der gesamten inversen Kinematik
die Gelenkwinkel fiir Turm-Drehen und Greifer-Drehen nur noch als Summe 6; + 6,
auf. In diesem Fall miissen also Spalten 1 und 6 voneinander linear abhingig sein, so
dass J singulir ist. <

Jacobi-Matrix J verindert auf einer Singularitiit natiirlich nicht ihre Spaltenzahl, da
sich die Zahl der Gelenkvariablen nicht verindert (konstruktiv bedingt). Und auch die
Zahl der geforderten Freiheitsgrade und damit die Zeilenzahl von J bleibt konstant.
Man erkennt den unterbestimmten Fall also nicht an der Form von J ; vielmehr ist der
Rangabfall von J entscheidend.

b) Akademischer Sonderfall: Es liegen weniger Gelenke als Freiheitsgrade vor, das heif3t
N < M und damit J stehend.
In der Praxis werden Manipulatoren mechanisch natiirlich immer so konstruiert, dass
bestimmte Manipulationsaufgaben erfiillt werden konnen. Damit sind diese Manipu-
latoren sehr oft vollbestimmt, manchmal auch iiberbestimmt. Nur auf Singularititen
wechselt die Bestimmtheit auf unterbestimmt. Vorliegender Fall b) tritt in der Praxis
also nicht auf.
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Beispiel einer stehenden Matrix J(g) fir N =5, M = 6:

m e o o o o .
s e o o o o 6{1
Bl _|® o e e e (?2
n e e e e @ 6{3
. 44
N5 e o o o o .
. qs
L [ o o o o]

J(q): (6x5)—Matrix

In diesem Fall liegt ein iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem vor, so dass fiir
allgemeine 5 keine Losung ¢ existiert.

42.6 Singularitaten

Oft sind Manipulatoren in den meisten Gelenkpositionen vollbestimmt oder sogar iiber-
bestimmt. In bestimmten Positionen werden sie aber unterbestimmt. Das inverse Problem
zu (4.11) besitzt dann keine Losung ¢ mehr, siehe Fall 2 (a) des vorangegangenen Ab-
schnitts. Solche speziellen Gelenkpositionen werden als Singularititen bezeichnet, da
hier die Jacobi-Matrix J bzw. das Matrizenprodukt J J T mathematisch singuldr ist. Dies
fiihrt auf die Singularititsbedingung:

Ein voll- oder iiberbestimmter Manipulator befindet sich genau dann auf einer Singu-
laritdt, wenn (4.18) zutrifft.

Diese eher formal-mathematische Bedingung ldsst sich in Sonderfillen anschaulich
physikalisch begriinden. Hierzu unterscheidet man zwei unterschiedliche Arten von Sin-
gularitéten:

A. (Arbeitsraum-) interne Singularitdten: In diesem Fall sind weniger linear unabhingige
Spalten in der Jacobi-Matrix vorhanden, als Endeffektorfreiheitsgrade gefordert sind,
das heiit n < M. Gleichzeitig befindet sich der Endeffektor nicht auf dem Rand des
Arbeitsraums.

Aus (4.9) folgt allgemein die Bedingung fiir lineare Abhéngigkeit von p < M vielen
Spalten der Jacobi-Matrix zu

Jvl JU
A R | 71=0 4.19
() (27) 19

— heq+-tApe, =0, (4.19b)
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wobei mindestens einer der Faktoren A; von Null verschieden sein muss. Dies soll in
den folgenden Ausdriicken zutreffen. Zur Reduzierung des Formalismus wurde dabei
fiir die Spaltenindizes der Jacobi-Matrix {1,---, p} gewihlt.

Aus (4.19b) liest man eine notwendige Bedingung fiir eine interne Singularitdt ab: Die
Richtungsvektoren der Rotations-Gelenkachsen miissen linear abhiingig und damit
entweder komplanar’ oder kollinear® sein.

Im héufig anzutreffenden Sonderfall, dass nur Rotationsgelenke betrachtet werden, lie-
fert der obere Teil von (4.19a) Bedingung

)Llezl XrlEE+---+)LpeprrpEE=0. (419C)

Neben (4.19b) muss auch die zweite Bedingung (4.19¢) fiir lineare Abhédngigkeit
erfiillt sein. Dies wird im Folgenden fiir zwei Sonderfille néher betrachtet:

Sonderfall 1: Zwei Spaltenvektoren der Jacobi-Matrix sind linear abhéngig, das heift
kollinear:

Ai ezi+kj € =0 <~ e;; = ——e;
In (4.19c) eingesetzt liefert

i !
Aiezi x riEE_Aj A_ezi X TFjEg = A ez X ("iEE—VjEE) =0
J [ —
r,-j

=
Singularititsbedingung 1:  {e.;,e.;} kollinear A e.; xr;; =0. (4.20)

Damit muss also Verbindungsvektor r;; der Gelenke Nr. i und j kollinear zum
Richtungsvektor beider (kollinearer) Gelenkachsen liegen. Aus einer einfachen
geometrischen Betrachtung wird klar: Singularititsbedingung (4.20) wird ge-
nau dann erfiillt, wenn die betrachteten Rotationsachsen aufeinander zu liegen
kommen.

Sonderfall 2: Es besteht eine lineare Abhingigkeit zwischen drei Spaltenvektoren der
Jacobi-Matrix. Dabei wird nur der komplanare Fall betrachtet, da der kollineare
Fall vom vorangegangenen Sonderfall 1 bereits abgedeckt ist:

1
Aiei+Aje;+Arer =0 < e2k=—k—(kiez,~+)tjezj)
k

7 Komplanare Vektoren liegen innerhalb einer Ebene.
8 Kollineare Vektoren sind parallel oder antiparallel.
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In (4.19c) eingesetzt ergibt

1 !
Aiecj Xrigg+ Aje;; X Figg — Ak " (Aiezi +Aje;) xrige =0

=
Singularitidtsbedingung 2: {e-i,e:j, e-;} komplanar A

4.21)
li e;; X ik +Aj e XFjp = 0.

Der untere Teil von (4.21) erfordert, dass alle vier enthaltenen Vektoren kom-
planar sind.

Hiufig schneiden sich zwei der drei betrachten Gelenkachsen, sodass die Ur-
spriinge der zugehorigen lokalen Koordinatensysteme aufeinander fallen. Be-
trifft dies zum Beispiel die ersten beiden betrachteten Gelenke, so folgt r;x =
rji. In diesem Sonderfall vereinfacht sich der untere Teil von (4.21) wegen
Aiezi X Fix + Ajez; X rip = (Ajez; + Ajez;) X rig zu

—)Lkezk X Fip = 0.

Dies bedeutet, dass die betrachtete dritte Gelenkachse e, kollinear zum Ver-
bindungsvektor von Gelenk i und k bzw. j und k liegen muss.

Analog zum oben betrachteten Fall konnen auch Singularititen durch eine
lineare Abhingigkeit zwischen vier oder mehr Spaltenvektoren der Jacobi-Ma-
trix auftreten.

B. (Arbeitsraum-) Begrenzungs-Singularititen: Rinder des durch Armgeometrien be-
schrinkten Arbeitsraums sind erreicht. Gelenkvariablengeschwindigkeiten konnen
dann eine oder mehrere Komponenten der Endeffektorgeschwindigkeit (Position un-
d/oder Orientierung) nicht mehr unabhiingig voneinander oder gar nicht beeinflussen.
Damit ist diese Arte der Singularitit dadurch geprégt, dass Zeilen der Jacobi-Matrix
linear abhédngig sind. Ein hiufig anzutreffender Sonderfall besteht darin, dass eine
ganze Zeile der Jacobi-Matrix nur mit Nullen besetzt ist.

In allen praktisch relevanten Fillen gilt N > M, so dass der maximale Rang der
Jacobi-Matrix von der Zahl linear unabhiingiger Zeilen m beschrinkt ist. Ein Abfall
im Zeilenrang m fiihrt daher stets auch zum Abfall im Spaltenrang. Rangbedingun-
gen alleine geniigen also nicht, um zwischen Begrenzungs- und interner Singularitit
zu unterscheiden. Vielmehr ist entscheidend, ob auf der Singularitit der Rand des Ar-
beitsraums erreicht ist.

Fiir die Benennungen der beiden Arten von Singularititen siehe auch [3, Abschn. 5.8,
S.151].
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So, S2

Abb. 4.12 Planarer 2-DoF Ellenbogen-Manipulator mit gleichen Armlidngen in Beschrinkungs-
Singularititen. Oben: ausgestreckte Position mit 6, = 0; unten: eingefaltete Position mit 6, = 7

Beispiel 4.7. Singulédre Positionen beim planaren 2-DoF Ellenbogen-Manipulator aus
Abb. 4.12 mit gleichen Armlidngen /| = [, = [, vergleiche auch Aufgabe 4.4.
Jacobi-Matrix J und deren Determinante berechnen sich zu

0 e — _ ) -
vg _ S| —S12 =812 Q1 7 Det(f) = s,.
Uy ci+cn 0>

J

Daraus liest man direkt die singuldren Positionen ab zu 8, € {0, +7}.

Fiir 6, = 7 ergibt sich
= 0 S1
n%ﬁdL %}.
1

Damit kann in dieser Singularitét nur Gelenk 2 die Endeffektorgeschwindigkeit verdandern,
Gelenk 1 hat keinen Einfluss. Da also nur ein Gelenk zur Verfiigung steht, kann damit auch
nur ein Endeffektorfreiheitsgrad eingestellt/bestimmt werden. Der andere Freiheitsgrad
bestimmt sich dann automatisch durch die lineare Abhéingigkeit der beiden Zeilen von J,
gemil

V0 (—¢)) = v(y) sy .
In dargestellter Position aus Abb. 4.12 (oben) gilt wegen 6, = 0

v) (—cos(0) = 1 sin(0) < v’ =0.

X
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Abb. 4.13 Eingeschrinkte
Endeffektorbewegungsrichtung
auf Singularitidt 6, = 0

H
HIES
1

zo

Der Endeffektor kann sich in dieser Position also nur senkrecht nach oben oder unten
bewegen. Fiir Positionen, an denen s; # 0 gilt, folgt hingegen

0

Y __a
0=

Uy S1

Dies beschreibt die in Abb. 4.13 gestrichelt dargestellte Kreisbahn. Dies erkennt man auch

T
daran, dass der Endeffektorgeschwindigkeitsvektor vgg = (vg vg) stets senkrecht auf
Translationsvektor fgg steht:

T
cos 6, 0 0 0 .. !

21 1 =21(v, cosf; + v, sinf;) =0
(sin 91) () (o2 cosy 47 snty

!
— ¥ cosh = —v(y)

e sin 6; .

Daraus folgt das anschauliche Ergebnis, dass die Endeffektorbewegungsrichtung auf der
Singularitdt 6, = 0 auf diese Kreisbahn beschrinkt ist.
Fiir allgemeine Werte von vg, v;) existiert also keine Losung — der Manipulator ist auf

dieser Singularitit unterbestimmt.

Auch auf der zweiten Singularitit bei 6, = 0 ergibt sich ein Rangabfall in der Jacobi-

matrix
~ —2S1 —5]
J|02_0=l|: 5o ]
1 C1

Analog zu obigem Fall folgen aus der linearen Abhingigkeit der Zeilen von J die zulis-
sigen Endeffektorgeschwindigkeiten zu

1)2 Ccl = —1)2 St .
Zur Art der Singularitit: Bei beiden singuldren Positionen besteht ein Abfall im Zeilen-
und Spaltenrang. AuBlerdem ist auf beiden Singularititen der Rand des Arbeitsraums er-
reicht, so dass Beschrinkungs-Singularititen vorliegen. <
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Beispiel 4.8. Fortsetzung von Beispiel 4.5 (mit verdnderten Lingen)

Falls das zweite Gelenk des 4-DoF Ellenbogen-Manipulators mit 8, = 7 ganz eingeklappt
ist, sowie alle Armlidngen 1 betragen, kommt die dritte Achse auf der ersten Achse zu
liegen. Spalten 1 und 3 der Jacobi-Matrix

813 + 134 St + S13 + S134 813 + 134 5134

by=r —C13 —C134 —Cp —C13 —C13¢  —C13 —C13¢  —C134
1 1 1 1

sind in diesem Fall identisch und damit linear abhiingig. Wegen

Det(FF 1), =25

|02:7r
liegen aber fiir s3 # 0 immer noch drei linear unabhingige Spaltenvektoren in J und
damit noch keine Singularitit vor. Daraus erkennt man, dass das Auftreten aufeinander
liegender Achsen noch kein hinreichendes Kriterium fiir Singularitéten ist. Erst fiir s3 = 0
liegt eine Singularitit vor.

Wegen 6, = m kommen in beiden Teilgrafiken von Abb. 4.14 Achsen 1 und 3 aufein-
ander zu liegen. Im Fall der linken Teilgraphik berechnet sich die Jacobi-Matrix zu

1 1 1 0
0,=0,0r=7, 3=/, O4=n/2 Lo 1 1f. (4.22)
1 1 1 1
0 0

Abb. 4.14 Planarer 4-DoF Manipulator mit gleichen Armldngen und aufeinander liegender Ach-
sen 1 und 3; links: keine singuldre Position; rechts: singulidre Position
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Spalten 1 und 3 sind linear abhingig. Wegen

o B
Det(J J )}91=0, by, Oy, Gy /s = 2 #0

muss J vollen Rang, das heiflt Rang 3 besitzen. Daher liegt trotz aufeinander liegen-
der Gelenkachsen keine Singularitiit vor. Vielmehr ist der Manipulator in dieser Position
immer noch 1-fach iiberbestimmt, so dass eine eindimensionale Losungsvielfalt fiir das
resultierende lineare Gleichungssystem

0

V0 111 0]
0 0>
=11 01 1]]"
wyo L1 1| |2
z 94

existieren muss. Eine Losung kann man von Hand zum Beispiel durch das Gauf3-Elimina-
tionsverfahren ermitteln:

1 11 0 v | zo=—1z2-zy | 1 1 1 0 0
1o 11 o) | EEEE 0 1 0 -1 —v0+0?
1111 o 00 0 1 o1
111 0 0
Z2=72473 o o
— | 01 0 0 o —uv
| 00 0 1 -9
Aus Zeile 2 und 3 liest man ab:
92 = a)? — US
) = 00 —1°

Dies ergibt zusammen mit Parameter A = 91 aus Zeile 1:

At —v)+60; =0) & =10 - +v) 2.

X

Zusammengefasst folgt schlieBlich als Losung die einparametrige Losungsschar

by 0 1
) 0_ 0

o I I N B
Q3 vy —w; + vy -1
04 »? — " 0

mit freiem Parameter A € R.
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Die Min-Norm-Losung ergibt mit Pseudo-Rechts-Inverser

I 1 1 1 1 1
1 0 1 e 1 0 1
Jr=JTJin " = 1011
I 1 1 1 1 1
I 111
0 1 1] 01 1
11 1] oy 3]
1 0 1
= 2 33
I 1 1
3 3 4
o1 1]t
11 1] s 1 3 1 -1
_|r oyt s sl tfo 22
112 T2 1 -1
-3 =3 5
0 1 1] -2 0 2
die optimale Losung
I 1 -1 o0
. 1 — x
gL 0 2 20|58
211 1 -1 %
®
-2 0 2 :
J+
Fir v) = 10 = @ = 1und 1 = 0 liefert die erste Berechnungsvariante § =
T . T
0 0 1 O) . Die optimale Losung berechnet sich hierfiir zu 6 * = (1/2 0 12 O)
mit |6+ = yva <|d] =1.

Abb. 4.14 (rechts) zeigt eine Position, die sich gegeniiber der Position der linken Teil-
grafik nur im dritten Gelenk unterscheidet. Wegen 65 = 0 ergibt sich hier

1 1 1 1
J91:0.02:n,93:0.04:ﬂ/2= -1 -2 -1 0]. (4.23)
1 1 1 1

Zeile 1 und 3 sind identisch und daher linear abhéngig. Damit reduziert sich der Zeilenrang
auf m = 2. Der dabei auftretende Rangabfall wird rechnerisch durch
Det( JJ T)

|01 =0,6y=m, 03=0, 4=1/2 0
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bestitigt, so dass hier eine singulédre Position vorliegt. Diese ldsst wegen den identischen
Zeilen 1 und 3 nur eine Losung im Sonderfall v0 = ? zu.

Man kann den Rangabfall alternativ auch durch eine Betrachtung der Spalten von J
bestimmen: Spalten 1 und 3 sind identisch. Aulerdem sind die Summen von Spalte 1 und
3 sowie von Spalte 2 und 4 ebenfalls identisch. Damit gibt es nur zwei linear unabhingige
Spaltenvektoren in J, womit obige Zeilen-Betrachtung bestitigt wird.

Die Singularitit tritt in diesem Fall nicht am Rand des Arbeitsraums auf, so dass eine
interne Singularitét vorliegt. Im Vergleich zum vorangegangen Fall aus Abb. 4.14 (links)
fillt auf, dass fiir die interne Singularitit kein weiteres Gelenkachsenpaar aufeinander zu

liegen kommen muss.
Im ausgestreckten Fall § = 0 ergibt sich

0 0 0 O
J(O) = | liza baa D Iy
1 1 1 1

Dies bedeutet, dass die v,-Komponente der Endeffektorgeschwindigkeit nicht mehr be-
einflussbar ist und immer verschwindet. Die Zahl linear unabhingiger Zeilen reduziert
sich wieder auf m = 2, so dass Det(j J T) = 0. Die ausgestreckte Position ist damit
eine Singularitit. Da sie am Rand des Arbeitsraums liegt, handelt es sich um eine Begren-
zungs-Singularitit. <

Beispiel 4.9. Singuldre Position beim anthropomorphen 6-DoF-Manipulator aus Bei-
spiel 3.3. Abb. 4.15 zeigt ein Beispiel fiir eine interne Singularitit:

Drehachsen zy (Turm-Drehen) und z5 (Greifer-Drehen) fallen aufeinander. Damit be-
stimmt lediglich Summe 6, + 6 die Endeftektororientierung. Drehen sich beide Achsen
mit entgegengesetzt gleicher Drehgeschwindigkeit, so verdndert dies die Endeffektorori-
entierung nicht. Man bezeichnet eine solche Bewegung auch als Nullraumbewegung. Es
sollen M = 6 viele Endeffektorfreiheitsgrade bestimmt werden. Auf der dargestellten
Singularitit reduziert sich die Zahl linear unabhéngiger Spalten auf n = 5, so dass J
einen Rangabfall aufweist, und eine Singularitit vorliegt.

Die in Abb. 4.15 dargestellte Position des Endeffektors in Sy betrigt #5 = (O 0 O.SS)T,
die Orientierung wird bestimmt durch

-1 0 O
Ris=|0 -1 0
0 0 1

In der dargestellten Konfiguration (links-oben-2) betragen die Gelenkwinkel

0%(0" —44.4396° —118.112° 0° —=72.5518° 0°). <
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Abb. 4.15 Anthropomor-
pher Manipulator in singulérer
Position. Beispiel fiir den voll-
bestimmten Fall, bei dem in
singulédren Positionen der Ma-
nipulator unterbestimmt wird.
Koordinatensysteme S3 und
S5 sind aus Griinden einer bes-
seren Darstellung nach aufien
versetzt dargestellt

Weitere Beispiele fiir singulidre Positionen finden sich in [11, S. 145-147].

Zusammenhang zwischen Singularitiiten bei Geschwindigkeitskinematik und
inverser Kinematik

In Abschn. 3.1 wurden Singularititen als Positionen des Manipulators definiert, bei denen
unendlich viele Losungen der inversen Kinematik auftreten. Eine solche Singularitit trat
beispielsweise bei Basiskinematik 2 aus Abschn. 3.3 bei 6, = F auf. Betrachtet wurde
dabei ein 2-DoF Ellenbogen-Manipulator mit gleichen Armlidngen wie aus Beispiel 4.7.
Im Vergleich stellt man fest, dass die Singularitit bei 6, = 7 in der Geschwindigkeits-
gleichung mit der Singularitéit aus der inversen Kinematik iibereinstimmt.

Auch im folgenden Beispiel von Basiskinematik 3 besteht dieser Zusammenhang zwi-
schen den Singularititen:
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Beispiel 4.10. Basiskinematik 3 (Pseudo-Kugelgelenk) aus Abschn. 3.4 besteht aus einer
Gelenkanordnung, die durch ZYZ Euler-Winkel « = 6, § = 6, und y = 65 beschrie-
ben werden kann. Die inverse Kinematik wurde in Form der Funktion InvEuler323 in
Abschn. 2.3.4 hergeleitet. Dabei wurden die Euler-Singularititen bei 8 € {0, 7} identifi-
ziert. Auf diesen Singularititen der inversen Kinematik kann nach (2.22) nur die Summe
oder Differenz o & y bestimmt werden, so dass definitionsgemif} eine unendlich grofle
Losungsmenge fiir die inverse Kinematik auftritt.
Jacobi-Matrix jEuler323 ist durch (4.10) gegeben, mit Determinante

Det(Jguiers23) = —sin(B) .

Schriankt man den Winkelbereich wie bei der inversen Kinematik auf 8 € | — ;] ein, so
liegen die Singularititen der Geschwindigkeitskinematik bei 8 € {0, 7 }. Auch in diesem
Beispiel liegen also die Singularitéten von inverser Kinematik und Geschwindigkeitskine-
matik an derselben Gelenkposition. <

Es ist anzumerken, dass die Auswirkungen von Singularititen bei der inversen Kine-
matik und bei der inversen Geschwindigkeitskinematik unterschiedlich sind:

e FEine Singularitét bei der inversen Kinematik fiihrt zu unendlich vielen Losungen.
e FEine Singularitét bei der Geschwindigkeitsgleichung fiihrt im allgemeinen Fall dazu,
dass keine Losung existiert (unterbestimmter Manipulator).

Die iibereinstimmenden Gelenkpositionen von Singularitdten bei inverser Kinematik
und inverser Geschwindigkeitskinematik in den vorangegangenen Beispielen vollbe-
stimmter Manipulatoren sind natiirlich nicht zufillig. Um den Zusammenhang fiir
vollbestimmte Manipulatoren zu erldutern, wird die direkte Kinematik durch eine vektor-
wertige Funktion f : RV - R”" gemif

n=f(q)

dargestellt. Dabei soll die Orientierung nicht durch eine Rotationsmatrix, sondern durch
Euler-Winkel dargestellt sein, das heilit die unteren drei Koordinaten von » sind die drei
Euler-Winkel ¢, 8 und y. (Damit entspricht das hier verwendete 7 nicht dem Integral von
3 aus (4.11)!) Existiert Inverse f !, so folgt damit die inverse Kinematik zu

qa=f"m.

Sei M C RV die offene Menge’ aller zulissigen Gelenkpositionen ¢. Weiterhin sei ¢*
ein innerer Punkt davon. Auflerdem sei f auf einer lokalen Umgebung U/ von ¢* stetig

9 Zu einem inneren Punkt einer Menge gibt es immer eine Umgebung, die vollstindig ebenfalls zur
Menge gehort. Ein innerer Punkt liegt also nicht auf dem Rand der Menge. Bei einer offenen Menge
ist daher jeder Punkt ein innerer Punkt.
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differenzierbar. Dann existiert nach dem Satz iiber Umkehrfunktionen Inverse f ! genau
dann in &/, wenn die analytische Jacobi-Matrix'°

iY@ _ T @2
ad) =79 T | I :
1 v L. U
041 dgn

in Punkt ¢ = ¢* regulir ist, das heift wenn Det(J,(¢*)) # 0.

Daraus folgt fiir vollbestimmte Manipulatoren: Auf Singularititen der Geschwindig-
keitskinematik existiert keine Umkehrfunktion f~! der direkten Kinematik und damit
auch keine eindeutige Losung fiir die inverse Kinematik. Davon ausgenommen sind Sin-
gularititen am Rand des zulédssigen Bereichs von ¢, da diese definitionsgemé@l nicht in
M liegen. Bei Drehachsen treten die Gelenkvariablen jedoch nur im Argument einer sin-
oder cos-Funktion auf. Wegen deren 2 r-Periodizitdt kann damit bei obiger Betrachtung
M als unbeschrinkt angenommen werden, so dass es keine Randpunkte gibt.

Beispiel 4.11. Basiskinematik 2 (2 DoF Ellenbogen Mampulator) aus Abschn. 3.3: Ho-
mogene Transformationsmatrix T02 folgt aus Tm und le von Beispiel 2.20 des 3-DoF
Ellenbogen-Manipulators zu

cz2 =Sz 0 cily +cialy
oo s e 0 lLisi+ bsi
02 =
0 0 1 0
0 0 0 1

Als direkte Kinematik wird nur kartesische Endeffektorposition

7= XEE -1 c1+cin
yEE S1 4 S12

—_———
f(q@)

mit /y = [, = [ betrachtet, so dass der Manipulator aulerhalb von Singularititen voll-
bestimmt ist. Da nur kartesische Positionen und keine Orientierungen betrachtet werden,
sind analytische und geometrische Jacobi-Matrix gleich. Sie berechnet sich nach der all-
gemeinen Definition aus (5.46a) zu

J( ) = df(‘]) |:—51 — 512 _512:|

dq ¢+ C12

10 Siehe auch (5.46a) fiir eine allgemeine Definition der Jacobi-Matrix.
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mit Det(/(g)) = [2sin(6,) und den durch sin(f,) = 0 definierten Singularititen.
Damit existiert in einer lokalen Umgebung jedes nichtsinguldren Punkts die inverse
Kinematik.

Da es zu einem 7 bei der inversen Kinematik nach Abschn. 3.3 zwei Losungen gopen
und qunen gibt, existiert keine globale stetige inverse Funktion f —I. Die in der inversen
Kinematik aus Abschn. 3.3 enthaltenen Fallunterscheidungen bestitigen diese Aussage.
<

Bei einem iiberbestimmten bzw. redundanten Manipulator konnen Singularitéten in der
inversen Kinematik auftauchen, ohne dass dabei die Geschwindigkeitskinematik singulér
wird. Ein Beispiel dafiir zeigt Abb. 4.14 (links). Fiir eine feste Endeffektorlage ist dabei
nur 6; + 05 bestimmt, so dass in der inversen Kinematik eine Singularitiit besteht. Die
Geschwindigkeitskinematik ist jedoch nichtsingulér.

Praktische Auswirkungen von Singularititen

e Inrealen Anwendungen besteht die Gefahr, dass in den SW-implementierten Gleichun-
gen der inversen Jacobi-Matrix aus § = J! (g) 7 Nenner gegen 0 laufen, wenn eine
Singularitit angesteuert wird.

e Je niher ein Manipulator mit inverser Kinematik in der Steuerung einer internen Sin-

gularitit kommt, desto grofler werden die Gelenkgeschwindigkeiten, wenn die Endef-
fektorgeschwindigkeit konstant bleiben soll, sieche Beispiel 4.12.
Antriebsseitige Geschwindigkeitsbegrenzungen in den Gelenkantrieben bestimmen da-
mit minimal zulidssige Abstinde zu internen Singularititen. Es gibt verschiedene Stra-
tegien, um bei der Bahnplanung diese minimal zulidssigen Abstidnde einzuhalten, sieche
zum Beispiel [11].

e In einer Singularitét ist der Endeffektor in seinen Bewegungsrichtungen eingeschrinkt,
siehe Beispiele 4.7 und 4.8.

e Bei Anniherung an eine Singularitit kann ein Manipulator trotz begrenzter Antriebs-
momente theoretisch unbegrenzte Krifte und Momente auf die Umgebung ausiiben,
siche Abschn. 4.3.2. In der Praxis sind diese Krifte und Momente natiirlich immer
durch Bruchgrenzen verwendeter Materialien beschrinkt.

e Oft wird bereits bei der mechanischen Konstruktion darauf geachtet, dass Gelenkach-
sen im gesamten Bewegungsbereich nicht aufeinander fallen konnen und somit eine
hiufige Ursache interner Singularititen inhédrent ausgeschlossen wird.

Beispiel 4.12. Fortsetzung von Beispiel 4.7: Mit inverser Jacobi-Matrix

j71 _ 1 C12 S12
v = —
IC2 —C1 —C12 —S81 —S12
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berechnen sich die Gelenkwinkelgeschwindigkeiten aus der Translationsgeschwindigkeit
des Endeffektors zu

§ — 01 — jr U :L C12Vx + 8120y
6 ! vy Ly —(c1 +c2) vy — (51 + s12) vy

mit Betrag

. 1 5 :
H0 H = e (cr2vx +s12vy)" + (1 + c2) ve + (51 + 512) vy) "

Setzt man darin inverse Kinematik

(gl) = InvKinEllenbogen(x, y)
)

aus Aufgabe 3.1 ein, so erhilt man eine Funktionsvorschrift (x, v) Ho H
Nun wird der Fall betrachtet, dass sich der Endeffektor auf einer konstanten Hohe

y = 0.025 von x = 1.8 nach x = —1.8 mit konstanter Endeffektorgeschwindigkeit
vy = —1, v, = 0 bewegen soll, siche auch [9]. Dies liefert fiir den Betrag der Gelenkwin-
kelgeschwindigkeiten
. 1
H0 H = |C—|\/012 +2cicip +2c¢152.
2

Setzt man darin 6; und 6, aus der inversen Kinematik ein, so folgt der Betrag der Gelenk-
winkelgeschwindigkeiten aus Abb. 4.16 (unten). Im oberen Teilplot sind fiir 11 Positionen
auf der Geraden (kleine griine Punkte) die zugehorigen Armstellungen des Manipulators
eingetragen und entsprechend durchlaufend nummeriert. Da die Endeffektorgeschwindig-
keit konstant ist, ist die Zeit zwischen zwei dargestellten Armstellungen immer gleich.
Man erkennt, dass zwischen Stellung 5 und 6 sowie zwischen Stellung 6 und 7 relativ gro-
e Wege zuriickgelegt werden, so dass hier entsprechend grole Gelenkwinkelgeschwin-
digkeiten auftreten. In der Néhe der Singularitit wird also der Betrag der Gelenkwinkelge-
schwindigkeiten grof3, wenn dabei die Endeffektorgeschwindigkeit konstant bleiben soll.
Aus dem unteren Teilplot entnimmt man so den maximal auftretenden Wert Ho H = 40 bei
Stellung 6. <

4.2.7 Ausblick auf Beschleunigungskinematik

In Kap. 2 wurde direkte Kinematik

DirKin : q = n
— —
(Drehwinkel 6;, Verschiebeldngen o;) (Position & Orientierung Endeffektor)
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Bewegung von
Stellung 5 zu 6

ral=

Yo
=

Endeffektor

1
2 1

Bewegung von
_1 Stellung 6 zu 7

1+922

6

|
rafu

|

|
al—

=

tal—=
ralue

Rl

Abb. 4.16 Hohe Gelenkgeschwindigkeiten beim Durchfahren einer nahen Umgebung der Singu-
laritit am Beispiel des planaren 2-DoF Ellenbogen-Manipulators mit Armlingen /; = [, = 1,
Endeffektorgeschwindigkeit v, = —1, v, = 0 und konstanter Hohe y, = 0.025. Der End-
effektorpfad ist dunkelgriin gekennzeichnet. Oben: 11 Armstellungen entlang des Pfads; Zahlen
kennzeichnen Armstellungen; Unten: RMS-Wert der Gelenkwinkelgeschwindigkeiten

mit Gelenkvariablen ¢ und Endeffektorlage  hergeleitet. In der Regel wird jedoch die
Endeffektorlage vorgegeben, und die dafiir notwendigen Gelenkvariablen gesucht. Dies
fiihrte in Kap. 3 auf inverse Kinematik

InvKin: np+—gq.

Neben Position ¢ und Geschwindigkeit ¢ der Gelenkvariablen benétigt man zur Berech-
nung der Gelenkmomente- und Krifte mittels Dynamik noch Beschleunigung §. Diese
drei GroBen sind iiber die inversen Kinematiken durch Bahnen!' 5(z) der Endeffektor-
lage vorgegeben. Man bendtigt also die erste und zweite zeitliche Ableitung der La-

ge n(1).

"' Der Bahn-Begriff wird in Kap. 6 definiert.
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Verwendet man zur Beschreibung der Orientierung eine Rotationsmatrix, so muss de-
ren zeitliche Ableitung berechnet werden. Wie in Abschn. 4.2.4 gezeigt, ergibt sich dabei
eine relativ komplizierte Umrechnung in einen Drehgeschwindigkeitsvektor. Aus diesem
Grund wird hier, zur Berechnung der zeitlichen Ableitungen der Orientierung, die Eu-
ler-Winkel Darstellung vorgezogen. Dies fiihrt bei den inversen Zusammenhingen zur
analytischen Jacobi-Matrix J,. Damit wurde im vorangegangenen Teil des vorliegenden
Kapitels fiir vollbestimmte Manipulatoren Zusammenhang

= J.q)q und falls J,(g) nichtsingulir: ¢ = J,”'(¢)

aufgestellt. Der noch fehlende Beschleunigungszusammenhang folgt daraus durch zeitli-
ches Ableiten zu

| e

(Ja(a))d -

.d o= ) ~ .
i = (Ju(@) ) = Ju(@)§ +

o

t

Dabei wurde die explizite Angabe der Zeitabhingigkeit von ¢, ¢ und § zur besseren Uber-
sichtlichkeit weggelassen. Fiir Det(Ju) # 0 (vollbestimmter Manipulator) ergibt sich so
inverse Beschleunigungskinematik

i= i@ (i~ 5 G)i).

Zusammengefasst konnen damit Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung einer
gegebene Bahn 7(7) des Endeffektors in entsprechende Grofien der Gelenkraumbahn um-
gerechnet werden, das heifit

(. 9.7) = (4.9.4).

4.3 Statik

Statik kommt aus dem Griechischen statikos und bedeutet iibersetzt ,,zum Stillstehen
bringend”, [2, Band 21, S. 29]. Statik ist die demnach die Lehre der Krifte und Momente,
die so an und zwischen Korpern wirken, dass sich diese nicht bewegen.

Im vorangegangenen Abschnitt diente die Jacobi-Matrix zur mathematischen Beschrei-
bung der Beziehung zwischen Gelenk- und Endeffektorgeschwindigkeiten. Und obwohl
sich in der Statik definitionsgemif nichts bewegt, wird sich im Verlaufe dieses Abschnitts
zeigen, dass die Transponierte derselben Jacobi-Matrix der Schliissel zur Berechnung von
statischen Kriften und Momenten ist. Dabei werden Gewichtskrdfte und Haftreibungs-
krdfte nicht betrachtet.
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Zunichst soll die Problemstellung anhand der einfachen Kinematik aus Beispiel 4.13
veranschaulicht werden.

Beispiel 4.13. Einfederung eines Manipulators durch externe Krafteinwirkung am Endef-
fektor: Der 3-DoF Manipulator aus Abb. 4.17 besitze zwei Drehachsen mit Gelenkwinkeln
(01, 6,) und eine Linearachse mit Achsvorschub 3. In den Drehachsen sollen sich Dreh-
federn befinden, in der Linearachse eine gerade bzw. lineare Feder. Alle drei Federn sind
rot markiert. Die Bewegungsebene verlaufe senkrecht zum Gravitationsfeld, so dass keine
Gewichtskrifte wirken. AuBlerdem seien keine Haftreibungskrifte vorhanden.

Die Federn sollen zunichst entspannt sein. Der Manipulator befinde sich also in Ruhe
und die zugehorige Endeffektorposition sei ¢4 — in der Skizze ist dies die untere, nur
durch den Endeffektor angedeutete Position.

Nun wirke eine konstante externe Kraft F (griiner Pfeil) am Endeffektor (siehe Auf-
gabe 4.3 und weiter unten fiir eine Erlduterung der Eigenschaft extern im Kontext von
Kréften und Momenten). Diese Kraft F stiitze sich also gegen das Inertialsystem ab und
driicke den Manipulator aus seiner bisherigen Ruheposition ¢4 o heraus. Durch das Eindrii-
cken der Federn entsteht in den Federn eine Riickstellkraft (bei der Linearfeder) bzw. ein
Riickstellmoment (bei den Drehfedern). Diese Krifte wirken entgegen der Dehnung der
Federn, das heiflt entgegen der Auslenkungsrichtung. Die Gelenke federn so weit ein, bis
sich ein Krifte-Momenten-Gleichgewicht zwischen diesen Feder-Riickstellkriaften und
-Momenten sowie der externen Kraft einstellt. Der Manipulator nimmt dann eine neue
Ruheposition ¢4, ein. Index ,,0° kennzeichnet dabei den Zustand ohne Krafteinwirkung,
€ den Endzustand/Ruhezustand unter Krafteinwirkung. <

T1

Abb. 4.17 Externe Krafteinwirkung am Endeffektor eines 3-DoF Manipulators (ohne Gewichts-
und Haftreibungskréfte)
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Die von den Federn initiierten Riickstellmomente bzw. Riickstellkraft werden als Fe-
dermomente bzw. Federkraft bezeichnet und mit Index ,.f** gekennzeichnet. Da per Defini-
tion die Federkraft und Federmomente gegen den zuriickgelegten Weg wirken (siehe zum
Beispiel [5, Abschn. 8.1]), folgt mit positiven Federkonstanten k; :

T (0) = —k1 61, Tp(th) = k6, F3p(ds) = —k3ds.

wobei ky, ky in Nm/rad und k3 in N/m.

Im Stillstand kompensieren die Federmomente und Federkraft die anliegende exter-
ne Kraft. Sie sind also die Reaktionskrifte bzw. Reaktionsmomente zur externen Kraft.
Extern bedeutet hier, dass sich die Kraft gegen die Welt und nicht gegen Teile des Mani-
pulators abstiitzt.

Wegen 11y = —711, oy = —1, und F3y = —Fj3 folgt, dass die in Abb. 4.17 eingezeich-
neten Gelenkmomente 7|, 7, sowie die Gelenkkraft F5 nicht die Riickstellmomente und
-krifte der Federn sind. Vielmehr stellen sie die auf die Federn von der externen Kraft F
anteilig einwirkenden Momente und Krifte dar.

4.3.1 Herleitung mit dem Prinzip der virtuellen Arbeit

Es wird wieder das einfiihrende Beispiel betrachtet: Der Endeffektor durchlauft bei der
Einfederung einen Weg von #4 bis #4,.. Damit leistet eine externe Energiequelle eine
mechanische Arbeit Weyem. Diese geht liber in Spannarbeit Wgeqern der Federn. Da im be-
trachteten System keine Arbeit verlorengeht (etwa durch Hitze) oder neu hinzukommt, gilt
Wredern = Wexiem- Mit Gelenkpositionen 6, o, 6, ¢ und d3 vor der Einfederung und 6, .,
0, und d3, nach der Einfederung berechnet sich deﬁnitionsgeméiﬁ12 die Feder-Arbeit zu

01,(.’ 92,(’ d3,(’

%mmz—/nﬂﬁwﬁ—[wﬂ%w%—/ﬁﬂ%N%
01,0 020 d3
01.6 92.e d}.e

=[n@N&+[@@N%+[&%N%
01,0 020 d3

tye
|
: T 0
= Wextern = / F'dx".
40

Anmerkung 4.3. Arbeit aufgrund von Gewichts- und Haftreibungskriften werden an
dieser Stelle nicht betrachtet. Ein Modell, das diese beiden Effekte beriicksichtigt, wird

12 Mechanische Arbeit ist Kraft lings des Weges* bzw. fiir Drehbewegungen ,,mechanische Arbeit
ist Drehmoment ldngs des Winkels*.
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mit Hilfe des Lagrange-Formalismus in Abschn. 5 hergeleitet und kann aus der Bewe-
gungsgleichung (5.44) entnommen werden. |

Mit obigen Arbeitsintegralen ist im Prinzip der gesuchte Zusammenhang zwischen der
externen Kraft und den im Gelenkraum auftretenden Kriften und Momenten bereits her-
gestellt. Darin enthalten sind jedoch noch die Verstellwege der Gelenke und des Endef-
fektors.

Konzept der virtuellen Verriickung: Man gelangt durch die Betrachtung infinitesimal
kleiner Bewegungen (gekennzeichnet durch voranstehendes Symbol d) oft zu einer hand-
licheren Form. In der Mechanik und Physik bezeichnet man dies als virtuelle Verriickung
bzw. virtuelle Verschiebung (gekennzeichnet durch voranstehendes Symbol §), wenn
die infinitesimale Bewegung mogliche Zwangsbindungen'? einhilt. Zudem werden, im
Gegensatz zur infinitesimalen Bewegung, bei einer virtuellen Verriickung keine Zeitdnde-
rungen dt beriicksichtigt, siehe zum Beispiel [4, Abschn. I-4]. Krifte und Momente sind
damit bei einer virtuellen Verriickung konstant.

Im vorliegenden Abschnitt ist eine Unterscheidung in infinitesimale Bewegung und
virtuelle Verriickung nicht notwendig. Dies liegt zum einen daran, dass der Zusammen-
hang zwischen Gelenkvariablen und Endeffektorlage nie explizit von der Zeit abhingt.
Zum andern werden die Bewegungen des Manipulators mit Hilfe seiner Gelenkvariablen
beschrieben, die definitionsgemif bereits alle Zwangsbindungen einhalten'*. Zur Ver-
einfachung der Schreibweise wird daher bei einer virtuellen Verschiebung das aus der
Mathematik bekannte Symbol d weiterverwendet.

In obigem Beispiel sind die virtuellen Verriickungen durch dé,, df,, dd; und dx
gegeben. Dabei wird mit dx zunichst nur die virtuelle Verriickung der kartesischen Po-
sition betrachtet. Wihrend dieser virtuellen Verriickung bleiben Federkraft und -momente
konstant. Damit reduzieren sich die Arbeitsintegrale zu

dé,

dWFedem =T d@l + 1 d92 + F3 . dd3 = (‘L’l (%) F3) d92
dd;

= dWexierm = F’ dx .

Mit verallgemeinertem Gelenkmomentenvektor (kurz: verallgemeinerter Momentenvek-
. . T
tor bzw. verallgemeinertes Moment, siehe auch Abschn. 5.4.1) T = (Tl 2 F3) und

13 Siehe Abschn. 5.1.1 fiir eine ausfiihrliche Definition von Zwangsbindungen.
14 Siehe auch das Konzept der generalisierten Variablen aus Abschn. 5.1.1.



196 4 Differenzielle Kinematik

q = (91 0, d3)T ergibt sich in vektorieller Form
7 dg = FT dx .

Fiir eine kartesische virtuelle Verriickung dx gilt nach (4.11) mit Umbenennung n — x
Zusammenhang

dx =J dq,
so dass
tTdg=FT jdq . (4.25)
——
dx

Dieser Zusammenhang gilt genau dann fiir jede beliebige virtuelle Verriickung dg, wenn
t=J"(q)F. (4.26)

Die Notwendigkeit von (4.25) fiir (4.26) ist trivial: Wenn @ = ¢, dann folgt daraus immer a”q =
¢Tq. Auch Riickschluss ((4.25) hinreichend fiir (4.26)) ist leicht gezeigt: Die Skalarprodukte beider
Seiten von a” ¢ = ¢7 ¢ ergeben ausgeschrieben

aiqr +axqs +---=ciq1 + gy -

Dann muss a; = c¢; gelten fiir zum Beispiel ¢; # Ound g = g3 = --- = 0. Also muss a; = ¢
gelten, wenn beide Skalarprodukte fiir alle moglichen g gelten soll. Mit demselben Argument zeigt
man auch Gleichheit a, = ¢,, a3 = c3 etc. Siehe auch Hilfssatz 5.1.

Man bezeichnet dieses Vorgehen in der Herleitung als Prinzip der virtuellen Arbeit. In
Abschn. 5.4.3 wird gezeigt, dass die so erhaltene Beziehung auch im allgemeinen Fall
gilt, bei dem im Vektor F externe Kréfte F; und externe Momente t; enthalten sind. Zur
Vereinfachung der Schreibweise wird daher an dieser Stelle der verallgemeinerte Kraft-
vektor (kurz: verallgemeinerte Kraft) F € R° eingefiihrt, gemiB

T
F=(FX F, F. 1, 1 TZ) .

Die Darstellung dieser externen Momente und Kréfte erfolgt dabei in Weltkoordinaten.
Wegen t € RV, F € RM gilt JT € R¥*M_ Die drei Drehmoment-Komponenten in
F bilden zusammen Drehmomentvektor (Tx T, tZ)T, der die Richtung der Drehachse

definiert. Um diese Achse wirkt ein Drehmoment mit Betrag || (Tx Ty TZ)T || und Dreh-
richtung gemdf Schraubenregel.
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Anmerkung 4.4. In Abschn. 5.4.3 wird gezeigt, dass (4.26) auch im bewegten (also
nichtstatischen) Fall herangezogen werden kann: Die am Endeffektor angreifenden ex-
ternen Krifte und Momente F fiihren in den Gelenk-Antriebsachsen zu Kriften und
Momenten 7 geméil (4.26). Diese iiberlagern die von den Gelenkantrieben eingeprigten
Antriebskrifte und -momente. O

Beispiel 4.14. Statik am planaren 2-DoF Ellenbogen-Manipulator: Am Endeffektor des
Manipulators aus Abb. 4.18 wirke Kraft F sowie Drehmoment 7.. Gesucht sind die Ge-
lenkmomente, die die externe Kraft und das externe Moment so kompensieren, dass der
Manipulator im Stillstand verbleibt.

Aus Beispiel 4.5 ist der Zusammenhang zwischen Gelenkvariablen- und translativer
Endeffektorgeschwindigkeit bereits bekannt. So gilt

W) — v\ _ [ ~hsi—bse —hsi 9:1
? Ugy ali+hecn Lep 6]

Jy

Weiterhin ergibt sich als Drehgeschwindigkeit wgz um die zo-Achse aus Abb. 4.18

a)gzzél—i-éz.

_027 _9.2 y —T2
Y2

EE

l2

F.
S Tz — T
2 F <Fy>

Zo

So

Abb. 4.18 Statik am planaren 2-DoF Ellenbogen-Manipulator aus Beispiel 4.14
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Y1 Y2
Yo A
Iy
l1 % Iy Fy
- O
SO o k Sl 1 — Fy
" 72 Ts F

Abb. 4.19 Statik im ausgestreckten Fall aus Beispiel 4.14

Zusammengefasst folgt Geschwindigkeitskinematik

v(z) 7 él _ jv(el’GZ) él
() =7 ()= L1 G)
| —

j(el ) 92)

Setzt man diese Jacobi-Matrix in (4.26) ein, so erhilt man die gesuchten Gelenkmomente,
die den Manipulator unter der externen Belastung im Stillstand halten bzw. zur Statik

fiithren:
Fy
u) _ | ~hsi—hbsi cili+hen 1 P
%) —l 512 Lyen 1 Y

Tz

JT(0,,6,)

Nun werde der in Abb. 4.19 dargestellte Sonderfall ,,ausgestreckter Arm* betrachtet. Mit
0, = 6, = 0 folgt aus obiger Gleichung

F
T 0 / 12 1
= F,
T 0 12 1
T
Als Plausibilitdtscheck wird das vorliegende Statik-Problem fiir den Sonderfall ,,aus-
gestreckter Arm‘ durch Freischneiden und Aufstellen der Gleichgewichtsbedingungen an
den Schnittstellen gelost, siehe zum Beispiel [5]. Die Freischnittskizze ist in Abb. 4.20
abgebildet. Darin sind an der Schnittstelle Schnittkréfte 77 und 75 (Lagerreaktionskrifte)
als HilfsgroBen fiir weitere Berechnungen eingezeichnet.
Die Wahl der Richtung der Drehmomente t; in der Freischneideskizze ist nicht ganz
trivial und erfordert eine genauere Betrachtung: Die in Abb. 4.19 eingetragenen Drehmo-

mente 7; stellen geméB der hier getroffenen Konvention die Drehmomente dar, die anteilig
von der externen Belastung entstehen. Damit Korper 2 in Ruhe bleibt, muss dieses Dreh-



43 Statik 199

Kéorper I: Korper 2:

Yo
T1 T2

Iy l l2
1 T2 p—
P S1
So Zo & T S1 \ %
T2 Tz
Fy

Abb. 4.20 Freischnittskizze

moment durch die gedachte Feder im Gelenk mit einem gleich groflen, entgegengesetzt
gerichteten Riickholmoment kompensiert werden. Aus diesem Grund muss 7, am Schnitt-
punkt S; im Korper 2, wie in Abb. 4.20 dargestellt, gerichtet sein. Folglich tritt bei S} im
Korper 1 das entgegen gerichtete Moment auf, welches damit dem Moment aus Abb. 4.19
entspricht. Gleiches gilt fiir t; bei Sy; hier wurde auf die Reaktionsseite verzichtet, da
diese das Inertialsystem darstellt. Damit ergeben sich die Gleichgewichtsbedingungen fiir
beide Korper zu folgendem Gleichungssystem:

Korper 1: Z Fyp;=0: T,-T, =0

Zl’fgll) 0: nn—-1+L4T1=0

Korper 2: Z Fyp;=0: F,-T,=0

thgll)_ : _T2+12Fy+fz=0 :>T2=12Fy+1'2

Aus Korper 2 folgt T, = F),, aus Korper 1 folgt 71 = T, sowie
71 =‘L'2+11T1 =‘L'2+11Fy =12Fy+fz+lle=Tz+112F

Ein Vergleich mit obiger Herleitung bestitigt die Richtigkeit, so dass der Plausibilitits-
check bestanden ist. AuBlerdem erkennt man, dass die Herleitung der Statik {iber den
klassischen Weg deutlich aufwendiger ist als iiber die transponierte Jacobi-Matrix.

Dies wird insbesondere im geneigten Fall deutlich, bei dem jede Kraft in eine x- und y-
Komponente zerlegt werden muss. Es entstehen dadurch Hilfsgrofen in Form von Schnitt-
kriften und -momenten, die im Endergebnis nicht bendtigt werden. Bei der Berechnung
mit der transponierten Jacobi-Matrix spart man sich diese unnétigen Berechnungen. <
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4.3.2 Inverse Statik

Mit (4.26) konnen die Gelenkmomente und -krifte T berechnet werden, die sich im stati-
schen Fall durch eine externe mechanische Belastung F am Endeffektor einstellen. Dabei
werden, wie im vorangegangenen Abschnitt, keine Gravitations- und Haftreibungskrifte
beriicksichtigt. Die inverse Aufgabenstellung bezeichnet man als inverses statisches Prob-
lem:

gegeben: Gelenkmomente und -kréfte T sowie
Gelenkpositionen ¢ (im Stillstand, ohne Gravitationseinfluss)

gesucht: Endeffektorkrifte und -momente F .

In der Praxis wird diese Aufgabenstellung zum Beispiel fiir Sicherheitsanalysen bei
Mensch-Roboter-Kollaboration (kurz: MRK) benétigt: Dabei miissen die maximalen
Krifte und Momente, die ein Manipulator am Endeffektor auf die Umgebung ausiiben
kann, begrenzt werden.

Vollbestimmter Manipulator: Wegen Det(J ) = Det(J) # 0 existiert die Inverse von
J T. Damit kann das inverse statische Problem durch

F=0JTq) " = (4.27)
eindeutig gelost werden.

In der Nihe einer Singularitt strebt Det(J~ T) gegen Null. Falls T dann eine bestimmte
Vertriglichkeitsbedingung (siehe (4.31) im folgenden Absatz Unterbestimmter Mani-
pulator) nicht erfiillt, strebt || F || nach (4.27) gegen Unendlich.

Uberbestimmter Manipulator bzw. redundante Kinematik: In diesem Fall stellt J 7
wegen N > M eine stehende N x M -Matrix mit Rg (J T) = M dar. Das zugehorige
lineare Gleichungssystem (4.26) ist damit mathematisch iiberbestimmt. Fiir das inverse
statische Problem existiert keine Losung, wenn die aus der linearen Algebra bekannte
Vertriglichkeitsbedingung

Rg(JT)=M=Rg(J"|7) (4.28)

nicht erfiillt ist. Daraus ergeben sich N — M lineare Nebenbedingungen an t.

Nur im Sonderfall, dass Gelenkmomente und -kréftevektor = Bedingung (4.28) erfiil-
len, also entsprechend der linearen Abhiingigkeit der Zeilen von JT gewihlt sind, existiert
eine Losung. In diesem Fall ldsst sich das iiberbestimmte lineare Gleichungssystem in
ein dquivalentes vollbestimmtes lineares Gleichungssystem wandeln, fiir das dann eine
eindeutige Losung existiert. Dies korrespondiert mit der Tatsache, dass der Manipulator
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nicht fiir beliebige Momente oder Krifte der Gelenke im Stillstand (Statik) verbleibt.
Vielmehr miissen Gleichgewichtsbedingungen der Statik eingehalten werden.

Die Erstellung eines dquivalenten vollbestimmten linearen Gleichungssystems ist zur
Laufzeit mit relativ viel Aufwand verbunden. Man gelangt zu einer einfacheren Losung
mit Hilfe einer Pseudo-Inversen. Pseudo-Rechts-Inverse (4.14) kann jedoch nur fiir ein
mathematisch unter- oder vollbestimmtes lineares Gleichungssystem verwendet werden.
Im vorliegenden Fall eines iiberbestimmten linearen Gleichungssystems ergibt sich eine
andere Pseudo-Inverse:

Definitionsgemél gilt fiir einen iiberbestimmten Manipulator Rang Rg(.i T) =m =
M, die Spalten von J T sind also linear unabhiéngig. Daraus folgt, dass JJT e RMxM
invertierbar ist. Damit liisst sich eine Pseudo-Inverse von J 7 zu

JTH = (JJT)'J e RMN (4.29)

bestimmen: So ergibt eine Linksmultiplikation von JT* auf J T Ausdruck

JTFT = (JITY JiT = E.

Daher bezeichnet man diese Art der Pseudo-Inversen als Pseudo-Links-Inverse und es
folgt Losung
F=JT*¢

. (4.30)
unter Nebenbedingung (4.28).

Anmerkung 4.5. fiir den Fall, dass Vertraglichkeitsbedingung (4.28) nicht gegeben ist:

e Der Manipulator befindet sich dann nicht mehr im Zustand der Statik. Damit ist der
Zusammenhang zwischen T und F nicht durch (4.26) gegeben. Vielmehr muss in
diesem Fall Dynamik herangezogen werden, siehe Kap. 5.

e Man kann leicht zeigen, dass in diesem Fall F* = J7* 1 die Losung zum beriihmten
Minimierungsproblem der kleinsten Quadratsumme darstellt, das heil3t
|77 F* 2| = mint

Dies ist als Methode der kleinsten Quadrate (MKQ) bekannt und wurde bereits 1809
in der Dissertationsschrift von Carl Friedrich GauB'> veroffentlicht, sieche zum Bei-
spiel [1]. O

15 Carl Friedrich GauB: 1777-1855; gilt seit je her als einer der groften Mathematiker, Physiker
und Astronom. Dissertation 1809: Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis so-
lem ambientium (Theorie der Bewegung der Himmelskorper, welche in Kegelschnitten die Sonne
umlaufen).
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Beispiel 4.15. Inverses statisches Problem beim planaren 4-DoF Manipulator aus Bei-

T
spiel 4.8: Fiir Position § = (0 T T2 ﬂ/z) (linker Teil von Abb. 4.14) ergibt sich
die transponierte Jacobi-Matrix aus (4.22) zu

=7 _ 4x3
I 61206y, 3=/, Gy =iy = € R™.

O = = =
—_— = O =
ke

Daraus lisst sich lineare Abhéngigkeit
Zeile 1 = Zeile 3

ablesen. Vertrdglichkeitsbedingung (4.28) ist damit fiir r; = 73 erfiillt. Ein mogliches
dquivalentes Gleichungssystem folgt durch Streichung der dritten Zeile zu

7 1 1 1 F,
n|l=1]1 0 1 F,
Ty 0 1 1 T,

73 =11 (Nebenbedingung fiir Statik).

Inverse

1 11 1 0 -1
1 0 1 =11 -1 0
0 1 1 -1 1 1

liefert damit fiir 3 = t; Losung

FX=‘C1—‘C4
F,=1-n

T,=-T1+Th+ 1.

Fiir 73 # 71, existiert hingegen keine Losung.
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Dasselbe Ergebnis erhilt man auch mit Hilfe der Pseudo-Links-Inversen aus (4.30).
Die Pseudo-Links-Inverse berechnet sich dabei geméf

JT = (N

1 1 1
1 110 1 110
1 0 1
= I 01 1 1 0 1 1
1 11
1 1 1 1 1 1 11
0 1 1
- —1
3 23 1 110
=12 3 3 I 01 1
|3 3 4 1 1 1 1]
| 3 1 =3(|1 1 1 O | 1 0 I -2
=3 1 3 31|11 01 1]|= 3 1 -2 1 0
-3 -3 5 1 1 1 1 -1 2 -1 2
Aus (4.30) folgt schlieBlich
71
1 0 I -2 T+13—21
1 T 1
F = 1 -2 1 0 == ’L'1—2‘C2+‘C3
2 T3 2
-1 2 -1 2 —‘L'1+2‘L'2—T3+2‘C4
T4
Setzt man die fiir Statik notwendige Nebenbedingung 73 = t; ein, so ergibt sich die
gleiche Losung wie in obigem dquivalenten Gleichungssystem. <

Anmerkung 4.6. Vertriglichkeitsbedingung (4.28) lasst sich auch durch eine Betrach-
tung des Nullraums der Jacobi-Matrix J, gemiB (4.17), darstellen. Im vorangegangenen
Beispiel 4.15 fiihrte dies auf

gnun = 14 e neR.
0
Damit lasst sich Vertraglichkeitsbedingung (4.28) durch
(1 0 -1 0r=0 = n-u=0

darstellen. Dies bedeutet, dass zuldssige T senkrecht auf dem Nullraum der Jacobi-Matrix
stehen miissen. O
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Unterbestimmter Manipulator: Es wird nur der praktisch relevante Fall b) aus
Abschn. 4.2.5.3 betrachtet. In diesem Fall stellt J7 € R¥*M mit N > M definiti-
onsgemiB eine stehende oder quadratische Matrix mit Rg(J7) = Rg(J) =m < M
dar. Analog zum vorangegangenen Fall des iiberbestimmten Manipulators, muss hier
Vertriglichkeitsbedingung

Rg(JT)=m= Rg(J"|7) (4.31)

erfiillt sein. Die Zahl der sich daraus ergebenden linearen Nebenbedingungen an 7, ist mit
N — m groBer, als im Fall eines iiberbestimmten Manipulators. Ein weiterer Unterschied
zum iiberbestimmten Fall liegt darin, dass nun Rg (J T) = m < M .Damit ergibt sich, bei
Einhaltung der Vertriglichkeitsbedingung, keine eindeutige Losung fiir F mehr, sondern
eine M —m-dimensionale Losungsvielfalt. Darin kann die Min-Norm-Losung F * mittels
Pseudo-Rechts-Inverser berechnet werden, wie im folgenden Beispiel 4.16 demonstriert
wird.

Beispiel 4.16. Fortsetzung von Beispiel 4.15: Verwendet man Gelenkwinkel 63 = 0 an-
stelle von 7/2 (rechter Teil von Abb. 4.14), so folgt aus (4.23) transponierte Jacobi-Matrix

-1 1
-2 1
-1 1
0 1

FT _ 4x3
J |01:0,02:n,93:0.04:ﬂ/2_ € R™.

— e

Dafiir liest man, hinsichtlich der Zeilen, die beiden linearen Abhingigkeiten

Zeile 1 = Zeile 3
Zeile 2 = Zeile 1| + Zeile 3 — Zeile 4

ab, so dass Rg (.f T) = m = 2. Daraus ergeben sich N —m = 4 —2 = 2 Vertréglich-
keitsbedingungen

1 =103

—Th+13—17=0.

Substituiert man aus Zeile 1 73 = 77 in Zeile 2, so folgt 27y — 1, — 74 = 0.
Alternativ konnen die Vertriglichkeitsbedingungen auch iiber den Nullraum von J er-
mittelt werden. Dieser berechnet sich zu

. 0
dnul = |1 + 1 ., AueR.
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Vertriglichkeitsbedingung (4.31) ergibt sich damit zu

S ]

Wegen
I -1 1
L 4 —4 4
Det(JJ")=|-1 —2 -1 0 N S
1 1 1 1 4 —4 4
1 0 1

existiert keine Pseudo-Links-Inverse. Mit oben festgestellten linearen Abhiingigkeiten, er-
gibt sich ein dquivalentes Gleichungssystem zu

F
73 I -1 1

Fy
T4 1 0 1

Tz

~—
1 =103

-Iredr

‘L’2:2‘L'3—‘L'4.

Fiir die darin definierte, reduzierte transponierte Jacobi-Matrix gilt Rg(Jieq”) = 2. Fiir
die drei Unbekannten F\, F, und 7. tritt damit eine eindimensionale Losungsvielfalt auf.
Hierfiir 14sst sich mittels Pseudo-Rechts-Inverser

1 1 ! 11 1 1
~ ~ ~ ~ 71 —
JredT+ = Jred (JredTJred) =1|-1 0 —1 0
1 0 1
1 1 1 1
1 1 -1 1 1 0o 2
1 o] ! Y I I I IO
1 1 21-1 3 2
I 1 I 1 I -1
eine Min-Norm-Losung finden, gemél
Fx* T4
= T
Fr=|Fr|= ot (;) = —rxTw
-CZ* %

unter Nebenbedingung 7; = 13

L =2173—14. <
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Aufgaben

Musterlosungen finden sich unter www.springer.com auf der Seite des vorliegenden
Werks.

4.1 Endeffektorgeschwindigkeiten fiir Basiskinematik 3
Bearbeiten Sie fiir Basiskinematik 3 aus Abschn. 3.4 folgende Aufgaben:

a) Bestimmen Sie Endeffektorgeschwindigkeit ] und 9 in Abhingigkeit der Gelenk-
winkelgeschwindigkeit # und Gelenkwinkel 6.

b) Unter welcher Bedingung liegt im Endeffektor eine vollstindige Kugel-Kinematik
vor?

Betrachten Sie zunéchst als Endeffektorfreiheitsgrade die Lineargeschwindigkeit vg.

c¢) Charakterisieren Sie die Manipulator-Bestimmtheit fiir 6, # {0, 7 }.

d) Ist es fiir 6, # {0, 7} moglich, jede geforderte Geschwindigkeit v} zu realisieren?
Begriindung!
Welche Geschwindigkeiten vg konnen realisiert werden? Geben Sie dafiir ein Beispiel
an.

e) Charakterisieren Sie die Manipulator-Bestimmtheit fiir 6, € {0, 7 }.

Betrachten Sie nun als Endeffektorfreiheitsgrade Drehgeschwindigkeit wg

f) Wie lautet die Determinante der zugehorigen Drehgeschwindigkeits-Jacobi-Matrix
Jo?
Unter welcher Bedingung liegt bei 0 9 eine Singularitit vor?
Bestimmen Sie diese Abbildung auf der Singularitit.
Charakterisieren Sie die Manipulator-Bestimmtheit jeweils aulerhalb und auf der Sin-
gularitit.

g) Bestimmen Sie die Gelenkwinkelgeschwindigkeiten 0 in Abhingigkeit der Endeffek-
tordrehgeschwindigkeit @ auBerhalb der Singularitit.

4.2 Euler-Jacobi-Matrix bei einer ZYX Euler-Drehung
Leiten Sie mit dem Konzept der infinitesimalen Drehung die Euler-Jacobi-Matrix Jgyier321
einer ZYX Euler-Drehung her.
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4.3 Statik von Basis-Kinematik 3
Basiskinematik 3 aus Abschn. 3.4 sei am Endeffektor mit einer externen Kraft F.yr,, und
einem externen Moment Ty, beaufschlagt.

a) Wann bezeichnet man eine Kraft bzw. ein Moment als extern? Geben Sie ein allgemei-
nes Beispiel fiir eine nichtexterne Kraft an.

b) Welche Gelenkmomente sind in Abhéngigkeit der Gelenkwinkel erforderlich, um die
externe Belastung so zu kompensieren, dass der Manipulator in Ruhe bleibt?

4.4 Planarer 2-DoF Ellenbogen-Manipulator mit Rotationsgelenken
Bearbeiten Sie fiir den planaren 2-DoF Ellenbogen-Manipulator mit zwei parallelen Dreh-
achsen aus Abb. 4.12 die folgenden Aufgaben:

a) Stellen Sie Geschwindigkeitszusammenhang

auf und geben Sie die dafiir notwendige Jacobi-Matrix an.

b) Charakterisieren Sie die Manipulator-Bestimmtheit.

c¢) Leiten Sie die auf der Singularitit 6, = 0 moglichen Richtungen von vg her. Interpre-
tieren Sie geometrisch.

d) Wiederholen Sie voranstehende Teilaufgabe fiir die zweite Singularitit.

e) Der Endeffektor bewege sich nur in xj-Richtung mit Geschwindigkeit vgx = 1 (das
heif3t U(Z)y = 0). Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von @ die dabei auftretenden betrags-
mifBig maximalen Gelenkwinkelgeschwindigkeiten.

Hinweis: Die Inverse einer allgemeinen (2 x 2)-Matrix A ist gegeben durch

Al = 1 az —dn (4.32)
Det(4) | —az an ‘

f) Welcher Zusammenhang besteht zwischen einer von extern am Endeffektor angreifen-
den Kraft und den Gelenkmomenten im statischen Fall?
g) Erstellen Sie fiir s, # 0 inverse Abbildung

Gelenkmomente — externe Kraft

h) Berechnen Sie den Betrag des externen Kraftvektors in Abhédngigkeit der Gelenkmo-
mente. Was fillt bei diesem Betrag in einer nahen Umgebung der Singularitit auf?
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Dynamik

Check for
updates

Zusammenfassung Manipulatoren bestehen aus mehreren mechanischen Korpern in
Form von Manipulatorsegmenten. Gelenke verbinden diese Korper; man spricht von ei-
nem Mehrkorpersystem. Unter dem Einfluss externer Krifte und Momente ergeben sich
in Abhidngigkeit der mechanischen Trigheiten bzw. Massen Bewegungen der Manipula-
torsegmente. Die Lehre dieser Bewegung bezeichnet man als Dynamik.

Die minimale Zahl an Koordinaten, die zur Beschreibung der Bewegung benotigt wird,
bezeichnet man als Freiheitsgrade; die Koordinaten selbst als Minimalkoordinaten. Je-
des Manipulatorsegment besitzt im Raum insgesamt sechs Freiheitsgrade. Dabei entfallen
drei auf die Beschreibung der Lineargeschwindigkeit und drei auf die Rotationsgeschwin-
digkeit. Gelenkverbinder zwischen den Manipulatorsegmenten grenzen die Bewegungs-
freiheit in Form von Zwangsbindungen ein: In deren Richtung sind keine Bewegungen
moglich, so dass von diesen auch keine mechanische Arbeit verrichtet werden kann.
Nach diesem Prinzip ldsst sich der sogenannte Lagrange-Formalismus herleiten, der fiir
die Manipulatorsegmente ein verkoppeltes Bewegungs-Differenzialgleichungssystem in
Minimalkoordinaten liefert, den sogenannten Bewegungsgleichungen. Dabei werden nur
starre Manipulatorsegmente sowie Zwangsbindungen beziiglich der Position betrachtet.

Die Bewegungsgleichungen lassen sich stets in eine vektorielle Standardform tiberfiih-
ren. Sie beinhaltet eine Massenmatrix zur Beschreibung der inertialen Krifte und Mo-
mente. Kreiselkrifte fiilhren ebenfalls zu einer entsprechenden Matrix; Reibungs- und
Gravitationseinfliisse sowie antreibende Krifte und Momente in den Gelenken fiihren je-
weils zu einem Vektor.

Der Lagrange-Formalismus benétigt lediglich die Differenz zwischen kinetischer und
potentieller Energie aller Manipulatorsegmente. Durch Ableiten erhilt man daraus die
Bewegungsgleichungen. Hierfiir lédsst sich eine rezeptartige Vorgehensanweisung formu-
lieren, durch die die Zahl moglicher Fehlerquellen beim Aufstellen der Bewegungsglei-
chungen stark reduziert wird. Umfang und Komplexitit der Bewegungsgleichungen sind
bereits bei einfachen Kinematiken mit wenigen Gelenken so grof3, dass eine Berechnung
durch rechnergestiitzte Formelmanipulationsprogramme sinnvoll ist.
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Zur Beschreibung des rotativen Anteils der kinetischen Energie eines Korpers um ei-
ne Drehachse im Raum wird auf das Konzept von Trigheitstensoren zuriickgegriffen. Sie
lassen sich aus Matrizen von Massentragheits- und Deviationsmomenten darstellen, die
wiederum ein Maf fiir die Massenverteilung in Bezug zur Drehachse sind. Damit sind die
Matrizendarstellungen der Trigheitstensoren vom jeweils gewihlten Bezugskoordinaten-
system abhingig. Zur Umrechnung auf das Weltkoordinatensystem wird bei Geschwin-
digkeitsvektoren zusitzlich zum darstellenden Koordinatensystem noch ein Messkoordi-
natensystem eingefiihrt.

Bewegungsgleichungen werden quasi als Herzstiick von Simulationsmodellen des Ma-
nipulators unter anderem bei der Entwicklung von Reglern und zur Antriebsstrang-Ausle-
gung bendtigt. Damit stellt die Dynamik eine wichtige Grundlage fiir die simulationsba-
sierte Entwicklung von Manipulatoren dar.

5.1 Grundlagen

Bei direkter Kinematik in Kap. 2 ging es um die Berechnung der Lage (kartesische Positi-
on und Orientierung) eines Manipulators in Abhiingigkeit seiner Gelenkvariablen. Im an-
schlieBenden Kap. 3 wurde mit der inversen Kinematik die dazu inverse Aufgabenstellung
betrachtet: Fiir eine gegebene Endeffektorlage werden die dazu notwendigen Gelenkvaria-
blen berechnet. Die Einfiihrung der Jacobi-Matrix in Kap. 4 ermoglichte schlieBlich eine
Beschreibung des Zusammenhangs zwischen den Geschwindigkeiten von Endeffektor-
und Gelenkvariablen sowie zwischen deren Beschleunigungen. So kann von einem durch
(n, 1, ij) beschriebenen Bewegungszustand des Endeffektors auf den korrespondierenden
Bewegungszustand (g, ¢, §) der Gelenke umgerechnet werden; natiirlich ist dabei auch
der umgekehrte Weg moglich.

Mit dem aus der Physik bekannten Prinzip der virtuellen Arbeit konnte eine enge Ver-
wandtschaft zwischen der Berechnung von Geschwindigkeiten und dem Statik-Problem
(ohne Gewichts- und Haftreibungskrifte) aufgezeigt werden. So liefert die Jacobi-Matrix
den Zusammenhang zwischen den Geschwindigkeiten von Endeffektor und Gelenken,
die transponierte Jacobi-Matrix den Zusammenhang zwischen deren Krifte und Momente
(ohne Gewichts- und Haftreibungskrifte) im Stillstand.

Die Betrachtungen werden in diesem Kapitel auf Krifte und Momente ausgeweitet,
die in den Gelenkachsen zur Realisierung eines durch (g, ¢, §) vorgegebenen Bewe-
gungszustands notwendig sind. Diese Aufgabenstellung fillt in das physikalische Gebiet
der Dynamikl, welches nach [3, S.57], beschrieben wird als ,,(...) die Lehre von den
Kriften und Wechselwirkungen und den von ihnen hervorgehobenen Bewegungs- oder
Zustandsdnderungen in physikalischen Systemen®. Betrachtet man dabei als physikali-

! Aus dem Griechischen dynamis fiir Kraft.
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sches System mechanische Korper, so spricht man von Mechanik, synonym von Kinetik®.
Der Begriff Mechanik ist im allgemeinen Sprachgebrauch mit weiteren Bedeutungen, wie
zum Beispiel Konstruktion, tiberlagert.

Mit verallgemeinertem Gelenkmomentenvektor T aus Abschn. 4.3.1 wird im vorlie-
genden Kapitel die durch Abbildung

(q.4.4)—~

charakterisierte Aufgabenstellung der Dynamik betrachtet. Dies fiihrt zu den sogenannten
Bewegungsgleichungen, die hauptsichlich in folgenden Bereichen der Entwicklung zur
Anwendung kommen:

e Auslegung von Gelenkantrieben

e Simulation von Bewegungen (hier wird in der Regel die inverse Abbildung 7 >
(¢.4.§) bendtigt)

e Auslegung von Regelkreisen

e Bahnplanung

5.1.1 Freiheitsgrade, Zwangsbindungen und generalisierte Koordinaten

Zur Erlduterung wichtiger Begriffe der Dynamik wird zunéchst ein einzelner Korper K
mit korpereigenem Koordinatensystem Sy, wie in Abb. 5.1 dargestellt, betrachtet. Seine
kartesische Position soll durch die kartesische Position von Ursprung Sy, seine Orientie-
rung durch Euler-Winkel («, 8, y) festgelegt sein. Sind alle Positions- und Orientierungs-
Koordinaten unabhdingig voneinander wihlbar, so bezeichnet man sie als Bewegungs-
freiheitsgrade oder kurz als Freiheitsgrade. Damit besitzt der betrachtete Korper jeweils
maximal drei translative und drei rotative Freiheitsgrade. Als Zahl der Freiheitsgrade
f wird die minimale Zahl voneinander unabhingiger Koordinaten bezeichnet, die zur
vollstandigen Festlegung von Position und Orientierung notwendig ist. Als Abkiirzung
fiir Zahl der Freiheitsgrade verwendet man den Begriff Freiheitsgrade oder auch DoF
(sieche FuBnote 14 aus Abschn. 1.3). Die genaue Bedeutung geht dabei stets aus dem
Kontext hervor. Somit besitzt der betrachtete Korper K insgesamt sechs Freiheitsgrade.

Ein System aus mehreren, eventuell durch Gelenke miteinander verbundenen Einzel-
korpern bezeichnet man als Mehrkorper-System, kurz MKS.

Anders als oben betrachteter Korper K, sind die in der Robotik auftretenden Korper im
Raum nicht vollstindig frei beweglich. Vielmehr sind die Bewegungen der Korper durch
Gelenke eingeschriinkt. Fiir Korper K kann eine solche Einschrinkung der Freiheitsgrade

2 Aus dem Griechischen kinein fiir bewegen. Davon zu unterscheiden ist Kinematik als Lehre der
Bewegung (ohne Trigheiten).
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Abb. 5.1 Zwangsbindung o .
eines Korpers K im Raum e
durch eine Fiihrungslinie I
Tl aarmnmmeNgmmmmm==g==""
Startpunkt:

=0

\

Fuhrungslinie

20 Korper K

Yo

So

zum Beispiel durch eine Fiihrungslinie erfolgen, auf der der Ursprung von Sj zu liegen
kommen soll. Wie in Abb. 5.1 dargestellt, soll die Fiihrungslinie einen Startpunkt besit-
zen; die zurlickgelegte Linge entlang der Fiihrungslinie werde mit / gemessen. In diesem
Fall konnen die kartesischen Koordinaten #; nicht mehr unabhingig voneinander gewihlt
werden. Eine anschauliche Beschreibung der kartesischen Position des Ursprungs von Sk
erfolgt nun durch Distanz / entlang der Fiihrungslinie, gemessen vom Startpunkt aus. Da
mit / die kartesische Position von K eindeutig festgelegt ist, reduziert sich die Zahl transla-
tiver Freiheitsgrade von drei auf eins. Man spricht von einer Zwangsbindung des Korpers
durch die Fiihrungslinie.

Die Orientierung von K wird durch die Fiihrungslinie jedoch nicht beeinflusst. So
besitzt K weiterhin drei Rotationsfreiheitsgrade und es folgt eine Gesamtzahl von
f =3+ 1 = 4 Freiheitsgraden.

Position und Orientierung eines Manipulators mit einem einzigen Manipulatorsegment
mit Drehgelenk wird durch homogene Transformationsmatrix

. Roi(6) (6

Tor (6)) = |: 0(1)(T 1) 1(1 1) ]

beschrieben. Die einzige unabhingige Koordinate ist in diesem Fall 6}, so dass Freiheits-
grad f = 1 vorliegt.

Man erweitert den Begriff des Freiheitsgrads auf Gelenke: Hierfiir denkt man sich ein
Ende des Gelenks als feststehend. Das andere, in der Regel bewegliche Gelenkende sei
starr mit einem Korper verbunden. Die aus der Beschaffenheit des Gelenks resultieren-
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den Freiheitsgrade des angebundenen Korpers werden dann auch als Freiheitsgrade des
Gelenks bezeichnet.

Mit dieser Definition besitzt das Drehgelenk des obigen einarmigen Manipulators
Freiheitsgrad f = 1. Ohne Gelenk — also frei im Raum — beséiBe das Manipulatorsegment
sechs Freiheitsgrade. Offensichtlich stellt das Drehgelenk fiir den Korper eine Zwangs-
bindung im Raum in » = 6 — 1 = 5 Freiheitsgraden (b wie Bindung) dar. Schrinkt
man von vornherein die Bewegung auf eine Ebene mit maximal drei Freiheitsgraden (2
translative, 1 rotativer) ein, so bindet das Drehgelenk nur » = 3 — 1 = 2 Freiheitsgrade.
Bindungszahl b bezeichnet man in der technischen Mechanik auch als Wertigkeit eines
Gelenks.

Es gibt eine Vielzahl unterschiedlicher Gelenktypen, die sich nach Bewegungsart
(translativ / rotativ) und Zahl der Freiheitsgrade bzw. Bindungen unterscheiden. Die bei
Manipulatoren am héufigsten gebrauchten Gelenke sind in Tabelle 5.1 aufgelistet.

Als Starrkorper-System bezeichnet man ein Mehrkorper-System, das aus einzelnen
Starrkorpern besteht. Ein Starrkorper zeichnet sich dadurch aus, dass jeder Punkt des Kor-
pers bezogen auf das korpereigene Koordinatensystem auf einer konstanten Position liegt.

Tab.5.1 Gelenktypen von Manipulatoren

Name Bewegungs- | Bewegungsart
freiheitsgrade
Drehgelenk f=1 Drehung
Linearfithrung mit Verdrehsicherung f=1 Verschiebung
Linearfithrung ohne Verdrehsicherung f=2 kombinierte Drehung und Verschie-
bung
Kardan- bzw. Kreuzgelenk, siehe Abb. 5.2 | f =2 Drehung in zwei Achsen
Kugelgelenk f=3 Drehung in drei Achsen

Abb. 5.2 Prinzipskizze
zum Aufbau und zur Wir- B e

[
kungsweise eines Kardan- \3{3 J - P
bzw. Kreuzgelenks. Un- \ﬂ.'ﬁh__l ‘
verdndert tibernommen aus
https://upload.wikimedia.
org/wikipedia/commons/2/
2f/Universal_joint.png, er-
stellt von Wikipedia-User
Wapcaplet, freigegeben un-
ter Creative-Commons-Lizenz
3.0 nicht portiert — Weitergabe E— ’f’ S — e
e -

unter gleichen Bedingungen, _ ; S
Link zuletzt iiberpriift am A
21.12.2018
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Die enthaltenen Starrkorper konnen dabei Zwangsbindungen, wie zum Beispiel durch
Gelenke oder Fiihrungslinien bzw. Fiihrungsflichen, unterliegen. Bei den hier betrach-
teten Manipulatoren stellen die Gelenkverbinder die Starrkorper dar; Zwangsbindungen
werden ausschlieBlich von Gelenken eingeprigt.

Die Zahl der Freiheitsgrade eines Starrkorper-Systems bestimmt man, indem man
zunichst das Starrkorper-System ohne jede Zwangsbindung betrachtet. Fiir n Starrkorper
ohne Zwangsbindung folgt daraus im Raum f, = 6n (Index u fiir ungebunden). Ist die
Bewegung von vornherein auf eine Ebene eingeschrinkt, so gilt f, = 3n. Im zweiten
Schritt ermittelt man die Zahl b der Bindungen der Gelenke.

Beispiel 5.1. Freiheitsgrade beim planaren 3-DoF Ellenbogen-Manipulator: Der betrach-
tete Manipulator aus Abb. 5.3 besteht aus n = 3 Starrkorpern. Da die Bewegung nur in
der Ebene zy = O stattfinden kann, folgt im ungebundenen Fall (also ohne Gelenke) die
Zahl der Freiheitsgrade zu

fi=3-3=09.

Index u steht dabei fiir ungebunden. Die drei Rotationsgelenke binden in der Ebene jeweils
zwei Freiheitsgrade, so dass sich eine Gesamtzahl an Bindungen von

b=3-2=6

ergibt. Damit verbleiben fiir die Bewegung in der Ebene noch f = f, =0 =9—-6 =3
Freiheitsgrade.

SO 20

Abb. 5.3 Freiheitsgrade beim planaren 3-DoF Ellenbogen-Manipulator
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Analog kann auch eine Bewegung im Raum betrachtet werden. Damit ligen
fu=3-6=18

Freiheitsgrade fiir das ungebundene Starrkorper-System vor. Die Bindungszahl der Ge-
lenke erhoht sich in diesem Fall auf

b=3.-5=15,

so dass sich wieder f = f, —b = 18 — 15 = 3 Freiheitsgrade fiir den Manipulator
ergeben. <

Zusammengefasst berechnet sich die Zahl f der Freiheitsgrade einer Manipulator-Ki-
nematik mit n-Korpern und b Zwangsbindungen zu

6n — b fiir eine Bewegung im Raum,
f= (5.1)
3n—b fir eine Bewegung in der Ebene.

Dabei miissen folgende Umstéinde beachtet werden:

e Die Zahl der Bindungen wird bei einer Bewegung im Raum aus dem Gelenk-Freiheits-
grad fGelenk durch bgelenk = 6 — fGelenk berechnet. Bei einer Bewegung in der Ebene

gilt hingegen bGetenk = 3 — f Gelenk -

o Bei geschlossenen kinematischen Ketten bzw. geschlossenen Kinematiken (Endeffektor
beidseitig verbunden) ist eine Unterscheidung in die zwei Fille aus (5.1) zwingend
notwendig; bei offenen kinematischen Ketten bzw. offenen Kinematiken (Endeffektor
einseitig verbunden und auf der anderen Seite frei im Raum) nicht.

Dies ermdglicht eine Klassifikation der betrachteten Kinematik in der technischen Mechanik bzw.
Statik, [7, Abschn. 5.1.2] und [26]:

e Im Fall / > 0 kann sich die Kinematik bewegen. Dies bezeichnet man als kinematisch unbe-
stimmt. Fiir die Lagerreaktionskrifte und -momente ergeben sich Losungsvielfalten, so dass man
den Fall auch als statisch unterbestimmt klassifiziert.

e Kinematiken, die keine Bewegung ausfiihren konnen, werden als kinematisch bestimmt bezeich-
net. Eine notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung dafiir ist f = 0. In diesem Fall
lassen sich die Lagerreaktionskrifte und -momente berechnen, so dass die Kinematik zusétzlich
als statisch bestimmt bezeichnet wird.

In einigen Sonderfillen lassen sich trotz f = 0 Bewegungen ausfiihren, siche zum Beispiel [7,
Abb. 5.6d]. Daher sind fiir kinematische Bestimmtheit weitergehende Untersuchungen notwen-
dig.

e ImFall f < 0 kann sich die Kinematik ebenfalls nicht bewegen, so dass sie wieder kinematisch
bestimmt ist. Im Unterschied zu f = 0 lassen sich aber die Lagerreaktionskrifte und -momente
nicht ohne Berticksichtigung von Elastizitdt berechnen. Daher bezeichnet man den Fall f < 0
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als statisch unbestimmt bzw. statisch iiberbestimmt. Im Unterschied zum statisch bestimmten
Fall ergeben sich hier mechanische Verspannungen, die zum Beispiel zu Verbiegungen oder Tor-
sionen fiihren.

Jeder einzelne Korper eines Starrkorper-Systems kann im Raum durch die drei Ko-
ordinaten seiner kartesischen Position zusammen mit drei weiteren Koordinaten seiner
Orientierung (zum Beispiel die drei Euler-Winkel) beschrieben werden. Bei einem Ma-
nipulator bestehen die Starrkérper aus den Manipulator-Segmenten. Ein sechsachsiger
Manipulator wiirde demnach im Raum f, = 6 - 6 = 36 Koordinaten benétigten. Die
Bindungen der sechs Gelenke fiihren aber zu einer bestimmten Abhingigkeit dieser Ko-
ordinaten. Die Zahl dieser Nebenbedingungen ergibt sich aus der Bindungszahl, die bei
einem sechsachsigen Manipulator mit sechs Gelenken b = 6 - 5 = 30 betrigt. Demnach
ergeben sich f = f, —b = 6 Freiheitsgrade. Die Stellung des Manipulators kann
also durch genau sechs voneinander unabhingigen Koordinaten bestimmt werden. Sol-
che Koordinaten miissen inhérent alle Nebenbedingungen erfiillen. Sie stellen dann eine
kleinste Menge an unabhingigen Koordinaten zur Beschreibung der Stellung des Mani-
pulators dar. Diese Minimalzahl entspricht dem Freiheitsgrad des Starrkorper-Systems
bzw. Manipulators. Man bezeichnet diese speziellen Koordinaten als Minimalkoordina-
ten, verallgemeinerte oder generalisierte Koordinaten, [4, 22].

Bei den hier betrachteten Manipulatoren beriicksichtigen die Gelenkvariablen ¢ inhi-
rent alle Zwangsbindungen. Damit handelt es sich bei ¢ um einen Satz generalisierter
Koordinaten.

5.1.2 Lagrangesche Bewegungsgleichungen fiir Systeme aus
Punktmassen

Bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen mittels Freischneiden der Korper und
Aufstellen von Krifte- und Momentengleichgewichten (unter Beriicksichtigung der
d’Almbertschen® Hilfskrifte) sind alle Zwangskrifte und -momente enthalten. Sie
miissen, quasi als Zwischengroflen, mit ausgerechnet werden. In der mechanischen Kon-
struktion konnen diese ZwischengréBen von Interesse sein. So sind zum Beispiel bei der
Dimensionierung der Gelenklagerungen die maximalen Lagerreaktionskrifte und -mo-
mente interessant. Zur Auslegung von Antriebssystemen oder Simulation der Reglergiite
werden diese Zwischengrofien jedoch nicht benotigt.

3 Jean-Baptiste le Rond d’ Alembert: franzosischer Mathematiker, Physiker und Philosoph der Auf-
kldrung, 1717-1783.
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Leitet man die Bewegungsgleichungen von dem sogenannten Prinzip der virtuellen
Arbeit her, so entfillt die Notwendigkeit der Berechnung dieser Zwischengrofien — das
Problem vereinfacht sich stark. Dies geht auf eine Idee von Bernoulli* und d’ Alembert
zuriick.

In der Folge entwickelten Euler’ und Lagrange® daraus ein grundlegendes Prinzip
der Mechanik zur Berechnung der Bewegungsgleichungen, die man als Lagrangesche
Bewegungsgleichungen bezeichnet, [4, S.42]. Dabei werden nur Zwangsbindungen von
Positionen und Orientierungen zugelassen. Die der DH-Konvention zugrunde liegenden
Gelenke vom Typ Drehgelenk und Linearfiihrung (jeweils 1-DoF, das heifit Bewegungs-
freiheitsgrad f = 1) realisieren solche Zwangsbindungen. Man bezeichnet sie als
holonome Zwangsbindungen’. Nicht-holonome Zwangsbindungen schrinken hingegen
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen ein und konnen nicht durch Integration auf
holonome Zwangsbindungen zuriickgefiihrt werden. Daher spricht man auch von nicht-
integrablen Nebenbedingungen. Nicht-holonome Zwangsbindungen treten bei den hier
betrachteten Manipulatoren nicht auf, so dass diese fiir den Rest des Kapitels ausge-
schlossen werden. (Siehe zum Beispiel [4, Abschn. I-3] fiir Beispiele von Systemen mit
nichtholonomen Zwangsbindungen.)

Im Folgenden werden die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen hergeleitet. Dabei
wird weitgehend der Darstellung aus [4, Abschn. I-4] gefolgt und es wird ein System aus
Punktmassen betrachtet. Die hergeleiteten Ergebnisse konnen dann mit Einfiihrung von
Massenschwerpunkt und Massentrigheitsmoment auf ein System ausgedehnter Korper
erweitert werden, siche Abschn. 5.5.

Die auf die Punktmassen wirkenden Krifte lassen sich aufteilen in Zwangskrdfte F,
(Index ,,z* fiir Zwang) und eingepriigte Krifte F. (Index ,.e* fiir eingepridgt). Zwangs-
krifte entstehen zum Beispiel durch innere Bindungen, Lagerungen oder mechanische
Fiihrungen, die sich gegen die Welt abstiitzen. Typische Vertreter eingeprigter Krifte sind
Gravitationskrifte, Antriebskrifte oder auch Federkrifte zwischen Punktmassen.

Allgemein ist der Impuls p eines Korpers definiert als Produkt seiner Masse und Ge-
schwindigkeit. Fiir eine Punktmasse Nr. i ergibt sich also Impuls p; = m;v;. Nach
d’Alembert folgt damit und mit obiger Aufteilung der auf die Masse wirkenden Krifte
Bewegungsgleichung

pi=F,;,+F,; <— F,;,+F,;—p =0,

4 Jacob Bernoulli: schweizer Mathematiker und Physiker, 1645-1705.

5 Leonhard Euler: schweizer Mathematiker und Physiker, 1707-1783.

6 Joseph Louis Lagrange. Entwickelt 1788 den Lagrange-Formalismus fiir die klassische Mechanik.
Italienischer Mathematiker und Astronom, 1736-1813.

7 aus dem Griechischen ganz, vollstindig.
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das heif3t die zeitliche Ableitung des Impulses entspricht der Summe der an Punktmasse
Nr. i angreifenden Kriifte. Daher verschwindet bei jeder virtuellen Verriickung® dx; der
Punktmassen stets die als Skalarprodukt ausgedriickte virtuelle Arbeit

(Foi + F,; — pi)’ dx; = 0. (5.2)
—_————
=0

Unabhingig von (5.2) kann in Richtung von Zwangskriften per Definition keine Bewe-
gung und damit auch keine virtuelle Verriickung stattfinden. Daraus folgt das d’Alem-
bertsche Prinzip : Zwangskrifte leisten keine Arbeit, das heift

FZ’,'T dxi =0. (53)

Daher bezeichnet man Zwangskrifte in der Mechanik auch als verlorene Krdfte. Setzt man
(5.3) in (5.2) ein, so folgt

(Fo; — p))" dx; =0. (5.4)

Wihrend (5.2) wegen F.; + F,; — p; = 0 fiir beliebige virtuelle Verriickungen dx;
erfiillt ist, gilt dies nicht mehr fiir (5.4), da hier F,; — p; nur in Sonderféllen verschwindet.
Des Weiteren konnte nach Hilfssatz 5.1 nur dann auf F.; — p; = 0 geschlossen werden,
wenn dx; # 0 beliebig wihlbar wire. Dies ist jedoch nicht der Fall, da Zwangsbindungen
eingehalten werden miissen.

Hilfssatz 5.1. Sei dx ein beliebiger Vektor aus R¥\{0} und a € R¥, k > 1. Dann gilt:
a’dx =0 < a=0
Beweis Angenommen es gelte
al dx = a, dx; + ap dxp + -+ + ai dxg éo.

Nach Voraussetzung konnen die Komponenten x; beliebig gewéhlt werden, solange sie nicht alle
gleichzeitig verschwinden. Wahlt man x; = x3 = --- = x; = Ound x; # 0, so folgt a; =
0. Mit dem selben Argument kann man begriinden, dass auch die anderen Komponenten von a
verschwinden miissen. Daraus folgta” dx =0 = a = 0.

Der Riickschluss ist trivial: Aus @ = 0 folgta” dx = 07 % = 0. |

Siehe auch Begriindung zu (4.26).

Im Unterschied zu dx; beriicksichtigt die virtuelle Verriickung der generalisierten Koor-
dinaten dq; per Definition alle (holonomen) Zwangsbindungen. Damit sind die Kompo-
nenten dg; unabhingig voneinander und beliebig wihlbar.

8 Wie bereits in Abschn. 4.3.1 erldutert, besteht bei den hier betrachteten Manipulatoren kein Unter-
schied zwischen einer virtuellen Verriickung und einer infinitesimal kleinen Bewegung.
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Sei nun fiir die betrachtete Punktmasse Nr. i ein Satz generalisierter Koordinaten mit

T
‘1i=<611,i Qi le;-.i)

gegeben. Unter der Annahme holonomer Nebenbedingungen lésst sich die Position von
Punktmasse Nr. i damit als (vektorwertige) Funktion x; (g;) der generalisierten Koordina-
ten darstellen. Daraus folgt

_ Ox; 0¢;  Ox; .

Sl 5.5
3q: o1 og, )

X
Da x; eine kartesische Position ist, gilt allgemein x; € R¥. Dabei bewegt sich die Punkt-
masse fiir k = 3 im Raum, & = 2 in der Ebene und k = 1 auf einer Linie. Die Dimension
von ¢; stellt die Zahl f; der Freiheitsgrade von Punktmasse Nr. i dar.

Anmerkung 5.1. Mit Komponentendarstellung x; = (x;; --- x;;)" liefert die parti-
elle Ableitung nach ¢; eine Jacobi-Matrix geméf

3,\',-,1 . 3){1"1
9 9951 4. f;
X; - :
3’:],-: : : c Rk*/i mit f; <k <3,
ql 3,\',-,;{ . 8xi‘k
09i,1 q;. f,

siehe auch die allgemeine Definition einer Jacobi-Matrix in (5.46a).
Im Folgenden ergibt sich jedoch eine etwas einfachere Darstellung, wenn ?T’;{' anstelle

der dazu dquivalenten Jacobi-Matrix J; verwendet wird. O

Des Weiteren erhilt man iiber das totale Differenzial infinitesimalen Zusammenhang

ax,-
dx,- = — dq, . (563)
0q;
In (5.4) eingesetzt ergibt
dx; dx; . 7 Ox; !
(Fe; — pi)" Sl dg; = (Fe.iT Sl —-pi" u ) dg; = 0. (5.7)
' 0g; T Og; dg;
Da dg; inhirent (per Definition) alle (holonomen) Zwangsbindungen erfiillt, kann es be-
liebig variiert werden. Nach Hilfssatz 5.1 muss damit jede Komponente von F,;” 3% —
piT 3% verschwinden, so dass
0x; 0x;
Fom 0= g (5.8)

0q; 3_% '
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Der in der linken Gleichungsseite enthaltene Kraftausdruck wird mit Q; zusammengefasst
gemil
T 8x i T
F.; 30 dg; = Q;" dq; = dW,; . (5.9)
qi

Da Kraft Q; im Kontext einer virtuellen Verriickung generalisierter Koordinaten definiert
ist, bezeichnet man sie als generalisierte Kraft. Sie wird weiter unten zur Aufstellung der
Bewegungsgleichungen bendotigt.

Im Folgenden wird die rechte Seite von (5.8) so umgeformt, dass sie durch diverse
partielle Ableitungen der kinetischen Energie der betrachteten Punktmasse ausgedriickt
werden kann: Hierzu fiihrt der elementare Zusammenhang p; = m; ¥; zunichst zu

PiT 9%; =m; i:iT 9%; .
0q; q;

Nach (5.46b) liefert die Produktregel dafiir
d . ax,- . ax,- . d ax,-
mi dt (x,-T 8q,~) =m & dg; & dt (3611') ’

e 8q, N ldt ! aq, t dt 8q, ’

Da Funktion x; (g;) stetig-differenzierbar ist, darf die Reihenfolge der Differenziation im
letzten Term vertauscht werden:

ax; d 0x; 0 0x;
e e T2 e T 22
MY e T (x’ aqi) MY 5, ( ar)

d . T 8xi . T 8x, (5 10)
=m; — | X" — | —m; x;" —. .
! dt ! aq, r aq,
Mit
ax;  Ox;
0q; g,
aus (5.5) folgt aus (5.10) weiter
0x; d 0x; 0x;
mET =S (m,- xi’ ’f’) —my T (5.11)
dg;  dt 0q; 0q;

Die darin enthaltenen Ausdriicke lassen sich mit Hilfe der Kettenregel der Differenzial-
rechnung durch eine partielle Ableitung der kinetischen Energie
T

1
T, = —m; %" x;
2
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der betrachteten Punktmasse ausdriicken. Um dies einzusehen, wird ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit x;,q; € R* angenommen und damit der erste Term der linken Seite
von (5.11) ohne die zeitliche Ableitung elementweise dargestellt:

0xi1  0xi1  0Xia
dgin d4i2  04i3
0Xjp  O0%ip  O%ip
dgin  0gin  04i3
0xj3 0%z %3
dgin  0gin  04i3

mi X' o= =m (J'Ci.l Xi2 561',3)

. ek, . Btia . B%ia | . Bk, . Qe | . ks
= ( Xidgge FXi2gg, T Xiamg, N, T Xiamg, T X,

0% 1 Xio 0xXi3

. . 0 .
Nidags T Xiaggy t Xisag, )

_m 912 9407 + d%i3% | 9% 9% 0° d%i3%
04i 1 9qi 1 9qi 1 04i 2 04i 2 9qi 2

T T
Bia® | Bha® | dua ) _ i(l T) _ (9%
94; 3 + 94; 3 + 94i 3 ) - (8q’i 2ml Xio Xi - 8(1,- ’

Analog ldsst sich auch der zweite Term auf der rechten Seite von (5.11) als partielle Ab-
leitung der kinetischen Energie darstellen. Damit folgt zusammengefasst

L ox; d T\ 9T\"
mxi —=—|—] —(— ] .
U 0g;  de\9g; q;
Setzt man dies zusammen mit (5.9) in (5.8) ein und transponiert beide Seiten der Glei-
chung, so erhilt man schlielich

d (9T, oT;
d _%i g, 5.12
dt (3‘?1‘) 0q; Q 612

Oben eingefiihrte generalisierte Kraft Q; ldsst sich in konservative Q;; und nichtkon-
servative Krifte Q) aufteilen. Das Besondere an konservativen Kriften ist, dass sie

sich als Gradient einer potentiellen Energie bzw. einer Potentialfunktion V; (¢;) darstellen
lassen:

Qix = —gﬁ. (5.13)
qi
Dabei ist fiir potentielle Energie V; folgende Vorzeichenkonvention vereinbart: V; > 0,
wenn sich die potentielle Energie des Massenelements gegeniiber einem Nullniveau er-
hoht. Wo dieses Nullniveau liegt, ist egal, da es im Gradienten von V; als konstanter Offset
herausfillt.
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Konservative Krifte bewirken Arbeit, die im System ,konserviert ist, das heil3t
erhalten bleibt. Im Kontext der Robotik sind dies typischerweise Gravitationskrifte
und Federkrifte. Nichtkonservative Krifte bewirken hingegen Arbeit, die dem System
verlorengeht oder die dem System von extern zugefiihrt wird. Beispiele hierfiir sind Rei-
bungskrifte (Energie wird iiber Thermik nach extern dissipiert) und Gelenkantriebskrifte
(Energie wird dem System von extern hinzugefiigt).

Setzt man (5.13) in (5.12) ein, so ergibt sich

d (0T; aT; IV ‘0
dc\og ) aq — ag ™
d (T 0T v _d (0T _aTi-V) _
de\dg; ) dg 9, dt\dg o
Mit Definition der Lagrange-Funktion
Li=T, -V (5.14)
folgt wegen g% = 0 schlieBlich die Lagrangesche Bewegungsgleichung
d (dL; aL; 0 (5.15)
dt aq, aq, - fk - '
Die darin enthaltenen Energiegréfen lassen sich von Punktmassen auf ausgedehnte Kor-
per erweitern, so dass (5.15) ebenfalls fiir ausgedehnte Korperi € {1,--- ,n} anwendbar

ist, siehe (5.39), [4, Kap. V], und [22, Abschn. 1.8.2]. Dabei erhoht sich die maximale
Dimension der generalisierten Koordinate ¢; von drei auf sechs, da zu den drei karte-
sischen Positionskoordinaten jedes Korpers noch dessen drei Orientierungskoordinaten
hinzukommen. Fiir jeden Korper liefert (5.14) so eine von insgesamt n Zeilen des Bewe-
gungs-Differenzialgleichungssystems.

Beispiel 5.2. Manipulator mit einem Drehgelenk: Der Manipulator aus Abb. 5.4 besitze
nur ein einzelnes Drehgelenk und Freiheitsgrad f = 1. Das Manipulatorsegment be-
stehe aus einem Stab der Linge / mit symmetrisch angeordnetem Schwerpunkt wie in
Abb. 5.4 skizziert. Masse m sei homogen iiber den Korper verteilt. Gegeben sei weiterhin
Massentragheitsmoment [, beziiglich einer Drehung um z, durch den Schwerpunkt. Die
Bedeutung und Herleitung dieses Massentriagheitsmoments sowie der Rotationsenergie
eines Korpers werden im folgenden Abschn. 5.2 noch eingehend behandelt.

Als generalisierte Koordinate wird Gelenkwinkel 6 gewihlt. Die Drehbewegung des
Manipulatorsegments kann in eine Rotationsbewegung des Korpers um seinen Schwer-
punkt und eine Translationsbewegung des Schwerpunkts selbst aufgeteilt werden. Analog
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Abb. 5.4 Manipulator mit
einem Drehgelenk aus Bei-
spiel 5.2. go bezeichnet den S
Vektor der Erdbeschleunigung, 0
v den Bahngeschwindigkeits-
vektor

Schwerpunkt

setzt sich die kinetische Energie des Manipulatorsegments aus einem Rotationsanteil und
einem Translationsanteil zusammen:

1 1 (1.
Tians = =M v> = —m(— 0)

2 2 2
1 .
Trol:_lze2
2
. 1 IN?N -,
= T(e):Ttrans"‘Trol:E I, +m E %
—_—

Die potentielle Energie folgt aus der Hohe des Schwerpunkts. Als (fiir die Dynamik uner-
heblicher) Bezugspunkt IV = 0 wird die anschaulich interpretierbare Position bei 6 = 0
(horizontale Position) gewihlt. Damit erhidlt man

/
V() =—mg 3 sin 6
und zusammen mit obiger kinetischer Energie Lagrange-Funktion
. . I, . [ .
L(0,0)=T(@0O)—-V(®) = 519 +mg0§sm0.

Mit Hilfe der partiellen Ableitungen

ALO.9) _ ;4 d3L®.9) _ 5
96 dt 90
aL®.o) _ L 4
P A
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ergibt sich dann die Lagrangesche Bewegungsgleichung
. i
I@—mgozcose =0.

Plausibilitits-Check: Fiir 8 = 0 ist der Arm horizontal ausgerichtet. Aus der Bewegungs-
gleichung folgt dafiir

. i
I@zmgoi.

Dies bedeutet, dass die Gewichtskraft mit maximalem Hebelarm als Beschleunigungskraft
wirkt. <

5.2 Kinetische Energie

Ein wesentlicher Bestandteil der Lagrange-Funktion besteht in der kinetischen Energie der
Segmente des Manipulators. Die Formulierung entsprechender Energiefunktionen mit den
Methoden der linearen Algebra erfordert erweiterte Kenntnisse und Elemente der Mecha-
nik wie zum Beispiel beziiglich Massentrigheitstensoren. Daher widmet sich vorliegender
Abschnitt ausfiihrlich diesem Thema.

5.2.1 Massentragheitsmomente und kinetische Energie
eines Starrkorpers

Energie, die ein Korper durch seine Bewegung, genauer gesagt durch seine Geschwindig-
keit, relativ zu einem ruhenden Bezugssystem besitzt, wird kinetische Energie genannt.
Diese kann in zwei Anteile aufgeteilt werden:

A: Kinetische Energie durch Linearbewegung des Massenschwerpunkts
B: Kinetische Energie durch Rotationsbewegung des Korpers um den Massenschwer-
punkt (kurz Schwerpunkt)

Um dies zu zeigen, wird in einem Gedankenexperimemt der Korper in unendlich vie-
T
le infinitesimal kleine Punktmassen dm; mit zugehoriger Position x; = (x,- Vi Zi)

zerlegt. Damit folgt die Gesamtmasse zur unendlichen Summe”’

n
m = lim E dm; .
Vl—)OO‘

? Die unendliche Summe wird spiter durch ein Volumenintegral ausgedriickt. An vorliegender Stelle
ist die Summen-Darstellung aber anschaulicher.
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Im Folgenden wird Abkiirzung

n
lim —
Jim >~
i=1 i
verwendet. Die Schwerpunktkoordinaten ergeben sich damit zu

Z-dl’)’li Xi
1 ! 1
Xsp = % Zi dl’)’li il = % de, X;. (516)
Zi di’l’li Zj !

Seien A und B zwei beliebige Punkte des Korpers. Wie bereits in Abschn. 4.2.1 erldutert,
ergibt sich die Geschwindigkeit von B als Summe der Geschwindigkeit von A und der
Bahngeschwindigkeit von B bei Rotation um A gemif (4.3).

Damit besitzt Punktmasse dm g in Punkt B die infinitesimal kleine kinetische Energie

dTs = meB (v +vp,” +vp.7) = %de v vg.
Aus (4.3) folgt weiter
dTp = d% (va+ @ xrap)" (V4 +© X rsp)
_ de H"AHZ + =2 de Hw X Fag H +dmpvs” (@ X rap) . (5.17)

Wihlt man nun als Bezugspunkt A den Schwerpunkt SP des Korpers, so gilt fiir den
Verbindungsvektor

¥qap = Xp — Xgsp.

Damit ergibt sich der dritte Summand aus obigem Energieterm (5.17) zu

de IJSPT (w X (xB —xsp)) = de IJSPT (w XXp—wX xsp) . (518)

Die gesamte kinetische Energie des Korpers berechnet sich durch Summation der ki-
netischen Energie aller Punktmassen des Korpers. Fiir Anteil (5.18) dieser kinetischen
Gesamtenergie folgt so

E dm,- USPT (w XX —® X xsp)
i

=-m ‘DspT ((0 X xSp) + dei vspT (co X xi)

i

= —vSpT (co X mxsp) + USPT (w X dei xi) =0,

i
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wobei nach Definition (5.16) des Schwerpunkts Beziehung m xsp = >, dm; x; heran
gezogen wurde. Daher ergibt sich die gesamte kinetische Energie aus den beiden verblei-
benden ersten beiden Termen von (5.17) zu

2 1 2

2]
- ool <} R foxrn

di’l’li
2

2
e +

‘w X Fsp;
(5.19)

Der erste Summand in (5.19) stellt die kinetische Energie des Massenschwerpunkts dar
(obiger Aufzédhlungspunkt A), der zweite Summand die kinetische Energie der Rotation
des Korpers um den Schwerpunkt mit Drehgeschwindigkeitsvektor @ (obiger Aufzéh-
lungspunkt B).

Beispiel 5.3. Drehbewegung eines Quaders um eine Stirnseite: Der Quader aus Abb. 5.5
soll sich um die zp-Achse um Winkel 6 mit Winkelgeschwindigkeit 6 drehen. Der
Schwerpunkt bewege sich dabei auf der dargestellten Kreisbahn mit Bahngeschwindig-
keit ||vsp| = ‘9‘ % Die Rotationsbewegung des Korpers wird dabei durch eine Drehung
um Achse zgp durch den Schwerpunkt beriicksichtigt. <

Im Folgenden soll der in (5.19) enthaltene Anteil der kinetischen Energie aus der
Drehbewegung des Korpers um seinen Schwerpunkt genauer betrachtet werden. In
den Schwerpunkt des Korpers werde ein korperfestes Koordinatensystem Ssp gelegt.

Kreisbahn des
Schwerpunkts

Schwerpunkt

Abb. 5.5 Aufteilung der Bewegung eines quaderférmigen Korpers in eine Bewegung des Schwer-
punkts auf einer Kreisbahn und eine Drehung des Korpers um seinen Schwerpunkt. Zusitzlich
dargestellt ist ein korperfestes Koordinatensystem Ssp im Ursprung des Korpers. Dabei ist die Ori-
entierung von Ssp so gewihlt, dass die Rotationsbewegung des Korpers um seinen Schwerpunkt um
die zgp-Achse erfolgt
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SP

i

Ein Massenelement dm; befindet sich damit in Schwerpunktkoordinaten bei x
(x3P ysP zl.SP)T. Zunichst werde der einfachere Spezialfall betrachtet, dass sich der
Korper nur um die zgp-Achse drehe, dass also Drehgeschwindigkeitsvektor @ in Sgp-
Koordinaten nur eine z-Komponente aufweise, siehe Abb. 5.5 fiir einen solchen Fall.

Massenelement d m; dreht sich dann mit Abstand bzw. Radius

rove = &)+ OF)

um die Drehachse (zgp-Achse) mit Winkelgeschwindigkeit § = ||w||. Die Bahngeschwin-
digkeit des Massenelements ergibt sich damit zu v; = rgp; 6. Daraus folgt fiir die be-
trachtete infinitesimal kleine Punktmesse der rotatorischer Anteil der kinetischen Energie
zu

1 1 .
AT} o = Edmi v’ = ) dm; (rSPi 9)2-

Die Summe iiber alle Massenelemente liefert dann die gesamte kinetische Energie aus
Rotation zu

Tiot = ZdTi,rol = Z % dm; ("sm 9)2 = %92 dei rSPiz-

i

Fiir den Korper wird eine homogene Massenverteilung angenommen, das hei3t Dichte
pi = (éivf (dV;: Volumen von Massenelement dm;) aller Massenelemente soll gleich p

sein. Daraus folgt dm; = p dV; und damit weiter
1.
T =5 6% p Xijrspﬂdv,- . (5.20)

Dies lésst sich mit Hilfe eines Volumenintegrals darstellen geméaf

1.
Tt = 592 p//[rz av

W)
| S —

IZSP

mit r als Abstand des Volumenelements dV zur Drehachse (zgp-Achse). Man bezeich-
net dieses Integral inklusiv Dichte p als Massentrdgheitsmoment (kurz: Trigheitsmoment)
I, beziiglich Drehachse zgp. Die Einheit des Massentrigheitsmoments ist damit kg m?.
So lasst sich die kinetische Energie der Drehbewegung um die zgp-Achse in der kompak-
ten Form

1.
Trot:_ezl
2

Zsp

(5.21)
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darstellen. Im Folgenden wird zur Vereinfachung der Schreibweise das hochgestellte
SP zur Kennzeichnung des beschreibenden Koordinatensystems weggelassen, wenn eine
Unterscheidung zur Darstellung im Weltkoordinatensystem aus dem Kontext hervor geht.

Beispiel 5.4. Fortsetzung von Beispiel 5.3: Das Abstandsquadrat des Volumenelements
zur Drehachse (zgp-Achse) berechnet sich zu 12 = x? + yz. Damit ergibt sich das Mas-

sentragheitsmoment beziiglich der zgp-Achse zu

Ly = ,0/// (x*+ %) av

")

Mit oberer und unterer Begrenzungsflidche z, = ’2, Zy = —% sowie den x- und y-Grenzen

Yo = 2, Yh = h , X| = l , X = é folgt Volumen

v={wra| =3 A= A=)

Da es sich um einen quaderférmigen Korper handelt, ist ein kartesisches Volumenelement
dV = dx dy dz sinnvoll. Da die Volumengrenzen voneinander unabhiingig sind, ist die
Berechnung des Volumenintegrals vergleichsweise einfach:

12 b2 h/2

Ly, =0p / / / (x* +y%) dz dy dx
x=—(1/2) y==(b/2) z=—(h/2)
12 b/2

=ph / / (x* +y%) dy dx
x=—(1/2) y==(b/2)

1/2 b2 1/2 \

- 2 Y _ b
=ph / [x y+—:| dx =ph / (x b+ )dx
- 31l en - 12

x=—(1/2) x=—(1/2)
X3 x=l/2 I3 b3 5 5
P [ +x12} P (12 + 12) 2 ()

Oft wird das Massentragheitsmoment in Abhédngigkeit der Korpermasse m dargestellt, da
man damit zu einer kompakteren Form gelangt:

m ,oV
s = v (> +p%) = 2(12+b2)
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Die kinetische Energie des Quaders bei Rotation um den eigenen Schwerpunkt betrigt
damit
1. m 6>
T ==0? Ly = —— (I*+5b?) .
0= Ol = Sy (P4 0)

Nun wird die Rotation des Quaders um die zy-Achse betrachtet. Damit muss zusétzlich
zur Rotation noch die translatorische Bewegung des Schwerpunkts beriicksichtigt werden.
Dieser bewegt sich auf der in Abb. 5.5 dargestellten Kreisbahn mit Radius //2 und besitzt
so kinetische Energie

1 2., mé?
Tp = ~m—6> = — I,
=My 8
Zusammen ergibt sich also bei Rotation um die zy-Achse kinetische Energie

m 6?2 1., m
—1225925 (4[2+b2) .
[ —

IZ()

m §?
T =T+ Ty =" ("+0°) +

Daraus kann man fiir die Drehung um z, Massentrigheitsmoment /. ablesen.

Man erkennt, dass man den Anteil Tsp der kinetischen Energie T alternativ auch durch
einen additiven Zusatz des Massentrigheitsmoments beriicksichtigen kann. Diesen Zusatz
bezeichnet man als Steiner-Anteil, siehe auch Aufgabe 5.2. Mit Abstand d der Drehachse
vom Schwerpunkt berechnet sich der Steiner-Anteil zu m d?. Dies liefert im vorliegenden
Beispiel:

N> m I m
IZ():IZSP+m(_) :E(lz+b2)+mzzﬁ(4lz+b2).
Steiner-Anteil

Im Kontext der Berechnung der Dynamik von Manipulatoren wird der Steiner-Anteil
jedoch nicht verwendet, da dies bei komplizierteren Kinematiken zu aufwendig und damit
zu fehleranfillig wire. <

Dreht sich der Korper nur um eine der Koordinatenachsen, so ist das Abstandsquadrat
2 im Integral des Massentriigheitsmoments einfach aufzustellen:

e Drehung um die z-Achse (siehe auch Beispiel 5.4):

r2=xz+y2 - IZ=pff/(x2+y2) dVv

")
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e Drehung um die y-Achse:

rr=x+722 = Iy=p//[(x2+22) dv

V)

e Drehung um die x-Achse:

rr=y'4+z7 = Ixz,o[//(yz—l—zz) dv

W)

Man spricht dabei von axialen Massentrigheitsmomenten. Bei einer Drehung um eine
beliebig orientierte Drehachse sind die Abstandsquadrate im Integrand jedoch mathema-
tisch aufwendig, so dass man auf eine andere Darstellungsform der kinetischen Energie
iibergeht: Mittels Kreuzprodukt und Drehimpuls zeigt man leicht, dass sich die kinetische
Energie bei einer Drehbewegung als quadratische Form

Trot = a)T ia) (5.22)

N =

darstellen ldsst, siehe zum Beispiel [4, Abschn. V-5-3]. Dabei stellt @ den Drehgeschwin-
digkeitsvektor dar. Matrix I ist symmetrisch und wird als Tensor der Massentrigheitsmo-
mente oder kurz als Trdgheitstensor bezeichnet.

Anmerkung 5.2. Allgemein stellt ein Tensor einen koordinatenunabhingigen Rechen-
operator dar. Er wird zum Beispiel in der Differenzialgeometrie und theoretischen Physik
(insbesondere in der allgemeinen Relativititstheorie) verwendet, um komplizierte Zu-
sammenhinge durch koordinatenunabhéngige Darstellung vergleichsweise einfach und
tibersichtlich formulieren zu konnen. Der Nachteil darin besteht in einem hohen Abstrak-
tionsgrad.

Der hier betrachtete Tensor der Massentrigheitsmomente ldsst sich als Matrix dar-
stellen, deren Elemente vom jeweils zugrunde liegenden Koordinatensystem abhingen.
Genau genommen ist damit I aus (5.22) eine Matrixdarstellung des Massentrigheitsten-
sors in Schwerpunkt-Koordinaten. Zur Kennzeichnung des zugrunde liegenden Koordi-
natensystems wird in Abschn. 5.2.2 ein entsprechender Index eingefiihrt. Damit ist — im
vorliegenden Fall — eine Unterscheidung zwischen Matrix und Tensor der Massentréag-
heitsmomente aus rechentechnischer Sicht nicht notwendig und auch nicht praktikabel.
Aus diesem Grund verwendet man anstelle von ,,koordinatensystemabhéngige Matrix-
Darstellung eines Massentrigheitstensors® kurz den Begriff ,,Massentrigheitstensor* bzw.
noch kiirzer ,, Triagheitstensor*. Besonders interessierte Leser finden weiterfiihrende Lite-
ratur zum Beispiel in [4] und [21]. O
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Vergleicht man (5.21) mit (5.22), so folgt unmittelbar: Bei einer Drehung um die x-
Achse geht nur das 11-Element von / in die Berechnung der kinetischen Energie ein:

Wx

~ 1
Ta=3 (0 0 0)T[0]|=Z0 = 1=1.

N =

Die Diagonalelemente von J sind daher durch die axialen Trigheitsmomente /,, I, und
I, gegeben. Man nennt die Nichtdiagonalelemente Deviationsmomente oder auch Zentri-
fugalmomente. Hier kennzeichnen die Indizes den zugehorigen Integranden:

G2+ v —[f[xy dV —[[[xz dV

V) V) W)

) ) I, Ixy I,

f=p| —Mxydv  [JG>+z5)dVv —[fyzdV || [ |
(2] V) V) I—’fy Iy vz

Xz vz z

—[[[xz av —[l[yz dV N[ (x* + y*») av

) ) )

Beispiel 5.5. Fortsetzung von Beispiel 5.3: Da die Drehung um die zgp-Achse erfolgt, ist

. T
der Drehgeschwindigkeitsvektor durch @ = 6 (0 0 1) gegeben. Damit folgt nach
(5.22) die kinetische Energie zu

Ix Ixy Ixz 0
1 ;- 1., .,
Tw=z0"To=20(0 0 1)|L, 1, I.||0|=50L.
2 2 2
IYZ Iyz Iz 1
Fiir die restlichen axialen Massentrigheitsmomente ergibt sich I, = {5 (b2 + hz) und

I, = % (h? + I?). Deviationsmomente verschwinden hingegen:

12 b/2 k)2

/ / [ xy dz dy dx
=(1/2) =(b/2) z==(h/2)
/2 b2

Iy,

b2 12

1
2
hxydydx=h[x[y—:| dx =nh [0dx=0
2 1w
0 —=(/2)

—(1/2) =(b/2)
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12 b2 h)2
I, = / / [ xz dz dy dx
—(/2) =(b/2) z==(h/2)

/2 b2 2 /2 b2
:/ /x|:—:| dydx:/ [Odydsz
2 ).
z=—(h/2)
—(1/2) —(b/2) —(1/2) —(b/2)
/2 b/2  h/2
I, = / / [ yz dz dy dx
—(1/2) =(b/2) z=—(h/2)
/2 b2 a2 /2 b2
= /y[—:| dydx:/ deydsz
2 ).
2=—(h/2)
—(1/2) —(b/2) —(1/2) —(b/2)
Damit folgt Massentrigheitstensor
" b> + h? 0 0
I'=3 0 h? + 12 0 : (5.23)
0 0 b*41?

Es ldsst sich fiir jeden Ursprungspunkt eines korperfesten Koordinatensystems im-
mer eine Ausrichtung finden, in der alle Zentrifugalmomente des Trédgheitstensors
verschwinden, siche zum Beispiel [4, Abschn. 5-4]. Man bezeichnet ein solches Ko-
ordinatensystem als Hauptachsenkoordinatensystem, kurz als Hauptachsensystem. In
diesem Fall nimmt der Trigheitstensor also Diagonalform an. Die Diagonalelemente
(axiale Massentriagheitsmomente) werden als Haupttrigheitsmomente bezeichnet. Die
Methode der Hauptachsentransformation liefert mit Hilfe von Eigenwerten und zugeho-
rigen Eigenvektoren von I die Koordinatentransformation auf Hauptachsen, siehe zum
Beispiel [20, Abschn. 6.7.2]. fiir eine libersichtliche mathematische Beschreibung der
Hauptachsentransformation.

Da Manipulatorsegmente typischerweise in einem CAD-System konstruiert werden,
konnen Trigheitstensoren in einem korperfesten Koordinatensystem numerisch per FEM-
Berechnung ermittelt werden. In frithen Entwicklungsphasen von Manipulatoren stehen
solche Daten jedoch nicht zur Verfiigung. In diesen Fillen setzt man die Manipulator-
segmente ndherungsweise durch Standardkorper zusammen. Fiir diese Standardkorper
existieren Tabellen der Tréagheitstensoren in Hauptachsen, siehe zum Beispiel [1, 5. Ab-
schnitt Mechanik, Tafel 3a] fiir eine umfangreiche Tabelle.
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Anmerkung 5.3. zur Auswuchtung bzw. Unwucht eines Korpers. Liegt der Ursprung des
Hauptachsensystems des Trigheitstensors im Schwerpunkt, so bedeutet dies praktisch:
Dreht man um eine Koordinatenachse mit konstanter Drehgeschwindigkeit, so treten in
der Lagerung der zugehorigen Drehachse keine Lagerkrifte und -momente auf. Damit
liegt keine Unwucht vor, bzw. der Korper ist bezogen auf die Drehachse ausgewuchtet'?,
siehe zum Beispiel [8, Abschn. 2.9.5]. (I

Anmerkung 5.4. zur Lage der Hauptachsen, wobei immer eine homogene Massenvertei-
lung angenommen wird:

e Bei symmetrischen Korpern ergeben sich Hauptachsen aus den Schnittgeraden der
Symmetrieebenen.

e Bei rotationssymmetrischen Korpern ergeben sich Hauptachsen aus der Rotations-
achse sowie zwei dazu senkrechte Achsen, [6, Abschn. 3.4.2]. O

Beispiel 5.6. Haupttrigheitsmomente beziiglich des Schwerpunkts eines Stabs sowie
eines sogenannten langen diinnen Stabs: Es wird ein Stab mit Radius R, Linge L, Dichte
p und homogener Massenverteilung betrachtet, siche Abb. 5.6. Gesucht ist der Trigheits-
tensor im Schwerpunkt in Hauptachsen. Da es sich um einen rotationssymmetrischen
Korper handelt, ergeben sich die Hauptachsen aus der Rotationsachse des Stabs und bei-
den dazu senkrecht stehenden Achsen durch den Schwerpunkt. Dieser K&rpertyp wird
spéter in Beispiel 5.8 als Manipulatorsegment verwendet. Die nach Abb. 5.6 gewihlte
Orientierung des Hauptachsensystems Sy reduziert den Berechnungsaufwand der Dyna-
mik fiir den 2-DoF Ellenbogen-Manipulator, da damit Sy und das jeweilige korpereigene
Koordinatensystem gleich orientiert sind.

Abb. 5.6 Hauptachsensystem
eines Stabs beziiglich seines
Schwerpunkts

10 Man unterscheidet dynamische und statische Auswuchtung. Im ersten Fall muss das Hauptachsen-
system nicht im Schwerpunkt liegen. Im Lager treten keine Reaktionsmomente auf, jedoch entstehen
durch die Schwerpunktbewegung im Lager Reaktionskrifte. Diese verschwinden, wenn das Haupt-
achsensystem im Schwerpunkt liegt. In diesem Fall ist der Korper auch statisch ausgewuchtet.
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Das Haupttrigheitsmoment bei Rotation um die x -Achse berechnet man am einfachs-
ten in Zylinder-Koordinaten mit Volumenelement dV = dA dz = r dr dp dz und
Integrand r2, siche Abb. 5.7. Damit folgt

L/2 27 R
Iy, =p / [ [rrdr dop | dz
z=—(L/2) \¢=0 \r=0
L/2 2
R* R*
=p T dz=p 7 2 L
z=—(L/2) \¢=0

Mit homogener Dichte p = /v = m/(z r? L) ergibt sich schlieBlich

~
|
[\S)
B
~

T A RL 4 T2
Zur Berechnung des Haupttriagheitsmoments bei Rotation um die y-Achse eignen sich
kartesische Koordinaten mit Integrationsbereich

ey | bl < VE=F A pl <R AW <5
Damit folgt unter Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften
R VRZ=ZZ L/2
I, =8p [ (x* +z%) dx dy dz
z=0 y=0 x=0
R R2-72
L 2
=8p — (L*+122%) dy dz
24
z=0 y=0
. R
= ’OT / (L> +122%) VR =22 dz.

Il
<}

z

Dieses letzte Integral ist kein Standardintegral. Mittels Integraltabellen (zum Beispiel [5,
S. 163, Integral-Nr. 147 und Nr. 149]) oder einem Formelmanipulationsprogramm erhlt
man
m L R*(L* 4 3R?)
I, =p 2 .

Mit dem Ausdruck der Dichte p von oben folgt schlielich

;o_m n L R*(L*+3R?)
H T g R2L 12 12(

L*+3R%).
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Abb. 5.7 Skizze zur YH

Berechnung von /, mit

Zylinderkoordinaten. Das \/ ,

Flichenelement ist durch W de

dA = r deg dr gegeben dA = 7 dep dr

Fiir einen langen diinnen Stab nimmt man Niherung L > R an, so dass

mL?
b >3

Aus Symmetriegriinden ergibt sich weiter /,,, = I, und damit im Hauptachsensystem
niherungsweise

I= T Diag(6R*, L*+3R*, L’ +3R%) ~ ZDiag (6K, L2, L%) . <

In frithen Entwicklungsphasen von Manipulatoren existieren noch keine Konstruktio-
nen der mechanischen Komponenten. Um trotzdem dynamische Simulationen durchfiih-
ren zu konnen, werden einfache geometrische Formen angenommen, wie beispielsweise
diinnwandige Hohlzylinder, lange diinne Stibe oder Hohlquader fiir Gelenkverbinder und
Kugeln fiir Gelenke. Zugehorige Tréigheitstensoren solcher Standardkorper konnen aus
Tabellen entnommen werden. Existieren hingegen CAD-Konstruktionen der Manipulator-
segmente, so konnen die zugehorigen Trigheitstensoren vom CAD-System mittels FEM
automatisiert berechnet werden.

5.2.2 Kinetische Energie des Manipulators

Zur Berechnung der Bewegungsgleichungen eines Manipulators mit dem Lagrange-For-
malismus wird unter anderem die gesamte kinetische Energie benotigt. Diese ergibt sich
aus der kinetischen Energie der n einzelnen Manipulatorsegmente zu

i=1
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Die in (5.19) dargestellte Trennung der kinetischen Energie eines Korpers in seine kineti-
sche Energie der Rotationsbewegung um den Schwerpunkt sowie der Schwerpunktbewe-
gung selbst liefert

1 1 -
T, = 5 mi v?T v+ 3 w?T I’ (5.24)

mit

° v? als Vektor der Schwerpunktgeschwindigkeit von Korper i, dargestellt in Weltkoor-
dinaten,

e ! als Drehgeschwindigkeitsvektor der Rotationsbewegung von Korper i, dargestellt
und gemessen in Weltkoordinaten und

° fio als Tréagheitstensor von Korper i im korpereigenen Schwerpunkt mit Bezugskoor-
dinatensystem Sy, siehe hierzu auch die folgenden Definitionen und Notationen.

Definitionen und Notation Bislang wurde nur die kinetische Energie einzelner Korper
betrachtet. Dabei wurde Trigheitstensor I stets in einem Koordinatensystem berechnet,
dessen Ursprung im Schwerpunkt des Korpers lag und dessen Orientierung mit dem Welt-
koordinatensystem tibereinstimmte. Um diese Zuordnung von Ursprung und Orientierung
flexibel zu halten, werden Definitionen eingefiihrt:

Trdgheitstensor Der Trigheitstensor eines Korpers hiangt vom Koordinatensystem ab, in
dem die Volumenintegrale durchgefiihrt sind. Dieses Koordinatensystem wird fiir
den Trigheitstensor als Bezugskoordinatensystem bezeichnet.

Zur Spezifikation des Bezugskoordinatensystems gibt man seinen Ursprung ge-
trennt von seiner Orientierung an. Dies liegt daran, dass die Orientierung oft mit
einem Koordinatensystem iibereinstimmen soll, das auBBerhalb des Korpers liegt,
wihrend der Ursprung im Schwerpunkt liegen soll.

Im gesamten Rest des vorliegenden Kapitels soll der Ursprung des Bezugsko-
ordinatensystems stets im Schwerpunkt des zugehorigen Korpers liegen. Damit
kennzeichnet bei fi” der tiefgestellte Index 7, dass es sich um einen Trigheitstensor
fiir Korper i handelt, mit Ursprung des Bezugskoordinatensystems im zugehorigen
Schwerpunkt.

Der hochgestellte Index v kennzeichnet, dass die Orientierung des Bezugskoordi-
natensystems mit S, iibereinstimmen soll. Spricht man vom Bezugskoordinaten-
system des Trigheitstensors, ist also nur die Orientierung des Bezugskoordinaten-
systems gemeint, nicht dessen Ursprung. Darin besteht eine gewisse Verwechs-
lungsgefahr.

Als Kurzform fiir Trdgheitstensor mit S, als Bezugskoordinatensystem verwendet
man synonym auch Trigheitstensor in S,-Koordinaten.

Im vorliegenden Fall von fio soll damit die Orientierung des Bezugskoordinaten-
systems mit der Orientierung des Weltkoordinatensystems iibereinstimmen. Die
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Kurzform dafiir wire: fio liegt in Sy-Koordinaten vor. Der Ursprung des Bezugsko-
ordinatensystems soll — wie immer — im Schwerpunkt des zugehdrigen Korpers i
liegen.

Messkoordinatensystem einer Geschwindigkeit  Das Bezugskoordinatensystem der Ge-
schwindigkeit wird hier als Messkoordinatensystem definiert. So sind beispiels-
weise v und @! in Weltkoordinaten gemessen und dargestellt.

Zur Umrechnung des Bezugskoordinatensystems von Tréigheitstensoren wird bei
Drehgeschwindigkeitsvektoren eine Unterscheidung zwischen Messkoordinaten-
system und darstellendem Koordinatensystem durchgefiihrt. Dies ist etwas ge-
wohnungsbediirftig, da bislang Geschwindigkeiten im selben Koordinatensystem
gemessen und dargestellt wurden.

Ein zusitzlicher tiefgestellter Index vor der Korperbezeichnung soll im Folgenden
das zugrunde liegende Messkoordinatensystem ausweisen. Dieses Konzept wurde
bereits in Abschn. 4.2.1 in (4.1) zur Kennzeichnung der Relativgeschwindigkeit
v4p von Punkt B bezogen auf Punkt A verwendet. So bezeichnet beispielswei-
se w;; Drehgeschwindigkeitsvektor von Korper i, gemessen in S,-Koordinaten
(Relativdrehgeschwindigkeit von Korper i bezogen auf S,), dargestellt in S,-
Koordinaten.

Da die Geschwindigkeit eines Korpers vom Messkoordinatensystem abhéngt,
gilt dies auch fiir die damit berechnete kinetische Energie. Daher wird, analog
zur Drehgeschwindigkeit, auch fiir die kinetische Energie das zugrunde liegende
Messkoordinatensystem im tiefgestellten Index gekennzeichnet. Beispielsweise
bezeichnet 7,,; die kinetische Energie von Korper i, gemessen in S,,-Koordinaten.
Bei fehlender Angabe des Messkoordinatensystems beim Drehgeschwindig-
keitsvektor oder kinetischer Energie soll stets das Weltkoordinatensystem als
Messkoordinatensystem gelten.

Index-Ubereinstimmungsregeln Allgemein kennzeichnet der hochgestellte Index bei ei-
nem Trigheitstensor das Bezugskoordinatensystem, also das Koordinatensystem,
in dem die einzelnen Elemente des Trigheitstensors berechnet wurden. Folglich
muss in quadratischer Form (5.22) der Drehgeschwindigkeitsvektor immer im
selben Koordinatensystem wie der Triagheitstensor dargestellt werden, das heifit
hochgestellte Indizes von Trigheitstensor und Drehgeschwindigkeitsvektoren
miissen immer gleich sein.

Das Bezugskoordinatensystem von kinetischer Energie und darin auftauchenden
Drehgeschwindigkeitsvektoren muss ebenfalls iibereinstimmen.

Umrechnung des Bezugskoordinatensystems eines Trigheitstensors Der Massen-
tragheitstensor eines Manipulatorsegments wird nie wie in (5.24) dargestellt, in Weltko-



238 5 Dynamik

ordinaten, sondern stets in einem korperfesten Koordinatensystem S; angegeben. Damit
wird der Vorteil genutzt, dass in korperfesten Koordinaten der Massentrigheitstensor kon-
stant ist. In Weltkoordinaten ist der Massentrdgheitstensor hingegen in der Regel in einer
komplexen Weise von Gelenkvariablen abhéngig, wie folgendes Beispiel 5.7 demonstriert.

Beispiel 5.7. Abhingigkeit des Massentriagheitsmoments von Gelenkvariablen:

Abb. 5.8 (links) zeigt einen zweiachsigen planaren Manipulator in ausgestreckter Po-
sition, das heiit 6, = 0. Das rechte Teilbild zeigt die nahezu vollstindig eingefaltete
Position, das heilit 6, ~ 7.

Nun stelle man sich vor, dass das zweite Gelenk unbeweglich wire, das heifit 6, soll
konstant sein. Nun soll sich das erste Gelenk mit einer bestimmten Geschwindigkeit dre-
hen. Die Massenverteilung und damit das Massentrigheitsmoment hinsichtlich der ersten
Achse bleibt damit fiir alle Gelenkwinkel 6; immer konstant.

In der links dargestellten ausgestreckten Position ist die Masse deutlich weiter entfernt
von der Drehachse als in der rechts dargestellten eingefalteten Position. Das Massentrig-
heitsmoment variiert also mit Gelenkwinkel 6,: Fiir 8, = 0 ist es maximal, fiir 6, = 7
minimal. <

Verwendet man als korperfestes Bezugskoordinatensystem ein Hauptachsensystem, so
liegt der Trigheitstensor in der besonders einfachen Diagonalform vor. In (5.24) werden
jedoch Trigheitstensoren in Weltkoordinaten benétigt, so dass eine entsprechende Um-
rechnung vom jeweiligen Hauptachsensystem in das Weltkoordinatensystem erforderlich
ist. Hierfiir wird zunéchst die Umrechnung eines Tréigheitstensors zwischen zwei allge-
mein gehaltenen Bezugskoordinatensystemen S,, und S, hergeleitet:

Mit oben eingefiihrter erweiterter Notation fiir das Messkoordinatensystem folgt die in
S, gemessene kinetische Energie eines Korpers i bei Rotation um den eigenen Schwer-
punkt zu

1 T 5 1 T 5
Tyi :E“’Zz’ I'wh, Ty :E“’Zi I'wl, . (5.25)

Abb. 5.8 Abhingigkeit des
Massentriagheitsmoments von
der Gelenkposition in Bei-
spiel 5.7 SP, 02

Yo 02 Yo SPo

SP, SP1
So 01 So 01

Zo o
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Die Kinematik liefert Transformationsvorschrift

> p T
w,, =Ry o, = w,;, =R, w,,.
Damit kann der sowohl in S, gemessene, als auch dort dargestellte Drehgeschwindig-
keitsvektor @};; von Korper i in §,-Koordinaten dargestellt werden. Dies ermdglicht die
Darstellung der in S,, gemessenen kinetische Energie von Korper i mit in S,-Koordinaten
dargestelltem Drehgeschwindigkeitsvektor geméaf

| - T ~ =~ 1 s s s
nizi(RwTwL)IwaTwL::EwL Ry I'R, !, .
Da der Trégheitstensor im Energieterm stets als quadratische Form (5.22) auftritt, folgt da-
raus die Transformationsvorschrift von Trigheitstensor /; vom S, - zum S, -Bezugssystem

geméil

I' = Ry, I'R,,". (5.26)

Als Anwendung wird nun der Fall betrachtet, dass von Korper i mit fiHi der Trégheits-
tensor mit Hauptachsensystem Sp, gegeben ist. Die Orientierung von Sy, bezogen auf das
korpereigene Koordinatensystem S; soll mit R; 1, gegeben sein. In (5.26) eingesetzt, folgt
Tréagheitstensor von Korpers i in korpereigenen Koordinaten zu

Fi 5 FHi 5 T
=Ry I" Riy,".

Wiederholt man diese Transformation mit Ry;, so ergibt sich schlielich der in (5.24)
bendtigte Triagheitstensor von Korper i in Weltkoordinaten zu

iio = Ro; i,-i Roi" = Roi R; H; i,-Hi R; H,~T Ry"

27
_ R R I (R o) 027
Geschwindigkeiten in Weltkoordinaten Neben fio wird in (5.24) auch Schwerpunkt-
geschwindigkeit v? von Manipulatorsegment i sowie dessen Drehgeschwindigkeit w?
benotigt. Beide Geschwindigkeitsanteile sind dabei im Weltkoordinatensystem gemessen
und dargestellt. Position und Geschwindigkeit der Gelenke sind bekannt. Daher konnen
die gesuchten Geschwindigkeiten, analog zu (4.8), durch Jacobi-Matrizen geméf

0 = .
V; = Jugpi qi
0 ? (5.28)
w; = wsp,i qi
dargestellt werden, wobei ¢; = (ql q - q,-)T nur die ersten i Gelenkvariablen
enthilt, und
i = [t oz o ugi] (5.290)

Joswi = o Jugz - Tui] - (5.290)
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Die enthaltenen Spaltenvektoren ergeben sich mit Schwerpunktposition c? nach (5.34) zu

(Ro(k,l) (%)) x (e} —t) ) fiir& = 1 (Drehgelenk)

N N (5.29¢)
Ry -1 ((l)) fiir £, = 0 (Translationsgelenk)

vap,k =

Ry (k—1) (g) fiir & = 1 (Drehgelenk)

Jogk = (5.29d)

0 fiir £ = 0 (Translationsgelenk)
Indexbereich k € {1,2, ---, i}.

Da die Drehgeschwindigkeit eines starren Korpers in jedem Punkt gleich ist, kann zur
Berechnung von J,,, x Vorschrift (4.9b) aus Abschn. 4.2.3 angewendet werden. Auch die
Berechnung von J,,  erfolgt analog zu (4.9a), jedoch muss hier im Falle eines Drehge-
lenks Radiusvektor ¢! zum Schwerpunkt eingesetzt werden.

Hinweise:

e Allein (5.29¢) und (5.29d) enthaltenen Groflen konnen nur von den ersten i Gelenkva-
riablen ¢; abhédngen. Da nach (5.28) auch die Schwerpunktgeschwindigkeiten nur von
den ersten i Gelenkvariablengeschwindigkeiten ¢; abhingen, folgt

(i, q4i) 7. (5.30)

e Man kann Translationsgeschwindigkeits-Jacobi-Matrix J, v,k auch alternativ zu (5.29¢)
durch Berechnung der Jacobi-Matrix mit Ableitung nach der Schwerpunktposition c?
bilden:

- dc,0
Jogpi = =, (5.31)

siche auch die allgemeine Definition der Jacobi-Matrix in (5.46a). Verglichen mit
(5.29c¢) ist der analytische Berechnungsaufwand jedoch hoher. Dafiir reduziert sich
die Zahl potentieller Fehlerquellen. In den meisten Fillen wird die analytische Be-
rechnung mit einem Formelmanipulationsprogramm durchgefiihrt. Der analytische
Berechnungsaufwand spielt dann nur noch eine untergeordnete Rolle, so dass (5.31)
oft (5.29¢) vorgezogen wird.

Kinetische Energie als Funktion der Gelenkvariablen und Massenmatrix Mit (5.28)
ergibt sich aus (5.24) die kinetische Energie von Manipulatorsegment i zu

. 1 Lo ~ . | B ~0 7 .
Ti(qi,qi) = Emi qiT vap,iT Josp.i i + 5 qiT stp.iT IiO Josp.i qi
1, = = = ~0 7 .
=3 g’ (mi JUsp.iTJUSP.i + stp,iT Iio stp,i) qi .

M (q:)
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Die in M; enthaltenen Matrixprodukte Jyg,; 7 Jug; und Jog, ;7 10 Jog,, sind quadra-
tisch und symmetrisch. Die dadurch definierte, in §; quadratische Funktion 7; bezeichnet
man als quadratische Form, die zugehorige Matrix M; als erzeugende Matrix bzw. kurz
als Erzeugende.

Da die Summe quadratischer Formen mit symmetrischen Erzeugenden selbst wieder
eine quadratische Form mit einer symmetrischen Erzeugenden ist, ldsst sich die gesamte
kinetische Energie gemif3

T(q.9) = = (1" Mi(q)¢1 + 42" Ma(qa) g2+ + G Mn(‘])qn)

" M(q)q (5.32)

N =N =

mit einer symmetrischen Erzeugenden M (q) darstellen. Sie wird Massenmatrix genannt
und ist von zentraler Bedeutung fiir Dynamik, Simulation und Regelung von Manipulato-
ren.

Bei einer Modellbildung der Kinematik nach der DH-Konvention ist die Massenmatrix
stets positiv definit'! (M > 0). Daraus folgt, dass Det(M) > 0, so dass Matrixinverse
M~ stets existiert. (Siehe folgende Anmerkung fiir eine Begriindung.)

Anmerkung 5.5. zur Definitheit der Massenmatrix M:
Da T; eine kinetische Energie darstellt, liegt aus physikalischen Griinden die folgende
(nicht haltbare) Annahme nahe:

=0 fiir CL' =0
T;
> (0 sonst.

Eine solche Funktion bezeichnet man als positiv definit. Die zugrundeliegende quadrati-
sche Form wird durch Matrix M; erzeugt, so dass man die Eigenschaft der Definitheit von
der Funktion auf die Erzeugende M, iibertrdgt. Fiir positive Definitheit schreibt man kurz
M; > 0; nach dem Hurwitzkriterium ist dafiir Det(M;) > 0 notwendig'?.

Bedingt durch die beschreibende Kinematik konnen die beiden Sonderfille
Det(Jygpi " Jugpi) = 0 und Det(Jyug ;" 10 Joug i) = O eintreten. Man bezeichnet die-
se Fille als Singularitdt bezogen auf den Schwerpunkt von Segment i, vergleiche
auch Singularititsbedingung (4.18) sowie Abschn. 4.2.6 zu Singularititen. Auf einer
solchen Singularitit kann Segment i im Stillstand verweilen, obwohl sich die Gelen-

ke bewegen, das heifit 7; = O fir ¢; # 0 ist moglich. Dies widerspricht obiger

! Siehe auch Abschn. 8.4.4.1 fiir Definitheit.
12 Siehe Abschn. 8.4.4.1 fiir eine etwas ausfiihrlichere Behandlung der quadratischen Form und des
Hurwitzkriteriums.
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Annahme positiver Definitheit von 7; bzw. M,-; tatsdachlich ist Mi positiv semidefinit
(M; = 0).

Ein anschauliches Beispiel fiir eine solche Singularitit ist der Fall, bei dem zwei
Drehachsen im Raum aufeinander fallen. Drehen sich die Achsen mit entgegengesetzter
Drehrichtung und gleichem Geschwindigkeitsbetrag, so fiihrt das hintere Segment keine
Bewegung aus.

Falls ein Segment durch zum Beispiel drei Drehachsen (wie bei der Euler-Drehung)
angebunden ist, kann auch die gesamte kinetische Energiefunktion 7" positiv semidefinit
ausfallen. Bei einer Modellbildung der Kinematik nach der DH-Konvention ist jedoch je-
des Segment durch genau eine Bewegungsachse angebunden. Daher muss sich fiir ¢; # 0
auch auf einer Singularitidt mindestens ein Segment bewegen, so dass in diesem Fall die
Massenmatrix positiv definit ist. |

5.3 Potentielle Energie

Die potentielle Energie bzw. Lageenergie der Manipulatorsegmente hingt prinzipiell vom
Bezugspunkt bzw. vom Nullniveau ab, bei dem die potentielle Energie Null sein soll.
Dieser Bezugspunkt kann bei den Lagrangeschen Bewegungsgleichungen willkiirlich ge-
wihlt werden, da die potentielle Energie nur als Gradient (5.13) eingeht. Hier wird als
zweckmaifiger Bezugspunkt Ursprung Sy des Weltkoordinatensystems gewéhlt.

Analog zur kinetischen Energie wird die potentielle Energie des Manipulators aus der
Summe der potentiellen Energien aller » Manipulatorsegmente gebildet:

i=1

Mit gerichteter Hohe /; des Schwerpunkts von Manipulatorsegment i sowie dessen Masse
m; und Erdbeschleunigung g, > 0 ergibt sich potentielle Energie

Vi=h;gom;.

Das positive Vorzeichen beriicksichtigt dabei die in Abschn. 5.1.2 getroffene Vereinba-
rung, dass V; > 0 gelten soll, wenn sich die potentielle Energie gegeniiber dem Bezugs-
punkt erhoht.

Die gesuchte gerichtete Hohe /; stellt den entgegen der Richtung des Erdbeschleuni-
gungsvektors go weisenden Anteil der senkrechten Zerlegung von ¢; dar, siche Abb. 5.9.
Dies liefert Skalarprodukt

Vi = —gOT cio m; . (5.33)
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Abb. 5.9 Definition der
Schwerpunkthhe in Welt-
koordinaten

Dabei muss auf eine korrekte Darstellung von gy in S geachtet werden. Im Beispiel von
T

T
Abb. 5.9 ist dies gy = (0 0 —go) , im Beispiel 5.8 hingegen gy = (0 —go 0) :

Mit allgemeiner Schwerpunktposition ¢! ergibt sich fiir das Beispiel aus Abb. 5.9 die
bekannte Formel fiir potentielle Energie im Gravitationsfeld zu

Cix
Ciz

z

Dabei ist Schwerpunkthohe /; durch ¢;, gegeben.

Die Schwerpunktposition von Korper i wird in korpereigenen Koordinaten mit ¢! an-
gegeben. Die Umrechnung auf die benétigten Weltkoordinaten erfolgt mittels Kinematik
geméil

C? = T()i C; . (534)

Da Schwerpunktposition ¢? nur von den ersten i Gelenkvariablen ¢; abhiingen kann, gilt

analog zu (5.30) fiir die potentielle Energie von Manipulatorsegment 7
g~ V. (5.35)
Die gesamte potentielle Energie aller Manipulatorsegmente folgt mit (5.33) schlieBlich zu

Vig) = Vi(q) + Va(q2) +--- + Vi(q)

(5.36)
=—go" (c{(q1)mi +c(g2)ma+ -+ cq)m,) .
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5.4 Nichtkonservative Krafte und Momente

Nichtkonservative Krifte Q; . wurden bereits im Abschn. 5.1.2 als spezielle genera-
lisierte Krifte (5.9) auf eine Punktmasse i eingefiihrt. Dieses Konzept ldsst sich von
punktférmigen Massen auf ausgedehnte Korper iibertragen. Die generalisierte Kraft wird
dann um generalisierte Momente erweitert. Man spricht abkiirzend aber weiterhin von
generalisierter Kraft.

Nach (5.9) verursachen nichtkonservative Krifte und Momente bei einer virtuellen Ver-
riickung dg der generalisierten Koordinaten eine virtuelle Arbeit dW, gemil

AWerk = Qu” dg (5.37)
mit Vorzeichenkonvention

dWenk > 0 Energie wird dem Manipulator von extern zugefiihrt;

dWenk < 0 Energie wird vom Manipulator nach extern abgefiihrt.

Hier steht Index e fiir extern und nk fiir nicht-konservativ. Typisch dafiir sind Krifte und
Momente aus Reibung oder Didmpfung. Diese leisten Arbeit, die an das Inertialsystem
in Form von Wirme dissipiert wird, dem System Manipulator also verlorengeht. Nicht-
konservative Krifte und Momente konnen aber auch von extern — also dem Weltsystem —
zugefiihrt werden. Beispiele dafiir sind Gelenkantriebe oder am Endeffektor von extern
antreibende Kréfte und Momente.

Um nichtkonservative Krifte und Momente zu identifizieren, stellt man die virtuelle
Arbeit auf, die sie bei einer virtuellen Verriickung leisten. Im Vergleich mit (5.37) erhilt
man dann Q3.

5.41 Gelenkantriebe

In Analogie zum verallgemeinerten Kraftvektor (externe Krifte und Momente, die auf den
Endeffektor wirken) wurde in Abschn. 4.3.1 der verallgemeinerte Gelenkmomentenvektor
t € R” eingefiihrt. Dieser beinhaltet die Antriebskrifte und -momente der n Gelenke.
Handelt es sich bei Gelenk i um ein Drehgelenk, so ist die entsprechende Komponente von
7 ein Drehmoment. Bei Linearachsen handelt es sich hingegen um eine Vorschubkraft. Als
vereinfachte Schreibweise wird fiir beide Antriebsarten dasselbe Symbol 7; verwendet.

Damit ergibt sich die von den Gelenkantrieben bei virtueller Verriickung dgq geleistete
virtuelle Arbeit zu

AWangieb = TT dq .

13 Dieses Vorgehen wurde aus [23, Abschn. 6-3] enthommen.



5.4 Nichtkonservative Krdfte und Momente 245

Ein Vergleich mit (5.37) liefert Qx, = 7, so dass Antriebskrifte und -momente durch
nichtkonservative Antriebskrifte und -momente beriicksichtigt werden konnen.

5.4.2 Gelenkreibung

Bei einem Gelenk (inklusive Antriebsachse) modelliert man in der Regel folgende drei
Reibungsarten:

e Haftreibung
e Gleitreibung
e viskose Reibung

Reibungskrifte wirken stets der Bewegungsrichtung entgegen. Fiir eine Bewegung mit
Geschwindigkeit ¢ miissen sie also vom Antrieb ,,iiberwunden® werden. Daher werden
sie im Folgenden fiir positive Geschwindigkeiten positiv gezihlt, fiir negative Geschwin-
digkeiten negativ (Zahlrichtung: in Geschwindigkeitsrichtung positiv).

Haftreibung entsteht durch molekulare Oberflichenverschmelzungen, wenn glatte Fla-
chen ldngere Zeit aufeinander zu liegen kommen. Dabei héingt Haftreibung stark davon
ab, welches Medium an der Kontaktfliche die Oberflachen der reibenden Koérper umge-
ben. Beispielsweise ist im Vakuum kein solches Medium gegeben, so dass glatte Flichen
relativ schnell miteinander verschmelzen. Die auftretende Haftreibung ist dann so stark,
dass man sogar vom Verschweiflen der Flachen spricht. Ein weiterer einflussreicher Fak-
tor fiir die GroBe der Haftreibung ist die Verweildauer der Flidchen aufeinander, das heif3t
Haftreibung hat eine ,,Historie“. Aus diesem Grund ist eine zuverlidssige Modellbildung
von Haftreibung aufwendig. Man behilft sich in der Robotik mit dem einfachen Modell

un Fy fiir rechtsseitige Annéherung an Null: ¢ = 0+ 0
Fy= {—un F fiir linksseitige Annéherung an Null: ¢ = 0 —0

0 sonst
mit py, als Haftreibungszahl und F als Anpress- bzw. Normalkraft.

Gleitreibung hingt von der Rauigkeit der Oberflichen und deren Anpresskraft ab ge-
mil
Fy = pug F1 sign(q) .

Dabei bezeichnet man u, als Gleitreibungszahl. Aulerdem gilt fiir die Vorzeichenfunkti-
on: sign(0) = 0.
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Abb. 5.10 Qualitativer Ver- =041, =014, =004e=0.1F, =1
lauf einer Reibungskennlinie |
nach (5.38). Dabei ist F; auf 0.4 | o
1 N normiert, falls eine Line-
arachse vorliegt; im Falle eines 0.2 J— -r'ﬁ""'-
Drehgelenks gilt Normierung Mg P 1
auf 1 Nm. Die Gelenkge- F. 0. g
schwindigkeit ist ebenfalls 02 | | He
normiert ke P i

-0.4 | .l_ 10,

-3 -1 1 3

q

Viskose Reibung entsteht in Lagerungen und Getrieben. Beispielsweise miissen in
Wilzlagern die umlaufenden Wilzkorper (zum Beispiel Kugeln) zidhfliissiges Lagerfett
verdriangen. Dabei hiingt die Viskositét als Mal} der Zihigkeit des Fetts stark von der Tem-
peratur und dem Alterungszustand des Fetts ab. Ein prizises Modell ist daher aufwendig.
Im Unterschied zur Gleitreibung ist viskose Reibung proportional zur Geschwindigkeit.
Mit Zihigkeitskoeffizient p, wird folgendes, einfaches Modell verwendet:

F,=u.q.

Dabei ist zu beachten, dass ji,, anders als uy und pu,, keine Reibungszahl darstellt und
daher auch nicht einheitenlos ist.

Nach [23, Abschn. 6-3-2] ist ein Reibungskraftmodell (kurz: Reibmodell), welches alle
drei Reibungsarten kombiniert, durch

Fid) = v g + sign(@) F. (ug (- pg) ¢4 '/6) (5.38)

gegeben. Mit einem kleinen positiven Faktor 0 < € < 1 wird die Rate des Ubergangs
von Haft- zu Gleitreibung eingestellt. Normalkraft F'; wird oft zu j, bzw. uy hinzuge-
zdhlt, so dass sich die Zahl der Reibungsparameter auf vier reduziert. Abb. 5.10 zeigt
fiir die im Titel aufgefiihrten Reibungskoeffizienten und € = 0.1 beispielhaft den Verlauf
einer solchen Reibungskennlinie, die als Stribeck-Kurve bekannt ist, [2, Abschn. E 82 5.2].

Das hier aufgefiihrte einfache Modell beriicksichtigt nicht, dass Reibungszahlen und
Zihigkeitskoeffizient stets in geringem Male auch positionsabhdingig sind und damit eine
Abhingigkeit der Reibung von der Gelenkposition g besteht. In den meisten Fllen geniigt
dieses einfache Modell jedoch, da in jedem Gelenk stets auch ein Regelkreis enthalten ist,
der Modellfehler kompensiert.
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Reibungsarbeit wird an das Inertialsystem in Form von Wirme abgegeben bzw. dissi-
piert und muss daher fiir die gewéhlte Zihlrichtung (in Geschwindigkeitsrichtung positiv)
mit einem negativen Vorzeichen versehen werden. Fasst man die Reibungskrifte aller Ge-
lenke in einem Vektor F; zusammen, so folgt virtuelle Arbeit

dW, = —F,(¢)" dgq.

Aus einem Vergleich mit (5.37) ergibt sich damit die nichtkonservative Reibungskraft

an,r = _Fr-

5.4.3 Externe Krafte und Momente am Endeffektor

Es werden ein externer Kraftvektor und ein externer Momentenvektor betrachtet, die bei-
de am Endeffektor einwirken und im verallgemeinerten Kraftvektor F, zusammengefasst
sind. Dabei stellen die oberen drei Komponenten den Kraftvektor dar, die unteren drei den
Momentenvektor. Beide Vektoren sind in Weltkoordinaten gegeben, analog zur Definiti-
on von F aus Abschn. 4.3.1. Wie Krifte und Momente der Gelenkantriebe, fiihren auch
externe Krifte und Momente (bei positivem Vorzeichen) dem Manipulator Energie zu, so
dass deren virtuelle Arbeit

dw, = F.T dy

positiv gezihlt wird. Dabei spezifizieren die ersten drei Komponenten von dy € R die
infinitesimale kartesische Positionsidnderung des Endeffektors.

Die infinitesimale Orientierungsdnderung konnte an dieser Stelle prinzipiell durch in-
finitesimale Euler-Winkel erfolgen. Damit miisste jedoch der Momentenvektor aus F, auf
die Achsen der zugehorigen Euler-Winkel bezogen sein. Dieser soll sich — nach obiger
Definition — jedoch auf das Weltkoordinatensystem beziehen. Zur Darstellung der infini-
tesimalen Orientierungsidnderung ist daher das Integral des Drehgeschwindigkeitsvektors
® notwendig: Hierfiir fiihrt man das Konzept des infinitesimalen Drehvektors de ein,
fiir den der gesuchte Zusammenhang 4¢/& = w zutrifft. Auf eine detaillierte Erlduterung
des infinitesimalen Drehvektors kann an dieser Stelle verzichtet werden, da dieser nur
fiir Zwecke der Herleitung benotigt wird. Besonders interessierte Leser seien verwiesen
auf Ausfithrungen der Fachliteratur der Mechanik, wie zum Beispiel [6, Abschn. 3.1.2]
oder [4, Abschn. 4-7].

Mit Hilfe der Jacobi-Matrix bilden sich damit die infinitesimalen Gelenkwinkeldnde-
rungen ab auf infinitesimale kartesische Positionsdnderungen und infinitesimale Orientie-
rungsdnderungen des Endeffektors geméal

dn = J(q) dq.
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Damit ergibt sich
dWe = F." J(q) dq.

Analog zu den vorangegangenen beiden Unterabschnitten liefert ein Vergleich mit (5.37)
die generalisierte Kraft

an,e = (FCT j(‘]))T = jT(q) F..

Wird der Endeffektor also mit externen Kréften und Momenten F, beaufschlagt, so lassen
sich dadurch in den Gelenkachsen Krifte und Momente Q x . —quasi als zu F, dquivalente
Antriebsgrofien — messen. Dies zeigt, dass der fiir den Stillstand hergeleitete Zusammen-
hang (4.26) aus Abschn. 4.3.1 auch im bewegten Fall giiltig ist.

5.5 Bewegungsgleichung

In den vorangegangenen Abschnitten wurden die kinetische und potentielle Energie be-
rechnet. Damit kann Lagrange-Funktion L(q,§) = T(q,q) — V(q) bestimmt werden.
Nach (5.15) folgen daraus n Bewegungsgleichungen

d (BL(q,Q)) _0L(g.9) _ Oimes i€{l,2,-.n}. (5.39)

dt 9gi q;
Potentielle Energie V' hingt nach (5.36) nicht von g; ab, so dass
d (0L(g.4)\ _ d (9T(4.9)
dt 94, dt 94, '

Mit der kinetischen Energie in quadratischer Form nach (5.32) und unter Zuhilfenahme
der Differenziationsregeln aus Abschn. 5.6 ergibt sich daraus

d (0L(q,9) d (9 (1 ., =\ Gdse) d .

=217 ) (= M = —(m,

dt( i a\ag \24 M@4 dt(m @) ")
(5.46¢)

. (d T
m;(q) q+(ami(q)) q

T
(5.46f) N d ) )
="mi(q)" §+ (d—qm,-(q)q) q

T
—m(@) i+ (gom@) i
q



5.5 Bewegungsgleichung 249

Dabei bezeichnet m; den i-ten Spaltenvektor14 der in (5.32) eingefiihrten Massenmatrix
M . Da allgemein fiir eine quadratische Form g7 AT ¢ = (¢7 AT Q)T =47 A g gilt, folgt
weiter

d (oLg.¢)\ _ 7. .p d =
dt( %, )—m,(q) qg+q dqm,(q)q-

Fiir den Subtrahenden der linken Seite von (5.39) ergibt sich

_0Lg.9) _ _9Tlg.9)  IV(g)

0g; 0g; dg;
mit
IT(q.4) (1 .p . o (10M(g)) .
2T - |-¢"Mm = — .
3, 3 54 (@) q 7 \3 oy q

Zusammengefasst ergibt sich die Bewegungsgleichung von Manipulatorsegment Nr. i zu

. . d 1 oM 1%
mi(q) §+q"(—mi(q)— = @ g+ @ _ Oink - (5.40)
dg 2 dg; 0g;
N——
Ci(g) gi(q)

Darin werden gravitationsbedingte Krifte und Momente mit g; bezeichnet. AuBlerdem
lassen sich durch Einfiihrung einer Geschwindigkeits-Kopplungsmatrix C; Kreiselkrifte
und -momente kompakt als quadratische Form ¢7 C;(q) ¢ darstellen.

Fiir jedes Manipulatorsegmenti € {1, --- ,n} liefert (5.40) die zugehorige Bewegungs-
gleichung als gewohnliche Differenzialgleichung 2. Ordnung. Dies fiihrt auf ein System
verkoppelter Differenzialgleichungen zweiter Ordnung geméif

mi(q)" G+¢"Ci(g) G+ gi1(q) = Ok
my(q)" § +‘?T€2(‘I)q + g2(9) = O2nk

m (@) G +q"Col@)d + gn(@) = Q-

Fiir eine vektorielle Form dieser n Bewegungsgleichungen fasst man die Gravitationskom-
.. . T
ponenten g; in einen sogenannten Gravitationsvektor'> g = ( g1 - gn) zusammen.

4 Da M symmetrisch ist, sind Spalten und Zeilen gleich.
15 Gravitationsvektor g ist nicht zu verwechseln mit Erdbeschleunigungsvektor g.
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Analog werden die quadratischen Formen ¢” C;(g) ¢ in einem sogenannten Kreiselkriif-
tevektor

i"Ci(q)q
n(q.q) =
i"Ci(9) 4

zusammengefasst. Man spricht man dabei auch vom Vektor der Geschwindigkeitsver-
kopplung, da n zu einer Verkopplung der einzelnen Differenzialgleichungen durch die
Geschwindigkeiten fiihrt.

In symbolischen Darstellungen, wie zum Beispiel in Signalflusspldnen, driickt man
Kreiselkriftevektor n oft durch

n(q.q)=C(q.9)q

aus. Matrix C bezeichnet man als Kreiselkrdftematrix. Zeile i von C(q,q) g entspricht
dabei der quadratischen Formn; (q.§) = ¢” C;(q) ¢ aus (5.40). Fiir die ausmultiplizierte,
skalare Funktion n; (¢, §) ergeben sich damit unendlich viele Realisierungsmoglichkeiten
hinsichtlich C; (¢g)- Aus dieser Vielfalt wihlt man durch die spezielle Vorschrift

1 < d 0 d
Cii =~ oM+ M — LMy ) g 5.41
i =3 ;(8q/‘ i + M 5 k,)Qk (541)

eine Variante aus, fiir die Schiefsymmetriebedingung

d - - d - - !
GO 2.0 =~ (§a0) -2C0.0) (5.42)

erfiillt ist. Diese spezielle Eigenschaft wird fiir erweiterte Stabilitdtsbetrachtungen mittels
der Ljapunov-Methode sowie fiir passivititsbasierte Regelung benétigt. Daher bezeichnet
man (5.42) auch als Passivititseigenschaft, sieche zum Beispiel [25, Abschn. 7.5.1].

Bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen ist die Darstellung der Kreiselkrifte
durch Vektor n vorzuziehen, da die Bestimmung von C Zusatzaufwand darstellt.
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Herleitung der Elemente von C so, dass Schiefsymmetriebedingung (5.42) zutrifft: Fiihrt man
die in der quadratischen Form ¢ C; ¢ enthaltenen vektoriellen Ableitungen explizit aus, so ergibt
sich

? 9 9
g Mii ag Mo e g Mu
T oA . (546a) . .
§"Cig ="¢" : :
9 9 9
3_qani mMni mMni
| %Mll %Mu %Mln
5| : Lo |a=p"d
? 9 9
3_ql.Mn1 3_ql.Mnj 3_ql.Mnn
mit Hilfsvektor p = [p] gemih
n
d 1 9
— M — — — M ) an . 5.43
Pk Z (Bq- Y73 0 k/)Qk (5.43)

k=1 J

Man édndert am Ergebnis dieser quadratischen Form qT Ci ¢ nichts, wenn man die darin enthaltene,
vordere Matrix (Jacobi-Matrix T‘;m i (q)) transponiert eingehen ldsst. Element (k, j) (das ist Zeile

k, Spalte j) geht so iiber in Element (j, k). Innerhalb der quadratischen Form kann damit %Mki
]
ersetzt werden durch:

9 M, 9 M == 0 M, ! ( 9 My + 9 M )

T My = —Mj; T My = o\ 7 Mki + — Mji
q; g’ q; 2\ dg; g’

Setzt man dies in (5.43) ein, so erhilt man (5.41) fiir die Elemente der Kreiselkraftematrix.

Nun wird gezeigt, dass mit dieser speziellen Wahl von C Schiefsymmetriebdingung (5.42) erfiillt
ist: Fiir das ij -Element der zeitlichen Ableitung der Massenmatrix folgt mit Hilfe der Kettenregel

n

Laty o = (L) d= Y My
a _(@’”)q_gwk”q%

Zusammen mit (5.41) ergibt sich damit

B ~ " 0 0 0 0
m—2¢) =S (Zmy - Zm— LM+ Zm )
( )ij 12 (8qk ! 9 k g 7 Oq; ki ) 4k

(Mij=M;;) - ( ad ad ) .
= ——Mii + 57— My; ) g -
Z dq; agi

k=1
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Tauscht man i mit j, so erhélt man schliellich den gesuchten Nachweis der Schiefsymmetrie:

i

(47 -2¢) :k";(_a_qiMk,. b )i L - (1 -2€),

Ji ij

Beriicksichtigt man als nichtkonservative Krifte und Momente Reibung und Gelenk-
antriebe gemif3 Abschn. 5.4, so folgt die Bewegungsgleichung des Manipulators in vek-
torieller Standardform (kurz: Bewegungsgleichung)

M@ i+Cla.d)+e@)+F@G=rt, (5.44)
siehe auch [23, Abschn. 6-4] und [25, Abschn. 7.3]).

Im Folgenden werden mathematische Eigenschaften und physikalische Bedeutungen
der einzelnen Komponenten von (5.44) ndher beleuchtet.

5.5.1 Massenmatrix
Eigenschaften und Bedeutung der Massenmatrix M:

o M (q) ¢ stellt die auf die Manipulatorsegmente einwirkenden Beschleunigungskrifte
bzw. -momente dar.

e Wie bereits in Abschn. 5.2.2 festgestellt, ist M (q) (bei einer Modellbildung nach der
DH-Konvention) symmetrisch und positiv definit. Daher existiert immer Matrixinverse
M~'(q), so dass

i=0"@)(r-Cla.d)i—g@) - F@). (5.45)

o M (¢g) hingt von der Massenverteilung (den Massentriagheitstensoren der Segmente) ab
und ist daher positionsabhidngig.

o M(q) verkoppelt die Dynamik der einzelnen Manipulatorsegmente hinsichtlich der
Beschleunigungen. Man bezeichnet diese Art der Verkopplung als inertiale Verkopp-
lung. Der Begriff inertial kommt daher, dass die Massenmatrix aus der Massentrigheit
der einzelnen Manipulatorsegmente entsteht und Inertialmoment bzw. Inertia ein Sy-
nonym fiir Massentrégheit ist.

Inertiale Verkopplung wird in verschiedenen nichtlinearen Regelungsstrategien fiir Ma-
nipulatoren genutzt, um den Impuls eines Gelenks in einem anderen Gelenk als Antrieb
zu nutzen, [9-19, 24].
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5.5.2 Kreiselkraftematrix bzw. Kreiselkraftevektor

Eigenschaften und Bedeutung der Kreiselkriftematrix C(q.q) bzw. des Kreiselkriftevek-
tors n(q, q):

e C(q.q)q bzw. n(q. §) enthilt Corioliskrifte (Komponenten mit ¢; ¢; fiiri # j)und
Zentrifugalkrifte (Komponenten mit ¢;2). Corioliskrifte treten nur in bewegten Be-
zugssystemen auf, siehe auch das weiter unten folgende Gedankenexperiment.

e Da die Kreiselkrifte und -momente des i-ten Manipulatorsegments durch quadrati-
sche Form ¢7 C;(g) ¢ beschrieben werden, verschwinden sie fiir § = 0. Des Weiteren
folgt aus der quadratischen Form, dass bei betragsméfig ausreichend geringen Ge-
lenkgeschwindigkeiten, Kreiselkrifte und -momente in guter Niaherung vernachlissigt
werden konnen.

e Fiir die spezielle Wahl von C gemil (5.41) ergibt sich Passivititseigenschaft (5.42),
siehe Abschn. 5.5.

Folgendes Gedankenexperiment soll die Corioliskraft veranschaulichen: Auf einer ro-
tierenden Scheibe werde in die Mitte / auf den Drehpunkt eine mit Tinte benetzte Kugel
gesetzt, siche Abb. 5.11. Dort erhalte die Kugel einen Sto8, so dass sie mit gleichférmiger
Geschwindigkeiten v rollt. Die Bewegung der Kugel sei reibungsfrei. Nun sollen zwei
Beobachter existieren, von denen einer au3erhalb der Scheibe im inertialen Bezugssystem
feststeht. Der andere Beobachter soll sich auf einer festen Position der Scheibe befinden.
Fiir den Beobachter im inertialen Bezugssystem bewegt sich aufgrund der Drehbewegung
der Scheibe der auf der Scheibe sitzende Beobachter auf einer Kreisbahn nach rechts.
Die Bahn der Kugel verlduft fiir den Beobachter im inertialen Bezugssystem geradenfor-
mig nach oben (gestrichelt dargestellt): Dies muss so sein, da auf die Kugel nach dem

Abb. 5.11 Gedankenexperi- Beobachter auf drehender Scheibe
ment zur Veranschaulichung
der Bedeutung der Coriolis-
kraft als Scheinkraft

Beobachter aus
Inertialsystem

Weg der Kugel fiir
Beobachter auf Scheibe
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anfinglichen Sto} keine weiteren Krifte mehr einwirken (Annahme einer reibungsfreien
Bewegung).

Der auf der Scheibe sitzende Beobachter nimmt hingegen eine gekriimmte Bahn der
Kugel wahr. Offensichtlich wirkt im bewegten Bezugssystem stindig eine Kraft auf die
Kugel ein, ansonsten wiirde die Kugel keine stindige Richtungsinderung durchfiihren.
Diese Kraft nennt man Corioliskraft. Sie tritt nur im bewegten und nicht im inertialen
Bezugssystem auf. Daher spricht man von einer Scheinkraft.

5.5.3 Gelenkreibung und -antriebe

Reibungsvektor F,(§) und verallgemeinerter Gelenkantriebsvektor t beriicksichtigen
nichtkonservative Krifte und Momente aus Abschn. 5.4. Detailliertere Reibmodelle
beinhalten auch Positionsabhidngigkeiten der Reibungszahlen, so dass dann auch eine
Abhingigkeit von Gelenkpositionen ¢ auftritt. In diesem Fall stellt der Reibungsvektor
also eine Abbildung (¢, ¢) +— F, dar.

5.5.4 Algorithmus zum Aufstellen der Bewegungsgleichung

Algorithmus 5.1'® fasst die notwendigen Schritte zum Aufstellen der Bewegungs-
gleichung (5.44) zusammen. Dabei bezeichnet Index i die Nummer des jeweiligen
Manipulatorsegments, wobei insgesamt n Manipulatorsegmente vorliegen sollen. Der
bereits frither eingefiihrten Konvention folgend, bezeichnet Matrix E; in Schritt 2 eine
3 x 3-Einheitsmatrix. Die Bewegungsgleichung ist bereits fiir einfache Kinematiken mit
wenigen Gelenken duferst aufwendig. Eine Berechnung von Hand ist daher fehleranfillig.
Aus diesem Grund wendet man heute in der Praxis Formelmanipulationsprogramme an,
die die analytischen Berechnungen zuverlédssig durchfiihren. Der dargestellte Algorith-
mus 5.1 ist fiir eine solche Berechnungsweise gedacht. Fiir eine eventuelle Berechnung
von Hand lisst sich der Berechnungsaufwand durch leicht modifizierte Vorgehensweisen
etwas reduzieren.

Beispiel 5.8. Bewegungsgleichung fiir den planaren 2-DoF Ellenbogen-Manipulator: Fiir
den in Abb. 5.12 dargestellten Manipulator soll die Bewegungsgleichung aufgestellt wer-
den. Beide Manipulatorsegmente bestehen aus einem langen diinnen Stab mit Linge /; und
Radius ;. Fiir die Trigheitsmomente soll /; > r; angenommen werden. Aus Griinden der
Darstellbarkeit wurde aulerdem fiir die Schwerpunktpositionen die vereinfachende An-
nahme [.; = /i/2 getroffen. Erdbeschleunigungsvektor g, wirke entgegen der y,-Achse.
Jedes Manipulatorsegment soll durch ein Moment t; mit Zéhlrichtung nach Abb. 5.12
angetrieben sein.

16 Angelehnt an [23, Algorithm 6-4-1]: Lagrange-Euler Equations.
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Schritt 1 Direkte Kinematik mit Tm , 1 <3 < n aufstellen.

Schritt 2 Extraktion Rotationsmatrizen und Translationsvektoren:

OT

~ ]~ 0
ti:[Ego}TOi<-1->,1§Z‘<n

Roy; = {E:J,:O} To: [ES] ,1<i<n

Schritt 3 Berechnung des Trigheitstensors INZ-O in Weltkoordinaten fiir 1 < i <
n. Ein im Hauptachsensystem H; mit ], zH ¢ gegebener Trigheitstensor
kann mit (5.27) nach [ ? transformiert werden.

Schritt 4 Berechnung der Schwerpunktkoordinaten c; in Sy fiir 1 < i < n.
Umrechnung kérpereigener Schwerpunktkoordinaten ¢! gemi

= (B0 o (1)

Initialisierung Gelenkindex ¢ = 1 und Lagrange-Funktion L = 0.

Schritt 5.i Berechnung von Linear- und Drehgeschwindigkeits-Jacobi-
Matrix Jy, ; und J,,. ; nach (5.29).

Schritt 6.i Berechnung von Translations- und Rotationsgeschwindigkeit
v? und w? des Schwerpunkts nach (5.28).

Schritt 7.i Berechnung der kinetischen und potentiellen Energie
T;(q:, q;) und V;(q;) nach (5.24) und (5.33). Hinzufiigen des
Lagrange-Anteils L;(q;, q;) = T;(q;, q;) — Vi(q;) von Mani-
pulatorsegment Nr. ¢ zur Gesamt-Lagrange-Funktion:

L(qi,4;) = L(di—1,9;_1) + Li(qi, 4;)

1=1+1

wiederhole solange @ < n

Schritt 8 Fiir 1 <1 < n: Durch partielles Ableiten geméiB

d /0 0
— L(q,q) | — —L(q,q) = Qin
I <aqi (q, q)) o, “( @@ = Qi
entsteht die Bewegungsgleichung fiir Manipulatorsegment
Nr. 7 in Form einer verkoppelten gewohnlichen, nichtlinearen
Differenzialgleichung zweiter Ordnung.

Schritt 9 Erginzung nichtkonservativer Krifte und Momente @Q; nx ge-
mél Abschnitt 5.4. Gelenkantriebe und -reibung fiihren so
beispielsweise zu Q; nk = Ti — F; »(d;).

Algorithmus 5.1 Bewegungsgleichung
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Abb. 5.12 Skizze mit Y2
relevanten Daten fiir die Bewe- Y1
gungsgleichung des planaren EE
2-DoF Ellenbogen-Manipula- I o
tors aus Beispiel 5.8 S, Is SPs
. . S2
Yo A SP1 —02, =02, =02, —72 o
01, él, él, T1

So Zo

Zum Aufstellen der Bewegungsgleichung wird Algorithmus 5.1 im Folgenden schritt-
weise durchgefiihrt:

Schritt 1 Aus Beispiel 2.20 ist bereits die direkte Kinematik bekannt:

1 =51 0 le ¢ =52 0 hey
) 01 3 01
Ty =| 0 VT ey =] 2 R

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

c2 =s12 0 licy +hep

s e 0 Lisi+hsp
0 1 0

0 0 0 1

= Ton(01,02) = To1(6) T12(62) =

Schritt 2 Benotigte Rotationsmatrizen und Translationsvektoren werden aus den homo-
genen Transformationsmatrizen direkt abgelesen zu

T —95 0 Cl2 —S12 0 ll C1
Royy=1|s; ¢ 0|, Ro=|sp c¢p O] und ¢ =]l
0 0 1 0 0 1 0

Schritt 3 Bestimmung von Triigheitstensoren /, D und fzoz Die Trégheitstensoren der Ma-

nipulatorsegmente in Hauptachsen kénnen aus Beispiel 5.6 entnommen werden.
Aus Niherung /; > r; folgt

~H; m; .

IiH' N — Dlag (6}",‘2 s l,’z s ll‘z) .

12

Hauptachsensystem Sy = S, ist nach Abb. 5.6 und Abb. 5.12 mit dem jeweiligen
korpereigenen Koordinatensystems S; gleich orientiert, das heift es gilt

Riy =E.
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Aus (5.27) folgt damit

~ ~ ~ ~ ~ ~ T ~ ~ ~
I} = Royi Ry i, IlHl (Rot Rim,)” = Ror IlHl Ry "

_Cl —S1 0 67‘12 0 0 C1 S1 0
_m 2
=17 s1 ¢ O 0 l 0 —s1 ¢; O
o 0o 1o o #2|lo o 1
i 67‘12C12+112S12 —%sin(291) (112—67'12) 0
=T l6in@e) (12 —6r%)  6r2s? 412> 0
o |2 D (L 1 1751 17 €1
B 0 0 112

und

- - o~ ~ - o~ T -~ ~
1) = Roy Ry, IZHZ (Rox Rom,)” = Roo 121-12 Rop"

"y Cl2 —S12 0 61‘22 0 0 C12 S12 0
= E S12 C12 0 0 122 0 —S12 C12 0
0 0 1j][ 0 o0 LA 0 o0 1
B sin 2_6ry2
| erPen? + b2y _W+62)
2 B 2_ .2
T _—sm(2912)(212 0r2’) 612512 +L%en? 0
i 0 0 )2

mit Abkiirzung 0y, = 6, + 6,.

Schritt 4 Im korpereigenen System sind die Schwerpunktkoordinaten mit

L
] _lci )
c;=| 0 |=|0
0 0
gegeben. Mit den in Schritt 2 ermittelten homogenen Transformationsmatrizen
folgt
C1
- ~ cl [
C?=[E3 ()]T01(1 == |s
1 2 0

_ |1
=|3s2+hs

) 2eptlie
0

Setzei = 1und L = 0.
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Schritt 5.1 Bestimmung der Jacobi-Matrizen J,, ; und J,, 1: Da nur Drehgelenke vor-
handen sind, ergibt sich nach (5.29c¢) fiir das erste Manipulatorsegment

s = (Ron (1)) 01 = (§) et = 5(5)-

Damit folgt fiir die gesuchte Lineargeschwindigkeits-Jacobi-Matrix

- 0
JUSPJ = [vap.l] = E 1

Die Drehgeschwindigkeits-Jacobi-Matrix besteht nur aus der ersten Drehachse
und ergibt sich damit zu

0
‘ia)sp,l = éoo (El))) =10
1

Schritt 6.1 Translations- und Rotationsgeschwindigkeit des ersten Manipulatorsegments
berechnen sich mit den entsprechenden Jacobi-Matrizen zu

—S1
V) = Jygp.1 ‘?1 - _91 C1
0

0

w?=stp.lql =91 0

1

Schritt 7.1 Die kinetische und potentielle Energie folgt mit obigen Geschwindigkeiten
und dem Trégheitstensor zu

. 1 T 1 T ~ 1.
T1(01):§m1v(1) v?—i—Ew? Ilow?:gelzmlllz

und

C1
l l
Vi(61) = —go" ¢} my =m15<0 g0 0) 1 =g0m1—1s1.

2
0
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Damit ergibt sich der Anteil der Lagrange-Funktion fiir das erste Manipulatorseg-
ment zZu

. . Lymy -
L1(6),6)) = Ti(61,6)) — Vi(6)) = — (91211 - 3go$1) -
Weiter mit Schritt Sund i = 2:

Schritt 5.2 Bestimmung der Jacobi-Matrizen J, vep,2 Und ja)sp.z: Im vorliegenden zweiten
Durchlauf besitzen die Jacobi-Matrizen Dimension 3 x 2:

0 0
=[(§) et (§) (@ ?
0 6122 + e e
= 0] x S122+11S1 0] x S12122
AV 0
—512 > — 1151 _S1212
= | 2+l cnk
o 0
[0 0
Ja)sp,2= 0 0
11

Schritt 6.2 Translations- und Rotationsgeschwindigkeit des zweiten Manipulatorseg-
ments ergeben sich zu

R —S12 2 -5 él _5121_29'2
o . (91) ( ) 2
2

= (Clzj +1 Cl) b1 + cin26,

0
. 0
wg = ja)sp.Z (zl) = 0
H . .
0, + 6,
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Schritt 7.2 Kinetische und potentielle Energie des zweiten Manipulatorsegments: Obige
Geschwindigkeiten und Trigheitstensor fithren zu

1 s, m
—I’)’Iz‘DOT vg = 912?2 (4621211 -|-4Zl2 +122)

2 2
. 12m
+922—28 2
- - lhm
+ 6,0, 242 Qe ly + 1)
1 T ~ mzlzz . . 2
S0 Doy == (el+ez) .

Damit berechnet sich die kinetische Energie zu

Tz(@z,él,éz) = 912 % (36212[1 + 3[12 +122)

122 nyp

6

12 nyp
6

+ 6,2

“ré] éz Berly +21)

und die potentielle Energie zu

/
Va(61,6,) = —go” ¢Imy = goms (11 s1+ 52512) .

Der Anteil der Lagrange-Funktion fiir das zweite Manipulatorsegment ist damit
von beiden Gelenkwinkeln und deren Geschwindigkeiten abhiingig und ergibt sich

aus
L(0.0) = T5(6,.6,.6,) — V>(61.6,) .

Zusammen mit dem Anteil der Lagrange-Funktion des ersten Manipulatorseg-
ments folgt daraus die gesamte Lagrange-Funktion zu

L(8,6) = Li(61,61) + La(6,6)
1.
= 6912(1’)’!2 (36212[1 + 3[12 + 122) +112m1)

. b2m
+ 6,° —26 2
121’)12

6
- lgo(ll (my +2my) s1 + lzmzslz) .
2

+é192 (30211+212)
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Schritt 8 Die Bewegungsgleichungen der Manipulatorsegmente erhilt man durch partiel-

les Ableiten gemif

d 9 0
——L(0, 0 ——L 9, 6) = n
3t 90, L(6.,6) (0.0) = 01k
d 9 3
aa—ez L(6 0)——L(0 0) = 02

Erstes Manipulatorsegment:

d
—%L(O 0) = go(clzlzmz-l-cl Iy (my + 2my))

81
0 . 1.
—L(0,0) = 591 (m2 (3621211 +3112 +122) +112m1)
1
1.
+ —9212’”2(362[1 +210)

d 9
&B—L(() 0) =0, = (m2 Beabli + 307 + 1) + 1P my)
l

mip

.
+92 2212 (302[1+2[2)

miz

1. ..
—E 92211 12m2S2—91 9211 lzl’)’lez

Kreiselkrifte

Zweites Manipulatorsegment:

ad Lilymys 1
_3_92L(0 L0) = —91 Iy [y my s, + 6 92% +§C12g012m2

Kreiselkrifte kiirzt sich heraus 22

. 1. 1.
%L(0,0) = 691 lymy(Bealy +26) + 592122”12

d d l my s LPmy . lilmys,
——L(0,6)=0 3cl1 +21 6 — 0,0
dt 96, (0.0) =06, Bexly +210)+6, 3 162 >
[ S —
myy kiirzt sich heraus

ma]



262 5 Dynamik

Zusammengefasst folgt Massenmatrix M, Kreiselkriftevektor n sowie Gravitati-
onsvektor g der Gewichtskrifte von Bewegungsgleichung (5.44) zu

8 Wy, (112+11 Les + %) lrm; (ll% + %2)
M(6,) =

s (45 +4) ==
1 26,6, — 6,2
n(92,0)=51112m2sz< 19-22 2)
1

: Lomy + eyl (my +2
g(6,,6,) = Ego (612 ymy + ¢y 1y (my mz)) '

ci2lymy

Da keine Reibungseffekte berticksichtigt sind, entfillt Reibungsvektor F,.

Schritt 9 Ergiinzung um nichtkonservative Momente: Mit Gelenk-Antriecbsmomenten
T

T = (Tl 12) , als einzig vorhandene nichtkonservative Momente, ergibt sich
schlielich die gesuchte Bewegungsgleichung zu
M(6)6 + C(6,.0)0 + g(61.6,) = 7.

(Ende des Algorithmus.)

Fiir eine alternative Darstellung der Kreiselkrifte gemidf n = C 0 berechnet sich Krei-
selkriftematrix C nach (5.41) zu

A 1 —92 —91—92
C—21112m2S2|:0~1 0 ]

Zusammen mit

d - 1 —26, 26,
—M —_ - .
an (62(2)) > lilymy s, |: 6, 0 ]
folgt wegen
d - .1 ) + 6
—M—ZC:—lllzl’)’ZzSQ .0 . 201+92
dt 2 —(26, + 6,) 0

schlieBlich Passivititseigenschaft (5.42).

Die Determinante der Massenmatrix berechnet sich zu

112122m2

Det(M) =

(3 (4=3c%)my + 4m1>.
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Abb. 5.13 Im Ursprung von
Sy wirkendes Gewichtsmo-
ment von SP, aus Beispiel 5.8

Wegen 4 — 3 ¢,? > 1 ist sie stets positiv und es existiert Matrix-Inverse

M71 == ;,u
6Det(M)
. 2122m2 —lzmz (302 11 +2lz)
—121’)12 (36‘2 ll + 212) 2112m1+2m2 (3[12 + 36211 12 + 122) '

Anmerkung 5.6. zu physikalischen Hintergriinden aus Beispiel 5.8:

e Die Massenverteilung ist beziiglich Drehachse 2 immer konstant. Beziiglich Drehach-
se 1 verédndert sie sich jedoch, siehe auch Beispiel 5.7. Daher hingt die Massenmatrix
aus Beispiel 5.8 nur von 6, ab.

e Es ist unmittelbar klar, dass g in Beispiel 5.8 von beiden Gelenkwinkeln abhéngt.
Aus folgendem Grund gilt dies auch fiir g,: Die im Schwerpunkt SP, angreifende Gra-
vitationskraft erzeugt per Hebelarm L im Ursprung S, ein Gewichtsmoment, siehe
Abb. 5.13. Dieser Hebelarm besteht aus der horizontalen Komponente (parallel zur
Xxo-Achse) der Strecke von S| zu SP, und héngt damit von beiden Gelenkwinkeln ab.[]

5.5.5 Realisierung der Bewegungsgleichung
in einer Simulationsumgebung

Mittels Bewegungsgleichung (5.44) konnen fiir gegebene Werte (q, ¢, §) die dafiir not-
wendigen GelenkantriebsgroBen T berechnet werden. Die Werte (g, ¢, §) werden in der
Regel von einem Bahn-Generator in Abhédngigkeit von einer Simulationszeit ¢ geliefert,
siehe Abschn. 6.3. Die Umsetzung in einer Simulationsumgebung zur Berechnung der
Drehmomentverldufe zeigt Signalflussplan 5.1, 7.1 und 7.2.
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—>
Bahn- a > ~ . ~ N - .
t = Generator M(@a+Ca,a)q+gl@) +Fr(a) — 7
q
—>

Signalflussplan 5.1 Berechnung der GelenkantriebsgroBen entlang einer Bahn

Umgekehrt kann auch der zeitliche Verlauf (das heiflit eine Bahn) der Gelenkantriebs-
groBen gegeben sein. Gesucht ist dann die resultierende Bahn ¢ +— (g, ¢, §) der Gelenk-
variablen. Hierzu verwendet man die nach 4 aufgelosten Bewegungsgleichungen (5.45).
Fiir gegebene Werte von 7 kann damit die resultierende Beschleunigung ¢ ermittelt wer-
den. Mit Anfangswerten ¢, o ergeben sich daraus durch Integrationen nach der Zeit
Geschwindigkeit und Position:

q(0) =q'o+/q(/c> di

lo
t

g (0) =qo+/q'(/c> di

fo

Dies fiihrt zu Signalflussplan 5.2.

Ausgangsgrofen von Integratorblocken nennt man in der Regelungstechnik Systemzu-
stande, siehe Anmerkung 8.1. In vorliegendem Fall sind dies Position ¢ und Geschwin-
digkeit ¢. Systemzustinde bestimmen neben SteuergroBen (hier Gelenkantriebe t) alle
anderen Systemgrofien vollstindig. Sie sind daher von besonderer Bedeutung und werden
in Abschn. 8.2.4 ausfiihrlich behandelt.

,

Ly M~Y(a) (T*é(q,Q)qu(q)fFr(Qﬁ —> [edt [edt
G q qa

q
T > T T
flo q0

Signalflussplan 5.2 Riickfiihrung der Systemzustinde zur Simulation der Bewegung eines Mani-
pulators fiir eine gegebene Gelenkantriebsbahn
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5.6 Anhang: Differenziationsregeln fiir Matrizen und Vektoren

Betrachtet werde eine quadratische, konstante, symmetrische Matrix M mit Zeilenvekto-
ren m' bzw. Spaltenvektoren m, :

MZ[ml m"]z Dl eRY™ n>1

Im Kontext der Differenziationsregeln steht ein hochgestellter Index o' fiir einen Zeilen-
vektor (liegender Vektor), ein tiefgestellter Index eo; fiir einen Spaltenvektor (stehender
Vektor). Wegen der Symmetrieeigenschaft von M gilt m’ T=m i

Der Gradient einer differenzierbaren Funktion 2(x) : R” > R mit x € R” ist definiert
als

; % h(x)
—h - i
pp (x) 8
7 h(x)
liefert also einen stehenden Vektor.
T
Der Gradient einer vektorwertigen Funktion 2 (x) = (hl (x) hy(x) -+ hy (x)) :
R” +— R™ ist fiir m > 2 definiert als
d T
Sh@=[Em o L]
g M) e g (5.46a)
= : : = J(x) e R™",

Die dabei entstehende Matrix J (x) bezeichnet man Jacobi-Matrix von h. Fall m = 1
muss hier ausgeschlossen werden, da dann die Jacobi-Matrix einen liegenden Vektor
liefern wiirde, wéhrend der Gradient einen stehenden Vektor liefert. Daraus ergébe sich
ein Widerspruch.

Fiir die Ableitung der linearen, vektorwertigen Funktion & (x) = M x folgt damit:

x m!

a4 d R — M

m" x m"
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Fiir die transponierte vektorwertige Funktion k7 = x” MT = xT M folgt wegen
x" m; = m' x die Ableitung nach x analog zu

d—(ixTM:d—(i<me1 me,,)Z—(mlx m”x)zM.

Fiir die Ableitung nach einzelnen Komponenten x; folgt

d 1

I B B
X = = =m;
dx; d '
o m'x My
sowie
—deMz dem e _dem =\my; --- m,; =mi
dxi dx; 1 dx; 1i ni .

Produktregel der Differenziation bei vektorwertigen Funktionen g (x), f(x) : R”
R":

ST F00) = (8100 filx) 4o+ £00) ()

= L a0 i) 4 ) ful)
x dx

= i) B gy YA
() gn( ) () df,,(x)

=[dgd—” dgd—”] f(x)+[% e 250) g(x)

(460 ( d T d T

2 (@) S+ (g /@) g (5.46b)

Die zeitliche Ableitung des Produkts der vektorwertigen Funktionen g (x), f (x) ergibt
damit:

4o 10) = (Le0) o +20" L1 (5.460)
a8 ~\a® g0 4t '
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Die Ableitung einer quadratischen Form nach x kann auf die Ableitung des Produkts
zweier vektorwertiger Funktionen zuriickgefiihrt werden:

d - -~ - - - -
— x" Mx "L EMx+ M x=(M+M)x=2Mx (5.46d)
dx —«— ——
gTx) f(x)
xT sz(o e 0 1; 0 .- O)Mx+miTx
dx; —«— ——
g fx)

=m'x+m"x=(m +m")x =2m"x (5.46¢)

Dabei kennzeichnet Index 7 in 1;, dass das i-te Elemente des liegenden Vektors den Wert
1 enthilt, wihrend alle anderen Elemente verschwinden.

Die zeitliche Ableitung einer vektorwertigen Funktion f(x(¢)) : R +— R” mit x :
R +— R”" berechnet sich mit Hilfe der Kettenregel zu:

; ACI0)) (L fix) dx(r)
AL : = :
%fn (x(1))

Gaon df (x) o
B dx

(L )" 4x0)
(5.46f)

Aufgaben

Musterlosungen finden sich unter www.springer.com auf der Seite des vorliegenden
Werks.

5.1 Freiheitsgrade und Zwangsbindungen

a) Wie viele Freiheitsgrade besitzt eine radgebundene Roboter-Bewegungsplattform?

b) Wie viele Freiheitsgrade besitzt ein Zug?

c) Wie viele Freiheitsgrade besitzt der 2-DoF Ellenbogen-Manipulator aus Beispiel 5.87
Ein baugleicher zweiter Manipulator soll kooperativ mit dem ersten Manipulator ar-
beiten: Beide Manipulatoren greifen hierzu dasselbe starre Werkstiick. Wie viele Frei-
heitsgrade liegen damit insgesamt vor? Interpretieren Sie dieses Ergebnis hinsichtlich
der Beweglichkeit.

Was miissten Sie dndern, um das Werkstiick in allen Freiheitsgraden der Ebene bewe-
gen zu konnen?


http://www.springer.com
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Abb. 5.14 Prinzipieller
Aufbau eines Hexapoden. Un-
verdnderter Screenshot der
Animation aus https://upload.
wikimedia.org/wikipedia/
commons/a/a7/Hexapod_
general_Anim.gif, erstellt von
Wikipedia-User UtzOnBike,
freigegeben unter Creative-
Commons-Lizenz 3.0 nicht
portiert — Weitergabe un-

ter gleichen Bedingungen,
Link zuletzt tiberpriift am
22.12.2018

d) Ein typischer Hexapode besitzt sechs Linearachsen bzw. prismatische Gelenke wie in
Abb. 5.14 dargestellt.
Berechnen Sie den Freiheitsgrad des Hexapoden fiir die beiden Fille, dass die pris-
matischen Gelenke genau zwei oder genau einen Freiheitsgrad besitzen. Interpretieren
Sie in beiden Fillen das Ergebnis hinsichtlich der Beweglichkeit.

5.2 Massentrigheitstensor eines zusammengesetzten Korpers

Ein Korper setze sich aus zwei Quadern, wie in Abb. 5.15 dargestellt, zusammen. Das
korpereigene Koordinatensystem des grofleren bzw. kleineren Quaders sei S bzw. S,.
Die Koordinatensysteme befinden sich im Schwerpunkt des eigenen Korpers; die Achsen
verlaufen kollinear zu den Quaderkanten und Achsen von S,. Die Abmessungen beider
Quader betragen /y = 0.15,h; = 0.3, h; = 0.1,1, = 0.15, b, = 0.075, h, = 0.075 mit
einer Dichte von p = 2710 (Aluminium). Alle Zahlenangaben dieser Aufgabe sind auf
Standardeinheiten normiert, das heifit Lingen auf m, Dichte auf k&/m?, Trigheitsmoment
auf kg - m?, Energie auf J.

Die Schwerpunktpositionen der Quader liegen bei

= (0.35 0.2 0.25)T , t, = (0.4625 0.175 0.4)T .

Hinweis: Matrizenmultiplikationen und Eigensystem-Berechnungen der vorliegen-
den Aufgabe sollten mit einem PC-gestiitzten Berechnungsprogramm wie zum Beispiel
Matlab, Mathematica oder Maple durchgefiihrt werden.


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a7/Hexapod_general_Anim.gif
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a7/Hexapod_general_Anim.gif
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a7/Hexapod_general_Anim.gif
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a7/Hexapod_general_Anim.gif
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Abb.5.15 Aus zwei Quadern zusammengesetzter Korper aus Aufgabe 5.2

Zunichst wird nur der groflere Quader betrachtet, das heifit der kleinere Quader sei

nicht vorhanden.

a)

Berechnen Sie /.

b) Der betrachtete groflere Quader drehe sich zunichst nur um seinen eigenen Schwer-

¢)

punkt mit Drehgeschwindigkeitsvektor wg - Erldutern Sie die Bedeutung der in “’81
enthaltenen tiefgestellten Indizes sowie des hochgestellten Index.

Geben Sie jeweils die in S| und Sy zu beobachtende kinetische Energie des Quaders
in Abhingigkeit von Drehgeschwindigkeitsvektor @, an. Wie lautet die Darstellung
der kinetischen Energie in Abhéngigkeit von w(l) ?

Leiten Sie damit die Umrechnungsformel von 7, nach 7? her. Geben Sie I auch
zahlenmifig an. Lesen Sie hierfiir Ry, aus Abb. 5.15 ab.

Nun drehe sich der betrachtete Korper um Ursprung Sy mit Drehgeschwindigkeitsvek-
torwi.

Leiten Sie die Berechnungsformel fiir die Elemente des Gesamttriigheitstensors I R ges
her, mit dem die gesamte kinetische Energie durch

1 -
T
Tl,Lrans + Tl,rol = E (OF] Il,ges (O

beschrieben wird.
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Losungshinweis: Ein Kreuzprodukt ldsst sich immer als Matrizenprodukt mit einer
schiefsymmetrischen Matrix'” Sy, darstellen gemiB

W Xty = Spw .

Geben Sie /| P «es NUMerisch an und bestimmen Sie PC-gestiitzt Rotationsmatrix Ron,

(in numerischer Form) von S, zu Hauptachsensystem Sy, von Korper 1.

In den folgenden Teilaufgaben soll zusitzlich zum groflen Quader auch der zweite, klei-
nere Quader beriicksichtigt werden.

d) Berechnen Sie den gemeinsamen Schwerpunkt der beiden Quader in S.

In diesem Gesamtschwerpunkt befinde sich Koordinatensystem S3 mit gleicher Orientie-
rung wie die korperfesten Koordinatensysteme der Quader.

e) Berechnen Sie die im Weltkoordinatensystem beobachtbare kinetische Energie bei
Rotation um den gemeinsamen Schwerpunkt S3 mit Drehgeschwindigkeitsvektor wg

Geben Sie den Trigheitstensor des zusammengesetzten Korpers in Hauptachsen an
und bestimmen Sie die Rotationsmatrix von Sy zum Hauptachsensystem.

5.3 Berechnung von Drehmomenten des planaren 2-DoF Ellenbogen-Manipulators
Gegeben seien zwei Betriebspunkte des planaren 2-DoF Ellenbogen-Manipulators aus
Beispiel 5.8.

Betriebspunkt 1:
6=0, 6 =10, 6, =10
=", 6=-10, 6, =10

Bei Betriebspunkt 2 sollen die Geschwindigkeiten auf 1/10 reduziert sein. Nehmen Sie
weiter die Parameter aus Tabelle 5.2 an.

a) Berechnen Sie numerisch fiir beide Betriebspunkte die jeweils notwendigen Gelenk-
antriebsmomente 7, und 7, mit Hilfe der in Beispiel 5.8 hergeleiteten Bewegungsglei-
chung.

b) Wie groB sind die Gewichtsmomente?

¢) Wie groB sind die Momente aufgrund der Kreiselkrifte?

d) Wie grof sind die Beschleunigungsmomente?

e) Berechnen Sie die jeweiligen Anteile auf das Gesamtmoment und interpretieren Sie
diese.

17 Bedingung fiir Schiefsymmetrie: So;7 = —So;.
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Tab. 5.2 Parameter zu Aufga- Bedeutung Parameter Wert

be 5.3 Léngen Lh=0h 1
Masse Manipulatorsegment 1 mi 1
Masse Manipulatorsegment 2 my 0.5
Erdbeschleunigung g0 10

5.4 Manipulator mit zwei senkrecht aufeinander stehenden Drehachsen

und Punktmassen

Fiir den Manipulator aus Abb. 5.16 soll die Bewegungsgleichung aufgestellt werden. Die
Massen der Manipulatorsegmente sollen dabei vereinfachend zu Punktmassen »1; und
m, angenommen werden, die sich jeweils am Ende des Manipulatorsegments (also im
Ursprung des jeweiligen korpereigenen Koordinatensystems) befinden sollen. Der Erd-
beschleunigungsvektor zeige in negative zo-Richtung. Der Betrag der Erdbeschleunigung
soll mit g allgemein gehalten werden.

a)
b)

)

d)

e)

Warum werden fiir die Bewegungsgleichung keine Massentrigheitstensoren benotigt?
Bestimmen Sie die DH-Parameter.

Hinweis: Diese Teilaufgabe dient der Wiederholung der direkten Kinematik.
Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung, indem Sie Algorithmus 5.1 Schritt fiir
Schritt anwenden. Stellen Sie das Differenzialgleichungssystem in Standardform
(5.44) dar und kennzeichnen Sie M ,g,nund Q.

Hinweis zu Schritt 1: Verwenden Sie die Formel aus der Musterlosung zu Aufga-
be 2.17.

Hinweis zu Schritt 7.2: Den etwas umfangreicheren mathematischen Ausdruck fiir ki-
netische Energie 7, von Segment 2 konnen Sie mit der 1. und 2. binomischen Formel
sowie dem trigonometrischen Pythagoras (sin?6; + cos®#; = 1, i € {1,2}) stark
vereinfachen zu

T, = % (9'12 L+ 1 COS(@z))Z + 922 122) .

Berechnen Sie die Kreiselkriftematrix C und weisen Sie damit die Schiefsymmetrie
von %M —2C (siehe (5.42)) nach.

Geben Sie die inverse Massenmatrix M~ an. Begriinden Sie, warum diese stets exis-
tiert. Losen Sie in Abhéngigkeit von M~ die Bewegungsgleichungen nach dem Be-
schleunigungsvektor auf (Ausmultiplikation mit der inversen Massenmatrix nicht not-
wendig).
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im Ursprung Sa:
Punktmasse mao

im Ursprung Si: Yz
Punktmasse m1

20
01

Zo

So

masselose Verbinder

Abb. 5.16 Kinematik eines Manipulators mit zwei aufeinander senkrecht stehenden Drehachsen
fiir Aufgabe 5.4. Es wird vereinfachend angenommen, dass die Masse jedes Manipulatorsegments
im Endpunkt als Punktmasse konzentriert ist

5.5 Manipulator mit Gelenkreihenfolge Translation-Rotation

Fiir den Manipulator aus Aufgabe 2.17 soll die Bewegungsgleichung aufgestellt werden.
Die Linearachse soll in Richtung von o} mit Kraft F| angetrieben sein, die Rotationsachse
in Richtung von 6, mit 7. Die DH-Koordinatensysteme sollen gemifl Musterlosung-
Abb. 2.7 (sieche Musterlosung auf der Buchseite unter der Springer-Homepage) gewéhlt
werden.

Parameter:

a)

Die Massen der Manipulatorsegmente seien m; und m,.

Der Erdbeschleunigungsvektor zeige in zo-Richtung. Der Betrag der Erdbeschleuni-
gung soll mit g( allgemein gehalten bleiben.

Die Schwerpunktposition von Manipulatorsegment 1 in korpereigenen Koordinaten sei

T
et=(0 0 l/z)
Die Schwerpunktposition von Manipulatorsegment 2 in korpereigenen Koordinaten sei
= (O /2 l/z)T.
Das Massentriagheitsmoment von Manipulatorsegment 2 bei Drehung um den eigenen
Schwerpunkt um die y,-Achse betrage / fz.

Warum werden von Manipulatorsegment 1 keine Massentrigheitsmomente benétigt?
Warum geniigt fiir Manipulatorsegment 2 das Haupttrigheitsmoment beziiglich der
korpereigenen y-Achse?
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b) Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung, indem Sie Algorithmus 5.1 Schritt fiir
Schritt anwenden. Stellen Sie das Differenzialgleichungssystem in Standardform
(5.44) dar und kennzeichnen Sie M ,g,nund Q.

¢) Berechnen Sie die Kreiselkriftematrix C und weisen Sie damit die Schiefsymmetrie
von 4 M —2C (siehe (5.42)) nach.

d) Geben Sie die inverse Massenmatrix M~ an. Begriinden Sie, warum diese stets exis-
tiert. Losen Sie in Abhéngigkeit von M~ die Bewegungsgleichungen nach dem Be-
schleunigungsvektor auf (Ausmultiplikation mit der inversen Massenmatrix nicht not-
wendig).

5.6 Simulation der Bewegungsgleichung eines Manipulators in Kooperation

mit dem Menschen

Skizzieren Sie den Signalflussplan zur Simulation der Bewegungsgleichung eines Mani-
pulators. Die Gelenkantriebsgroflen werden dabei von einem als Black Box anzusehenden
Regler geliefert, der als Eingangsgrofien die Systemzustinde besitzt.

Zusitzlich soll der Endeffektor die Hand des (als kooperativ angenommenen) Men-
schen fiihren. Die mechanische Tréagheit des menschlichen Arms am Endeffektor verur-
sacht, trotz kooperativen Verhaltens, eine konstante Kraft Fgg und ein konstantes Moment
tgg auf den Endeffektor, die der Manipulator zusétzlich aufbringen muss. Dabei wird ver-
einfachend angenommen, dass Fgg und tgg konstant sind.
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Singularitit, 23, 121, 166, 175, 177

, Basis-Kinematik 2, 133

, Begrenzungs-, 120, 179

, Einschrinkung der Bewegungsrichtungen,

189

, Euler-, 76

, interne, 176, 177

, nahe Umgebung, 191

, notwendige Bedingung, 178

, praktische Auswirkungen, 189

, Zusammenhénge, 186
Singularititsbedingung, 177
Singuldrwertzerlegung, 169
sliding-vector, siehe Gleitvektor
snake, 171
Soll

-Bahn, 35
Spannarbeit, 194
Spline

-Interpolation, 30
Starrkorper, 88, 213

-System, 213
Statik, 26, 148, 192

, inverse, 200

, Nebenbedingung, 202
statisch

bestimmt, 215

iiberbestimmt, 216

unbestimmt, 216

unterbestimmt, 215
stehende Matrix, 37
Steifigkeit, 16, 17
Steiner-Anteil, 229
Steuerung, 35
Stillstandsverluste, 33
Stribeck-Kurve, 246
Stromregelung, 32
Struktogramm

, Basiskinematik 2, 143
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, InvEuler323, 110
System

, Mehrkorper-, 211

, Starrkorper-, 213
Systemzustinde, 264

T
Taille, 7
TCP, 45
Teachen, 20
Telepriasenz- und Teleaktions-System, 9
Teleskopachse, 88
Tensor, 230
Tool-Center-Point, 45
topologische Anordnung, 43, 83
Torsion, 216
totales Differenzial, 219
Triagheitsmoment, siehe
Massentragheitsmoment

, langer diinner Stab, 235

Trigheitstensor, siehe Tensor der
Massentriagheitsmomente

, Bezugskoordinatensystem, 236

, Indizes, 236

, Tabellen, 232

, Umrechnung, 237

eines Stabs, 233

eines zusammengesetzten Korpers, 268
Transformation

, Hauptachsen-, 232

, homogene, 56

, perspektivische, 56
Transformationsgraph, 59
Transformationsmatrix

, homogene, 56

, inverse homogene, 57
Translation, 52
Translationsvektor, 44, 52
Transparenz, 9
trapezformiger Geschwindigkeitsverlauf, 30
trigonometrischer Pythagoras, 123
Tripod, 17
Turm-Drehen, 7

U
UA-Drehen, 7
UA-Neigen, 7

iiberbestimmt, 167
Unimate 1900, 5
Unimation, 5
unterbestimmt, 167
Unwucht, 233

\'%
Vektor
, Annidherungs-, 46
, approach, 46
, Basis-, 49
, Drehmoment-, 196
, Erdbeschleunigungs-, 242
, gebundener, 45
, Gleit-, 46
, Gravitations-, 249
, infinitesimaler Dreh-, 247
, kollinearer, 24, 178
, komplanarer, 178
, Komponentenschreibweise, 45
, Koordinatenschreibweise, 45
, Kreiselkrifte-, 250, 253
, Normalen-, 46
, Orts-, 45
, Richtungs-, 45
, sliding, 46
, Translations-, 44, 52
, verallgemeinerter Gelenkmomenten-, 195,
211,244
, verallgemeinerter Kraft-, 196
, verallgemeinerter Momenten-, siehe
verallgemeinerter
Gelenkmomentenvektor
, Verschiebe-, 52
verallgemeinerter Gelenkmomentenvektor, 195,
211,244
verallgemeinerter Kraftvektor, 196, 247
Verbiegung, 216
Verkettungs-Regel, 52, 59
Verluste
, drehzahlabhingige, 33
Verschiebevektor, 52
Verspannungen, 216
Vertraglichkeitsbedingung, 200, 204
Verwindungswinkel, siehe DH-Parameter
virtuelle
, Ladung, 30
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Arbeit, 218, siehe Prinzip der virtuellen Weg, siehe Pfad
Arbeit Welt, 44
Verriickung, 26, 195, 218, 244 Weltkoordinatensystem, 44
, kartesische, 196 Wertigkeit eines Gelenks, 213

Verschiebung, siehe virtuelle Verriickung Wiederholgenauigkeit, 17
virtuelles elektrisches Feld, 30 Winkelgeschwindigkeitssensor, 164
Viskositit, 246 wirtschaftliche Statistiken, 12
Volumenelement

, kartesisches, 228

in Zylinder-Koordinaten, 234 Z
Volumenintegral, 227 Zihigkeitskoeffizient, 246

, Begrenzungsfliache, 228 Zange-Drehen, 7
Vorschub, 88, 93 Zentrifugal
Vorzeichenfunktion, 245 -krifte, 253
Vorzeichenkonvention, 221 -momente, 231

zufallsorientierte Wegenetz-Methode, 29
Zwangsbindung, 212

w , holonom, 217

Wilz , nichtholonom, 217
-korper, 246 durch Fithrungslinie, 212
-lager, 246 Zwischenkreisspannung, 34

Wirmeverluste, 33 7ZYZ Euler-Winkel, 73
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