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Vorwort

Dieses Buch bietet eine kompakte Einfiihrung in die Theorie der gewohnlichen Differen-
tialgleichungen aus dem Blickwinkel der dynamischen Systeme. Ziel ist es, sowohl die
Kernaussagen der klassischen Theorie zu vermitteln, als auch einen Einblick in zahlreiche
verwandte und darauf aufbauende Themen zu geben. Die Darstellung ist dabei so konkret
wie moglich gehalten.

Das Buch gliedert sich in zwei Teile. Im ersten Teil wird die grundlegende Theorie
linearer und nichtlinearer Differentialgleichungen — Existenz und Eindeutigkeit, Darstel-
lung und Regularitit von Losungen — mit ausfiihrlichen Beweisen und vielen Beispielen
behandelt. Neben einem Kapitel mit ausgewihlten Techniken zur analytischen Losung
von Differentialgleichungen findet sich dabei auch ein einfiihrendes Kapitel zur numeri-
schen Integration von Anfangswertproblemen, um die Relevanz dieser Methoden in der
Praxis zu betonen. Diese beiden Kapitel werden erginzt durch zwei einfiihrende An-
hinge zu den Paketen MAPLE und MATLAB, die zum Experimentieren anregen sollen.
Auf der zum Buch gehorigen Web-Seite http://www.dgl-buch.de stehen neben den in
den beiden Anhingen beschrieben Worksheets und M-Files weitere Programme zur Ver-
fligung, die sich auch zur Verwendung in Vorlesungen eignen. Insbesondere sei dabei
das Pendel-Demonstrationsprogramm pendel_anim.m erwihnt, mit dem die Losun-
gen des linearen und des nichtlinearen Pendel-Modells auf verschiedene Weise animiert
dargestellt werden konnen, vgl. Abb. 1. Viele im Buch erlduterten Konzepte konnen hier-
mit experimentell nachvollzogen werden.

Der zweite Teil des Buches beginnt mit Kap. 7 und ist fokussiert auf Themen aus
der Theorie der Dynamischen Systeme und Anwendungen. Hier soll insbesondere deut-
lich werden, in welcher Weise die grundlegenden Aussagen und Techniken des ersten
Teils helfen, Modelle realer Systeme detailliert zu analysieren. Die Kapitel zur Stabilitéts-
theorie fiihren auf Fragen der Steuerungs- bzw. Regelungstheorie hin, die insbesondere
in den Ingenieurwissenschaften von zentralem Interesse sind. Die Kapitel iiber spezielle
Losungsmengen, Verzweigungen und Attraktoren fithren das Thema im Hinblick auf die
Anderung von Systemparametern bzw. allgemeinere Stabilititskonzepte fort. Im Kapitel
tiber Hamilton-Systeme erarbeiten wir Basiswissen zu dieser in der Mechanik, Physik und
Chemie so wichtigen Systemklasse, das im abschlieBenden Kapitel aufgegriffen wird, in
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Abb.1 Das Programm pendel_anim.m

dem Modellierung und Analyse mit gewohnlichen Differentialgleichungen exemplarisch
anhand dreier Anwendungsbeispiele durchgefiihrt wird.

Im Vergleich zur ersten Auflage haben wir die Anordnung des Stoffs in der vorliegen-
den, griindlich iiberarbeiteten zweiten Auflage ein wenig umgestellt. Insbesondere wurde
die Behandlung der Stabilitétstheorie fiir Gleichgewichte vorgezogen und wird nun vor
der Einfiihrung weiterer Begriffe aus der Theorie dynamischer Systeme behandelt, was
uns aus didaktischer Sicht vorteilhaft erscheint. Zudem wurden kleinere Ergéinzungen im
Stoff gemacht sowie Fehler und Ungenauigkeiten beseitigt.

Hinweise fiir Dozenten

Das Buch ist so strukturiert, dass ein Kapitel in etwa dem Stoff einer Vorlesungswoche mit
vier Wochenstunden entspricht. Es ist daher moglich, das Buch direkt als Vorlage fiir eine
vierstiindige Vorlesung mit 13 Semesterwochen zu verwenden. Da auch wir selbst aber
eher selten so vorgehen, ist es uns wichtig, dennoch Raum fiir individuelle Schwerpunkte
zu lassen. Griinde hierfiir gibt es viele: Eine Dozentin, die viel Wert auf ausfiihrliche Er-
lauterungen von Beweisen legt, wird in den Grundlagenkapiteln moglicherweise mehr Zeit
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bendtigen, wihrend ein Dozent, der die anwendungsorientierten Aspekte betont, diesen
Teil schneller abhandelt und dafiir mehr Zeit auf die Beispiele verwendet. Eine praxis-
orientierte Vorlesung kann die Anhinge {iber MAPLE und MATLAB, die ansonsten in
den Ubungen behandelt oder den Studierenden zum Selbststudium empfohlen werden
konnen, in die Vorlesung integrieren und dafiir Beweise nur skizziert vorstellen oder
einzelne Abschnitte oder Kapitel weglassen. In einem Curriculum, in dem eine Vorle-
sung iiber numerische Methoden fiir Differentialgleichungen zum Kanon gehort, kann das
Kap. 6 ausgelassen oder stark gekiirzt werden; wenn andererseits der Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz bereits in der grundlegenden Analysis-Vorlesung behandelt wird, kann er
hier sicherlich auch recht kurz abgehandelt werden. Und nicht zuletzt gibt es an vielen
Hochschulen Kurse iiber Differentialgleichungen, die nur drei oder zwei Wochenstunden
vorsehen, so dass Kiirzungen des Stoffes unumgénglich sind.

Um solche Schwerpunktsetzungen und Kiirzungen so einfach wie moglich zu machen,
haben wir die Voraussetzungen fiir die einzelnen Kapitel in Abb. 2 grafisch dargestellt.

Ein Pfeil von Kapitel x zu Kapitel y bedeutet dabei, dass Kapitel x Stoff enthilt, der in
Kapitel y benétigt wird. Dies bedeutet natiirlich nicht, dass alle Definitionen und Resul-
tate dieser Kapitel dort gebraucht werden. Wenn also die vollstindige Behandlung eines
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vorhergehenden Kapitels aus Zeitgriinden nicht moglich ist, empfiehlt es sich, genauer zu
priifen, welche Teile tatsdchlich bendtigt werden. Insbesondere gilt dies fiir die Anwen-
dungsbeispiele in Kap. 13, die bei entsprechender Aufbereitung auch parallel zum aktuell
behandelten Stoff in eine Vorlesung integriert werden konnen.

Die Anhinge zu MAPLE und MATLAB sind in Abb. 2 nicht beriicksichtigt, weil sie
primir zur Behandlung in den Ubungen oder zum Selbststudium gedacht sind. Sie setzen
den Stoff der Kapitel 1-5 fiir die analytischen Methoden sowie von Kapitel 6 fiir die
numerischen Methoden voraus; will man allerdings nur die Bedienung der numerischen
Methoden erlernen, ohne viel Wert auf den theoretischen Hintergrund zu legen, so kann
man die Anhédnge auch ohne Kapitel 6 lesen.
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Einfliihrung

Differentialgleichungen sind Gleichungen, die eine Funktion mittels ihrer Werte und de-
nen ihrer Ableitungen charakterisieren. Im Falle gewohnlicher Differentialgleichungen ist
dies eine Funktion, die auf den reellen Zahlen R definiert ist, also eine Abbildung von
R (oder einer Teilmenge von R) in einen beliebigen Bildraum. In diesem Buch werden
wir dieses eindimensionale Argument der Losungsfunktion stets als Zeit auffassen und
mit ¢ € R bezeichnen. Als Bildraum betrachten wir hier ausschlieBlich den euklidischen
Raum R?. Die in diesem Buch betrachteten gewohnlichen Differentialgleichungen sind
also mathematische Modelle des Verhaltens von zeitlich verdnderlichen Systemen. Be-
zeichnen wir die Ableitung einer Funktion ¢ — x(¢) nach der Zeit ¢ mit X, so ldsst sich
eine gewohnliche Differentialgleichung hdufig schreiben als

x(t) = f(t,x(@)). (1.1)

Die Abbildung f : R x RY — R?, das sogenannte Vektorfeld, ist also gegeben, die
Funktion x(-), die die Bewegung des Systems beschreibt, gesucht. In den meisten Fillen
schreibt man fiir (1.1) kurz

%= f(t.x). (1.2)

Den Wert x (¢) der gesuchten Funktion x nennen wir den Zustand des Systems zur Zeit t.
Der Zustand ist also eine vektorwertige Funktion der Zeit und die Differentialgleichung
(1.1) setzt zu jedem Zeitpunkt den Zustand mit seiner zeitlichen Ableitung in Beziehung.
Insbesondere ist durch eine Differentialgleichung zunichst nur eine implizite Beschrei-
bung der zeitlichen Entwicklung des Zustands gegeben. In dieser Eigenschaft liegt die
Michtigkeit dieser Klasse von mathematischen Modellen: Es geniigt, zeitlich lokal anzu-
geben, wie der Zustand und seine Anderung in Beziehung stehen, um eine Vorhersage
des Verhaltens des Systems iiber lange Zeitraume abgeben zu konnen. Eine Differential-
gleichung zu ldsen heifit, die gesuchte Funktion oder Losungskurve x zu finden, die in
jedem Zeitpunkt ¢ die Differentialgleichung erfiillt. Manche Differentialgleichungen sind
analytisch 16sbar, oft muss man zur Losung einer Differentialgleichung jedoch auf nu-
merische Methoden zuriickgreifen. Leistungsfihige Rechner sind heutzutage in der Lage,
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2 1 Einfihrung

auch grofle Modelle in vertretbarer Zeit zu simulieren, d. h. Losungskurven (approximativ)
zu berechnen. In den Kap. 5 und 6 werden eine Reihe von analytischen und numerischen
Losungsverfahren vorgestellt. Andererseits ist es nicht immer unbedingt nétig, eine Dif-
ferentialgleichung zu 16sen, um Eigenschaften ihrer Losungskurven zu ermitteln. Viele
Eigenschaften lassen sich vielmehr direkt aus der Differentialgleichung ableiten. Tatséch-
lich legen wir in diesem Buch auf diese Herangehensweise unser Hauptaugenmerk.

Autonome Differentialgleichungen Oftmals hingt das Vektorfeld einer Differentialglei-
chung (1.1) nicht von der Zeit ¢ ab, d. h. es liegt eine Gleichung der Form

X = f(x) (1.3)

vor. Solche Gleichungen heilen autonom, ebenso wird das Vektorfeld f in diesem Fall
autonom genannt. Zeitabhingige Gleichungen und Vektorfelder werden demgegeniiber
nichtautonom genannt. Im Rest dieser Einleitung werden wir einige Beispiele betrachten,
die allesamt autonom sind.

Frage 1 Die einfachste Differentialgleichung ist X = 0, d.h. f(¢,x) = O fiir alle  und
x. Was sind ihre Losungskurven x(-)? Was sind die Losungskurven von X = ¢, wobei
¢ € R? ein (konstanter) Vektor ist?

Exponentielles Wachstum Im einfachsten Fall wird der Systemzustand x (¢) durch eine
einzige reelle Zahl charakterisiert. Betrachten wir zum Beispiel eine sich vermehrende
Population (von Bakterien o.4.) der Grole x > 0. Das zeitliche Verhalten der Populati-
onsgrofie wird durch eine Kurve x : R — [0, 0o) beschrieben.
Nehmen wir an, das Wachstum der Population ist zu jedem Zeitpunkt # € R proportio-
nal zu ihrer Grofe:
X(t) =cx(t) (1.4)

mit einer Konstanten ¢ > 0. Dann rechnet man leicht nach, dass alle Kurven der Form
x(t) = e“xg

fiir eine beliebige reelle Zahl x( die Differentialgleichung (1.4) erfiillen. Zum Zeitpunkt
to = 0 gilt fiir diese Kurven gerade x (0) = x( (da es sich um eine Population handelt, ist
fiir uns nur der Fall xy > 0 von Interesse). Legt man also die Grof3e der Population zum
Zeitpunkt #y = 0 fest, so wihlt man damit eine Losungskurve aus und bestimmt somit
das Verhalten des Systems fiir alle Zeiten (vgl. Abb. 1.1). Tatsichlich sind dies bereits alle
moglichen Losungen der Differentialgleichung (1.4) — eine Folgerung aus dem Existenz-
und Eindeutigkeitssatz 3.6.

Frage 2 Wie sehen die Losungskurven von X = —cx, ¢ > 0, aus?
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Abb. 1.1 Losungskurven fiir 6r
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Das Pendel Eine etwas komplexere Differentialgleichung liefert ein klassisches Beispiel
aus der Mechanik: ein (nur in einer Ebene bewegliches) Pendel, bei dem eine Masse m an
einem starren Stab der Linge 1 aufgehiingt ist (Abb. 1.2, links). Bezeichnet o den Winkel
zwischen Pendel und der Vertikalen, dann wirkt auf ein Pendel der Masse m die Kraft
—gmssin(a) in Richtung seiner Bewegung'. Newtons zweites Gesetz ,,FF = ma* ergibt
also die Gleichung —gm sin(e) = mdé. Diese Gleichung ist aber noch nicht in der Form
(1.1), da hier die zweite Ableitung & auftaucht. Mit einem Trick konnen wir sie aber in
diese Form iiberfiihren: Definieren wir den Vektor x = (x1,x,)" := (a,&)T € R?, so ist
die Gleichung dquivalent zu dem System

. X2
= . 1.5
T —gsinG) (-

Das zugehorige Vektorfeld f(x) = (x2, —g sin(x;))T ist rechts in Abb. 1.2 dargestellt.
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Abb. 1.2 Pendel, Vektorfeld des Pendels

' ¢ = 9,81 m/s? ist die Erdbeschleunigung.
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Erstaunlicherweise ist es nicht moglich, eine explizite Formel fiir die Losungskurven
der Differentialgleichung (1.5) anzugeben. Besonders einfache Losungen sind aber sofort
sichtbar: in den Punkten x; = (km, 0)T fiir k € Z gilt f (x) = 0. Die zeitliche Ablei-
tung der Losungskurve ist dort also Null und damit sind die Losungen zeitlich konstant.
Man bezeichnet solche Punkte als Ruhelosungen, Ruhelage oder Gleichgewichtspunkte.
Sie sind in Abb. 1.3 als schwarze Punkte dargestellt.

Geometrisch lésst sich die Differentialgleichung (1.1) als die Forderung interpretieren,
dass jede Losungskurve in jedem Punkt tangential zum Vektorfeld f verlduft. Der quali-
tative Verlauf einiger Losungskurven des Pendels ldsst sich daher anhand des Vektorfelds
erahnen: geschlossene Kurven, die einer pendelnden Bewegung ohne Uberschlag, sowie
,»wellenformige* Kurven, die einer Uberschlagsbewegung des Pendels, also dem ,,Rotie-
ren” des Pendels entsprechen.? Diese beiden Typen von Losungskurven sind ebenfalls in
der Abb. 1.3 dargestellt. Man beachte, dass sich die Darstellung der Losungskurven hier
von der Darstellung in Abb. 1.1 unterscheidet: Dort sind die Losungskurven als Funk-
tionen der Zeit dargestellt, wihrend sie in Abb. 1.3 als Kurven im Zustandsraum R2
dargestellt sind. Da der Zustandsraum auch als Phasenraum bezeichnet wird, nennt man
diese Darstellungsform Phasenportrait. Jede besitzt ihre eigenen Vor- und Nachteile und
wir werden beide im Verlauf dieses Buches verwenden.

Frage 3 Warum sind die Pfeile in Abb. 1.3 so gerichtet, dass die geschlossenen Losungs-
kurven den Ursprung im Uhrzeigersinn umlaufen?

SchlieBlich ldsst sich in diesem System noch ein weiterer Losungstyp entdecken, der
gewissermallen die Grenze zwischen jenen beiden Typen bildet: eine Losungskurve, die
die Ruhelosung x*, mit der Ruhelosung x} verbindet. Diese Kurve lauft also fiir 1 — oo

Abb. 1.3 Verschiedene Lo- 8r
sungskurven des Pendels . 6
+
g af
—~
20
S 2
E or f ]
[
8
&0 —2f
<
= 4
=
-8

Winkel o

2 Da wir in unserem einfachen Pendelmodell keine Reibung modelliert haben, wird das Pendel nicht
gebremst, weswegen sich sowohl die Pendelbewegung als auch die Uberschlagsbewegung fiir alle
Zeiten fortsetzen.
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auf x} zu und fiir # — —oo auf x*,. Wie ist diese Losung physikalisch zu interpretieren?
Tatsichlich reprisentieren alle x;; mit geradem k denselben physikalischen Zustand: Das
Pendel hingt senkrecht nach unten. Analog kann man alle x; mit ungeradem k identifi-
zieren: sie entsprechen der Situation, dass das Pendel senkrecht nach oben steht. Dieser
Gleichgewichtspunkt ist allerdings instabil: Die kleinste Storung (z. B. durch ein leichtes
AnstoBlen) geniigt, um das Pendel zum Umfallen zu bringen. Dagegen ist der Gleichge-
wichtspunkt x stabil: Eine kleine Storung bewirkt lediglich, dass das Pendel anfingt,
ganz leicht zu pendeln. Die Losung entfernt sich also im instabilen Fall fiir beliebig kleine
Storungen sehr weit von der Ruhelage, wihrend sie im stabilen Fall fiir kleine Storungen
fiir alle zukiinftigen Zeiten nahe der Ruhelage verbleibt. Diesen physikalischen Begriff
von Stabilitdt und Instabilitdt kann man mathematisch prizisieren und anhand des Vek-
torfeldes f iiberpriifen, vgl. Kap. 7 und 8. Die Losungskurve, die x*; mit x{ verbindet,
entspricht nun gerade einem einmaligen Uberschlag des Pendels aus dem instabilen obe-
ren Gleichgewichtspunkt zuriick in denselben: das Pendel rotiert genau einmal und bleibt
dann wieder senkrecht stehen, eine Bewegung, die wegen der Instabilitit der Gleich-
gewichte x*, und x] zwar praktisch fast unmoglich zu realisieren ist, theoretisch aber
gleichwohl existiert.

Frage 4 Diein Abb. 1.3 eingezeichneten Losungskurven stehen jeweils stellvertretend fiir
eine ganze Familie von Kurven mit qualitativ gleichem Verhalten. Gibt es noch weitere,
qualitativ andere Losungskurven, die in Abb. 1.3 nicht eingezeichnet sind?

Die Differentialgleichung des Pendels weist also neben der unbeschrinkten wellenfor-
migen Losung drei verschiedene Losungstypen auf, die fiir ¢t € [0, 00) beschrdnkt sind:
Gleichgewichtspunkte (d.h. zeitlich konstante Losungen), periodische Losungen (d.h.
geschlossene Losungskurven), sowie asymptotische Losungen (d.h. Losungen, die fiir
t — oo gegen eine andere Losung, hier gegen einen Gleichgewichtspunkt, konvergie-
ren). Man konnte auf die Idee kommen, dass jede beschrinkte Losungskurve von einem
dieser drei Typen sein muss. Das ist jedoch nicht der Fall — um weitere Typen zu finden,
miissen wir allerdings Differentialgleichungen mit einem mindestens dreidimensionalen
Zustandsraum betrachten.

Das Lorenz-System Ein beriihmtes Beispiel ist das von Edward N. Lorenz® 1963 be-
trachtete System
X1 =0(x—x1)

Xy = pX1 — X3 — X1X3 (1.6)
)2?3 = X1Xp — ,3)(?3.

Es handelt sich um eine gewohnliche Differentialgleichung im R* mit drei reellen Pa-
rametern o, p und B, die Lorenz durch Vereinfachung von Gleichungen hergeleitet hat,

3 amerikanischer Mathematiker und Meteorologe, 1917-2008.
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Abb.1.4 Losungskurve im
Lorenz-System zum Anfangs-
wert (1,1,1)T

20 -50

die bestimmte Wetterphinomene modellieren. Alle Losungskurven dieses Systems sind
fiir t € [0,00) beschriinkt, aber fast alle sind weder konstant, noch periodisch, noch
asymptotisch. Abbildung 1.4 zeigt die (numerisch approximierte) schmetterlingsférmige
Losungskurve zum Anfangswert xo = (1,1,1)T (bzw. deren Anfang) mit den Parame-
terwerten c = 10, p = 28, f = 8/3. Es ist schwierig, ihr irgendeine makroskopische
GesetzmiBigkeit zuzuordnen — auSer der Tatsache, dass sie gelegentlich von der einen zur
anderen Seite des ,,Schmetterlings* wechselt.

Eine wesentliche Beobachtung von Lorenz war, dass der langfristige Verlauf einer Lo-
sungskurve sehr sensitiv vom gewihlten Anfangswert abhiingt. In Abb. 1.5 ist der zeitliche
Verlauf der x;-Komponente der Losungskurve aus Abb. 1.4 zusammen mit dem der Kurve
zum Anfangswert (1 + 10791, 1) dargestellt. Zunichst verhalten sich die beiden Losun-
gen praktisch identisch — was zu erwarten ist, da die Losungen stetig vom Anfangswert
abhidngen. Ab etwa ¢ = 30 allerdings verhalten sich die beiden Losungskurven trotz der
geringen anfidnglichen Abweichung vollig unterschiedlich. Dass dies kein Widerspruch
zur stetigen Abhiéngigkeit der Losungen vom Anfangswert ist, werden wir in Kap. 4 ge-
nauer untersuchen, vgl. die Diskussion nach Satz 4.2.

Fiir Losungskurven mit diesen Eigenschaften — beschrinkt, aber irreguldr, sowie sensi-
tiv abhingig vom Anfangswert — hat sich der Begriff chaotisch etabliert. Die Entdeckung
dieses Phianomens hat auch auflerhalb der Mathematik zu einem Paradigmenwechsel ge-

Abb. 1.5 Vergleich der zeitlichen Entwicklung der x;-Komponente zweier Losungskurven des
Lorenz-Systems zu den Anfangswerten (1, 1, 1)T (schwarz) und (1 + 107, 1, )T (grau)
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fiihrt: obwohl die ein natiirliches oder technisches System beschreibenden Gleichungen
deterministisch sind (also keine zufilligen Komponenten enthalten), kann es dennoch un-
moglich sein, den Zustand des Systems in ferner Zukunft zuverldssig vorherzusagen. Der
formale Beweis dafiir, dass die Losungen des Lorenz-Systems chaotisch sind, benétigt
Techniken, die iiber den Umfang dieses einfiihrenden Buchs deutlich hinaus gehen. Wir
werden aber in Kap. 11 zumindest beweisen, dass diese schmetterlingsférmige Menge —
ein sogenannter Attraktor — tatsachlich existiert.

1.1 Ubungen
Aufgabe 1.1 Bestimmen Sie alle Losungskurven der Differentialgleichungen X (¢) = ¢.

Aufgabe 1.2 Mit dem MATLAB Programm lorenzdemo* konnen die Losungen des
Lorenz-Systems grafisch dargestellt werden. Fiihren Sie damit numerische Experimente
durch, welche die sensitive Abhingigkeit vom Anfangswert belegen. Hinweis: Um zwei
Grafiken in dasselbe Koordinatensystem zu zeichnen, muss in MATLAB nach Erzeugen
der ersten Grafik die Anweisung hold on eingegeben werden.

Aufgabe 1.3 Mit dem MATLAB Programm pendel_anim* konnen interaktiv Losungen
der Pendel-Gleichung dargestellt werden. Wenn Sie darin den Parameter k auf O stellen,
erhalten Sie das in diesem Kapitel behandelte Modell. Finden Sie Anfangswerte, mit de-
nen Sie (zumindest ndherungsweise) die in Abb. 1.3 dargestellten Losungen erhalten und
tiberpriifen Sie anhand der Animation, welchen Bewegungen des Pendels diese entspre-
chen.

Aufgabe 1.4 Mit der MAPLE Anweisung df ieldplot konnen Vektorfelder grafisch
dargestellt werden. Fiihren Sie dies zunéchst fiir das auf der Hilfe-Seite der Anweisung
angegebene Beispiel durch und dndern Sie das Beispiel dann so ab, dass das Vektorfeld
des Pendels (1.5) dargestellt wird.

4 Erhiltlich unter http://www.dgl-buch.de.
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Lineare Differentialgleichungen

Die einfachste Differentialgleichung ist, abgesehen vom ,trivialen* Fall X = a, von der
Form

X =ax, 2.1

wobei @ € R eine Konstante ist. Die Gleichung modelliert die Eigenschaft, dass das
aktuelle Wachstum von x proportional zur aktuellen Grofle von x ist. Diese lineare Diffe-
rentialgleichung war uns bereits in der Einleitung bei der Modellierung der Entwicklung
einer Population begegnet. Die Losungen von (2.1) hatten wir dort als

x(t) = exp(at) xg (2.2)

kennengelernt. Hier ist x, eine beliebige reelle Zahl, die den Wert xo = x(0) der Losung
zum Zeitpunkt 1 = 0 festlegt, der sogenannte Anfangswert. Falls a # 0 ist, wachsen (fiir
a > 0) oder fallen (fiir a < 0) also alle Losungen exponentiell.

Gleichung (2.1) ist ein besonders einfacher Fall, die folgende Definition beschreibt die
allgemeine Form einer (autonomen) linearen Differentialgleichung.

Definition 2.1 Eine Differentialgleichung x = f(x) heif3it linear, falls das Vektorfeld f
als Funktion vom R? in den R linear ist, d. h. falls

fx+y)=f)+ f(y) und flax) =af(x)
fiir alle x, y € R und @ € R.

Ist das Vektorfeld linear, dann ist es von der Form f(x) = Ax mit einer (reellen)
d x d-Matrix A. Eine autonome lineare Differentialgleichung hat also die Form

X = Ax. (2.3)

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2016 9
L. Griine, O. Junge, Gewdohnliche Differentialgleichungen,
Springer Studium Mathematik — Bachelor, DOI 10.1007/978-3-658-10241-8_2
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Thre Losungen lassen sich formal genauso darstellen wie die der skalaren GI. (2.1):
x(t) = exp(At) xo 24

mit dem Anfangswert xo € R¢ und einer von A¢ abhingigen' Matrix exp(A4t) € R?*¢ . Im
folgenden Abschn. 2.1 werden wir kldren, was ,,exp(A4)* bzw. ,.exp(At)“ fir A € R9*d
bedeuten soll.

Man nennt die Differentialgleichung (2.3) autonom (oder auch eine lineare Differenti-
algleichung mit konstanten Koeffizienten), weil das Vektorfeld f(x) = Ax nicht von der
Zeit t abhidngt. Allgemeiner kann man nichtautonome Differentialgleichungen der Form

x(1) = f(t.x(1)) 2.5)

betrachten, hierist f : I x D — R?, I C R, D C RY, ein (zeitabhiingiges) Vektorfeld.
Eine nichtautonome lineare Differentialgleichung ist durch eine ,,zeitabhéngige Matrix*,
also eine Funktion # — A(?) gegeben:

X(t) = A(t)x(1).

Mit der Losung solcher Systeme werden wir uns in Abschn. 2.2 beschiftigen.

Frage 5 Formal kann man sich auf autonome Systeme beschrinken, da man einer nicht-
autonomen Differentialgleichung (2.5) eine autonome zuordnen kann, die ,,dieselben*
Losungen besitzt. Dazu fithrt man die neue Variable y = (¢,x) € I x D ein. Wie lau-
tet das zugehorige Vektorfeld g, so dass y = g(y) dieselben Losungen wie (2.5) hat?
Zusatzfrage: Falls (2.5) linear ist, ist dann auch y = g(y) linear oder zumindest affin
linear?

21 Autonome Systeme

Wie erwihnt lassen sich alle Losungskurven des Systems x = Ax in der Form x () =
exp(At) xo mit xo € R? darstellen. Als Motivation fiir die Definition der Exponential-
funktion exp(At) oder e’ fiir Matrizen? betrachten wir zunichst diagonale und diagona-
lisierbare Matrizen.

Diagonale Matrizen Falls A = diag(a,, ..., ay) eine Diagonalmatrix ist, nimmt X =
Ax eine besonders einfache Form an: das System ist entkoppelt, d. h. es liegen d vonein-
ander unabhingige skalare Gleichungen

X; = a;x,

"Fiir A € R%*? und ¢ € R bezeichnet At die Matrix, in der jeder Eintrag von A mit ¢ multipliziert
wird.
2 Wie im Reellen verwenden wir die Schreibweisen exp(At) und e’ synonym.
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Abb. 2.1 Losungskurven von X = Ax mit Diagonalmatrix 4 € R*>?. a A = diag(—1,-3),
b A = diag(—1,1)

i = 1,...,d, vor. Fiir den Anfangswert xo = (xo,... ,X0g)T sind deren Losungen
x; (t) = exp(a;t) xo;, es gilt also

exp(ait)
exp(At) = . . (2.6)

exp(agqt)

In Abb. 2.1 sind einige Losungskurven fiir zwei Systeme mit Diagonalmatrix und
verschiedenen Eigenwerten dargestellt. Man beachte, dass die Losungskurven in dieser
Abbildung im Zustands- oder Phasenraum R?, also dem Bildraum der Losungsfunktio-
nen ¢t +— x(t), dargestellt sind. Hier ist insbesondere die zeitliche Abhéngigkeit nicht
sichtbar. Eine solche Darstellung der Losung(en) nennt man Phasenportrait.

Frage 6 Wie sehen die Phasenportraits fiir die Systemmatrizen A = diag(1,1) und A =
diag(0, 1) aus?

Diagonalisierbare Matrizen Falls A diagonalisierbar ist, konnen wir das Problem auf
eines mit einer Diagonalmatrix zuriickfiihren, indem wir eine Koordinatentransformation
in eine Basis aus Eigenvektoren durchfiihren. Sei dazu V' zunichst eine beliebige inver-
tierbare d x d-Matrix und x (¢) Losung von (2.3). Dann gilt fiir z = V~'x wegen x = Vz
die Gleichung

=V x=V14x = v '4v:. 2.7)

Enthdlt V nun die Eigenvektoren von A, dann ist V!4V = L mit L =
diag(A4,...,As) und es folgt
=1Lz (2.8)
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a b
N\
1 1
g o g o
Y
-1 0 1 -1 0 1
T X1

1
Abb. 2.2 Losungskurven von ¥ = Ax, A = VLV ' und V = [151] a L = diag(—1,-3),
b L = diag(—1,1)

mit der Diagonalmatrix L, fiir die wir die Losungen bereits kennen. Die Losungen von
X = Ax sind damit x(¢) = Vz(t), bzw. explizit

exp(A1?)
x(t) = Vexp(Lt) V'xg=V Vxo

exp(Aqt)
mit beliebigem x, € R?. Fiir eine diagonalisierbare Matrix A muss also
exp(4) = Vexp(L) V! (2.9)

gelten, wobei L eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von A auf der Diagonalen und
V' die Matrix mit den zugehdrigen Eigenvektoren als Spalten ist. Beispielhafte Losungs-
kurven fiir diesen Fall finden sich in Abb. 2.2
Nehmen wir nun an, der Anfangswert X ist ein Vielfaches des Eigenvektors v; zum
Eigenwert A; von A4,
Xg = CV;.

Dann ist V™' xy = ¢V~'v; = ce; der i-te Einheitsvektor und fiir die Losung x(¢)

erhalten wir
x(t) = Vexp(Lt)V ™' xg

= Vexp(Lt)ce; (2.10)
= cexp(A;1) v;,

d.h. die Kurve x(¢) verbleibt in dem von v; aufgespannten Raum. Das Argument l4sst
sich leicht verallgemeinern und wir erhalten:

Proposition 2.2 Jeder Eigenraum E C R von A ist invariant fiir die Losungen x (¢) =
Vexp(Lt)V~'xg von x = Ax, d.h. gilt xo € E, dann gilt x(¢) € E fiir alle 7.

Frage 7 Beweisen Sie Proposition 2.2.
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Die Matrix-Exponentialfunktion Die skalare Exponentialfunktion exp : R — R ist als
unendliche Reihe definiert:

1 1
exp(x):1+x+5x2+§x3+....

Die Darstellung (2.6) der Exponentialfunktion fiir eine diagonalisierbare Matrix A ldsst
sich also umschreiben zu

exp(A11)
exp(At) =V !
exp(A,t)
=1+ V(L)V '+ V%(Lz)zv—l + V%(szV‘l + ...
=1+ At + %(Az)2 + %(Atf +...

Das motiviert die folgende

Definition 2.3 Fiir eine Matrix A € C9*¢ ist die Matrix-Exponentialfunktion exp(A)
definiert als

21 1 1
exp(A):ZEAk:I+A+2—!A2+§A3+... (2.11)
k=0

Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn die Reihe (2.11) fiir jede Matrix A € C?*¢
konvergiert. Das tut sie: Zur Begriindung betrachten wir die Frobeniusnorm ||A| =
(Zi,j |ai; 1)1/ von A. Fiir diese Matrix-Norm gilt | AB| < || A| || B]|, also

1 1
1+ || Al +5||A2|| . <14+ A4] + 5||A||2+...

exp([|Al])-

Zudem gilt fiir jeden Eintrag af/]-{) der Matrix A%, k > 1, die Ungleichung |af/1-{)| < | A*|;
fiir die Eintrige ai(](.)) von A° = I gilt |a§](-))| < 1. Folglich ist die Reihe links der Unglei-
chung eine Majorante fiir jeden Eintrag der Reihe 7 + A + %Az + ... — und damit ist
jeder Eintrag der Reihe (2.11) absolut konvergent.



14 2 Lineare Differentialgleichungen

Diese absolute Konvergenz erlaubt es, direkt die Ableitung der Funktion ¢ — exp(At)
zu bestimmen: wir diirfen jeden Matrixeintrag der Reihe gliedweise ableiten und erhalten

d d 1 1
— Aty = — [T + At + — A% + =A% + ...
ar P = 4 ( EER TR TR

_ 2 2 3 3.2
1
=4 (1 + At + 5(Az)2 + .. ) = Aexp(Ar),

also genau die gleiche Eigenschaft wie bei der skalaren Exponentialfunktion. Insbesonde-
re haben wir damit bestitigt, dass

x(t) = exp(At) x

eine Losung der linearen Differentialgleichung X = Ax mit x(0) = x, ist. Fiir eine
beliebige Zeit #y € R sieht man analog leicht, dass

x(t) = exp(A(t — 1)) xo (2.12)

eine Losung von X = Ax mit x (zp) = X ist. In dieser Darstellung wird ¢y als Anfangszeit
und xo wie bisher als Anfangswert bezeichnet. Tatséchlich ist (2.12) die eindeutige Lo-
sung, die die Bedingung x(#p) = x, erfiillt, wie wir im nichsten Kapitel ganz allgemein
zeigen werden.

Bemerkung 2.4 Wir wollen noch vier aus der Reihendarstellung folgende wichtige Beob-
achtungen machen, bevor wir weiter auf die Bestimmung der Matrix-Exponentialfunktion
eingehen:

(i) Falls AB = BA, so gilt fiir die Matrix-Exponentialfunktion die tibliche Funktional-

gleichung e*8 = e4eB,

(ii) Ist A = VBV ™! mit einer reguliren Transformationsmatrix ¥ € R, dann gilt
exp(4) = Vexp(B)V .

(ii1) Fiir eine Matrix mit Blockstruktur

Ay 0
A = T . 3
0 A,
wobei Ay, ..., A, quadratische Matrizen sind, folgt
exp(Ar) 0

exp(4) = - ,
0 exp(An)
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(iv) Ein Unterraum U C R, fiir den Ax € U gilt fiir alle x € U, heiBt invariant bzgl.
A. Fiir jedes x € U und ¢t € R gilt dann auch exp(A?)x € U (vgl. Prop. 2.2).

Frage 8 Was ist exp(At) fiir die Matrix A = |:(1) _01:| ?

Aus (ii) folgt, dass sich die Bestimmung der Matrix-Exponentialfunktion einer Matrix
A auf die Bestimmung von exp(B) einer geeigneten Normalform B von A zuriickfiihren
lasst (das hatten wir ja bereits fiir diagonalisierbare Matrizen ausgenutzt). Die Beob-
achtung in (iii) legt dabei nahe, eine Normalform mit Blockstruktur zu verwenden. Wir
werden daher im Folgenden die Jordan-Normalform von A verwenden.

Nicht-diagonalisierbare Matrizen Jede Matrix A € R9*¢ lisst sich auf Jordan-
Normalform® transformieren, d.h. zu jeder Matrix A € R¢*¢ gibt es eine regulire
Matrix V € R4*4 5o dass die Matrix

J=VAV
die folgende Gestalt hat:
Ji

J = . (2.13)
I

Die Jordan-Blocke J;,i = 1, ..., m, haben die Form
J = ] (2.14)

dabei ist A ein Eigenwert von A. Hat der Eigenwert A die geometrische Vielfachheit e,
dann taucht A in e Jordan-Blocken auf.

Beispiel 2.5 Im einfachsten nicht-diagonalisierbaren Fall liegt also ein 2 x 2-System der

folgenden Form vor:
)'c:|:a 1i|x:Ax, a € R.
0 a

Was ist exp(A¢?) in diesem Fall? Wir zerlegen die Matrix A,

0 a 0 0

3 Camille Jordan, franzosischer Mathematiker, 1838—1922.
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Abb. 2.3 Zeitlicher Verlauf 30
der Losung von Beispiel 2.5 o2
im Vergleich zum exponentiel- —e(2— 1)
len Verlauf 20
g
10
00 0.5 1.5 2

~ =

in eine Diagonalmatrix D und eine nilpotente* Matrix N. Da DN = ND, gilt nach
Bemerkung 2.4 exp(D + N) = exp(D) exp(N) und damit

exp(At) = exp((D + N)t) = exp(Dt) exp(Nt).

Die Exponentialfunktion der Diagonalmatrix D konnen wir bereits bestimmen, was ist
also mit exp(N)? Nun, da N2 = 0 und damit N¥ = 0 fiir k > 2, folgt sofort

exp(Nt) =1 + Nt.

Damit erhalten wir
exp(At) = exp(Dt)exp(Nt)

e 0 [1
0 e“||0 1
eat teat

- 0 et :

Wir erhalten also in der ersten Komponente der Losung x (1) = exp(At)xo einen in ¢
polynomiellen Anteil, sie lautet ndmlich explizit

x1(1) = e xo1 + e txpy

=" (xo1 + 1X02) -

Dass dieser Anteil durchaus einen signifikanten Effekt auf das qualitative Verhalten der
Losung haben kann, ist beispielhaft in Abb. 2.3 fiira = 2 und x° = (2, —1)T dargestellt.

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall

X = J,'X,

4 Eine quadratische Matrix N heiBit nilpotent, falls N k' =0 fiirein k € N.
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mit dem Jordan-Block J; aus (2.14). Wieder konnen wir die Systemmatrix J; zerlegen,

2 0 1 .
0o .
A 0
in eine Diagonalmatrix L = diag(A,...,A) und eine nilpotente Matrix N. Wieder gilt

LN = NL, also exp(L + N) = exp(L)exp(N). Ist N eine k x k-Matrix, dann gilt
Nk = N¥! = . = 0 und damit

1 1
N)=I+N+-N?>+... NEL
exp(N) N+ N+t D

Wir erhalten also insgesamt

exp(J;t) = exp(Lt) exp(Nt)

r 1.2 1,3 L k=1 ]
1 ¢t =t 51 _(k—l)!t
1,2 :
S 1 ¢ 5t
. 1 t (2.15)
oM 1
t
— 1 -

Zusammenfassend ergibt sich also das folgende Vorgehen zur Berechnung der Losung
einer linearen autonomen Differentialgleichung (2.3):

1. Berechne die Jordan-Normalform (2.13) und die zugehorigen Koordinatentransforma-
tionsmatrizen V und V!,

2. Berechne die Matrix-Exponential-Funktion exp(J;t) fiir die einzelnen Jordan-Blocke
gemil (2.15) und daraus die Gesamt-Matrix-Exponentialfunktion mittels (2.4).

3. Die Losung x(¢) mit x(f)) = Xxo ist dann gegeben durch x(¢) = Vexp(J(t —
lo)) V71X0 .

Bezeichnen v;y,...,v;iq,, i = 1,...,m, die Hauptvektoren (oder verallgemeinerten
Eigenvektoren) zum Eigenwert A; — also gerade die Eintriige der Matrix V' — und ist der
Anfangswert x, gegeben durch

m d;
x0=§ E QijVij,

i=1j=1
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so ergibt sich aus der Formel aus 3. mit etwas Rechnung die ausfiihrliche Losungsdarstel-
lung

m
(f— —to)di—1
x([) = E e’\’(' t())[ (Ol,‘] + (l — lo)()liz + ...+ %aidi> - Vi1
i=l1

(t—t)%i 2

+ (Oli2+(l‘—l‘0)06i3+-~+ @21 “"d") e

+ aidl‘ . Uid,']

Diese Formel ist beim Rechnen per Hand manchmal einfacher zu verwenden als die
Formel aus 3., weil sie ohne das Aufstellen der Jordan-Normalform und das explizite
Invertieren von V' auskommt.

Frage 9 Gilt die Aussage von Proposition 2.2 auch fiir die verallgemeinerten Eigenrdume
von A?

Komplexe Eigenwerte Die gerade diskutierten Losungsdarstellungen gelten gleicher-
malen fiir reelle wie fiir komplexe Eigenwerte. Zwar betrachten wir in diesem Buch nur
reelle Differentialgleichungen X = Ax — aber natiirlich kann auch eine reelle Matrix A
komplexe Eigenwerte besitzen. Gibt es eine reelle Interpretation der zugehorigen (kom-
plexen) Losungen?

Betrachten wir einen komplexen Eigenwert A = o +if € C von A und die zugehorige
Differentialgleichung des diagonalisierten Systems (2.8):

z=MAz, zeC. (2.16)

Ihre Losungen sind
z(t) = eMzg = e@TPIzy = ¢ eiPl 7 (2.17)

fiir einen beliebigen Anfangswert zo € C. Der Faktor ¢, der den Realteil o des Eigen-
werts A enthilt, bewirkt wieder ein exponentielles Anwachsen (o > 0) bzw. Abfallen
(o < 0) der Losung.

Der Faktor ¢'?’, in dem der Imaginirteil vorkommt, sorgt fiir eine Drehung um den
Ursprung: Stellen wir Real-und Imaginirteil der Losung z = a + i b explizit dar, so wird
aus (2.17)

a(t) +ib(t) = e* (cos Bt + i sin Bt)(ag + ibo),

beziehungsweise, wenn wir C mit dem R?2 identifizieren,

|:a(t) :|=eu,|:c?sﬁt — sin Bt :||:a0 :| 2.18)
b(t) sin Bt cos ft by
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a b c
1 1 1/ \
=0 =0 =0
ol -1 -1 /
\ V)
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Abb. 2.4 Losungskurven von Z = Az fiir zo = 1 und verschiedene A. a Re(A) < 0, b Re(A) = 0,
cRe(1) >0

Die 2 x 2-Matrix in dieser Darstellung der Losung dreht den Vektor (ag, by)T € R? um
den Winkel B¢ um den Ursprung. Die Losungskurve im R? bzw. in C liegt also fiir @ = 0
auf einem Kreis, vgl. Abb. 2.4b. Entsprechend hat sie fiir « # 0 die Form einer Spirale —
je nach Vorzeichen von « spiralt die Losung nach innen (¢ < 0) oder auen (o > 0).

Wenn wir die zeitliche Entwicklung des Realteils (oder des Imaginérteils) einzeln
betrachten, erhalten wir fiir « < 0 eine geddmpfte Schwingung, fiir « = 0 eine (unge-
didmpfte) Schwingung und fiir « > 0 eine angeregte Schwingung, vgl. Abb. 2.5.

Wie ldsst sich mit Hilfe dieser reellen Darstellung der Losung fiir die skalare Dif-
ferentialgleichung (2.16) nun die Losung des allgemeinen linearen Systems (2.3) reell
beschreiben? Betrachten wir dazu noch einmal die Darstellung (2.10) der Lésung von

X = Ax zum Anfangswert xo = v,

x(t) = eMv
= e P (u + iw),
a b c
1
; 10
5
T 0 50 T o
-5
; -1
“o 20 40 60 0o 20 40 60 % 20 40 6o

t t t

Abb. 2.5 Zeitliche Entwicklung des Realteils a(z) der Losung von z = Az fiir zo = 1 und ver-
schiedene A.a Re(A) < 0, b Re(1) = 0,cRe(A) >0
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wobei v = u + iw der Eigenvektor zum Eigenwert A = o + i von A ist. Schreiben wir
x(t) = a(t) + ib(t), dann erhalten wir

a(t) +ib(t) = e* (cos Bt + i sin Bt)(u + iw).

Wir erhalten also fiir jeden komplexen Eigenwert A = o + i von A zwei (linear
unabhingige) reelle Losungen zum Anfangswert v = u 4 i w, ndmlich

a(t) = e* (ucos Bt —wsin Bt) sowie
b(t) = €*"(usin Bt + w cos Br).

Die Losungskurve liegt also in dem von Realteil ¥ und Imaginirteil w des Eigenvektors
v aufgespannten Unterraum span(u, w) des R? — das qualitative Verhalten ist das Gleiche
wie fiir (2.17), vgl. Abb. 2.4. Betrachten wir wieder die zeitliche Entwicklung des Real-
teils (oder des Imaginirteils) einzeln, so erhalten wir wieder jeweils Schwingungen, und
zwar innerhalb des von u und w aufgespannten zweidimensionalen reellen Unterraums.
Innerhalb dieses Unterraums ist die Losung also wieder von der Form (2.18).

Nun bendtigen wir zur reellen Darstellung der Losung(skomponente) zu einem kom-
plexen Eigenwert also einen zweidimensionalen Unterraum — miissen wir also ein Dif-
ferentialgleichungssystem hoherer Dimension betrachten, wenn wir die Losungen reell
darstellen wollen? Nein, denn da A reell ist, ist mit jedem Eigenwert A von A mit zuge-
horigem Eigenvektor v auch der komplex konjugierte Wert A Eigenwert von A, und zwar
zum Eigenvektor 7: Aus Av = Av folgt Av = Av und da A reell ist, gilt A = A, ins-
gesamt also Av = A9. Realteil w und Imaginérteil —u des Eigenvektors v = w —iu
spannen aber denselben (reellen) Unterraum auf wie w und u.

Frage 10 Skizzieren Sie die Losungen der Differentialgleichung X = |:(1) _Oli| x.

2.2 Nichtautonome Systeme

Bei einer nichtautonomen Differentialgleichung X(z) = f(¢, x(¢)) ist das Vektorfeld f
zeitlich variabel. Als einfachster Fall modelliert eine skalare nichtautonome lineare Glei-
chung’

X =a(t)x (2.19)

die Entwicklung einer Population, deren Wachstumsrate a(¢) von der Zeit abhéngt (z. B.
weil sich die Temperatur oder andere Umgebungsbedingungen 4ndern). Hierista : I —

3 Mit dieser Schreibweise ist gemeint, dass wir eine Funktion x suchen, die die Gleichung x () =
a(t)x(¢) fir alle t € [ erfiillt.
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N =
Av@

-2 -1 0 1 2 -4 -2 0 2 4
t t

Abb. 2.6 Losungskurven nichtautonomer skalarer linearer Differentialgleichungen zu verschiede-
nen xo = x(t). ax(t) =t x(t),t0 =0,bx(¢t) = cos(t) x(¢),70 =0

R eine auf einem gewissen Intervall / definierte stetige Funktion. Die Losungen von
(2.19) lassen sich als

t
x(t) =exp /a(r) dt | xo (2.20)
fo
mit beliebigem xy € R darstellen (wie man leicht durch Ableiten dieser Funktion nach-
priift). Natiirlich gilt die Darstellung nur fiir 7o, ¢ € I, auBerdem gilt offensichtlich x (ty) =
X0-

Beispiel 2.6 Die Losungen der Differentialgleichung
x(@t)=tx
sind
t
x(t) = exp [tdt xp = /2 x,

lo

vgl. Abb. 2.6a. In Abb. 2.6b sind die Losungen von
X(t) = cos(t) x
fiir verschiedene xo = x (0) dargestellt.

Nichtautonome lineare Systeme FEin nichtautonomes lineares System von Differential-

gleichungen ist von der Form
X = A(t) x, (2.21)
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wobei A : I — R9*“ eine auf einem Intervall I definierte stetige matrixwertige Funktion
ist. Zundéchst ist zu beachten, dass die matrixwertige Verallgemeinerung von (2.20) — also
mit A(7) an Stelle von a(zr) — keine giiltige Losungsformel liefert: die Uberpriifung der
Losungseigenschaft scheitert daran, dass exp ( / r; A(7) dr) und A(¢) im Allgemeinen
nicht kommutieren.

Man kann durch Spezialisierung des allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes,
den wir im néchsten Kapitel kennenlernen werden, zeigen, dass (2.21) eine auf ganz [/
definierte eindeutige Losung x hat, die zur Zeit #, einen beliebigen Anfangswert x, =
x(to) € R annimmt. Im folgenden bezeichnen wir diese Losung fiir € I mit x (¢; £y, xo).

Um eine allgemeine Darstellung der Losung zu finden, machen wir uns zunéichst Ge-
danken iiber die Struktur der Losungsmenge

X={x:1->R|%=A(t)x}

von (2.21). Offensichtlich ist die Nullfunktion x(-) = 0 eine Losung. Kennen wir zwei
Losungen x und y, dann gilt

St ) = 4 = A+ 4@ = A ),

also ist x 4+ y ebenfalls eine Losung. Analog schlieft man, dass fiir jede reelle Zahl «
auch ax eine Losung ist. Die Menge X ist also ein Vektorraum. Welche Dimension hat
X ? Zur Beantwortung dieser Frage konstruieren wir einen Isomorphismus von X in einen
Vektorraum, dessen Dimension wir kennen: wir betrachten die lineare Abbildung S :
X —> R4,

S(x) = x (),

wobei #; ein beliebiger Zeitpunkt aus / ist. Diese Abbildung ist injektiv, denn zu gegebe-
nem x, € R ist die Losung x € X mit x(ty) = X, eindeutig (vgl. Satz 3.6 im nichsten
Kapitel). Sie ist auerdem surjektiv, da wir x, beliebig wihlen konnen. Die Abbildung S
ist also ein Isomorphismus von X auf den R und daher hat X die Dimension d. Insge-
samt haben wir also folgenden Satz bewiesen:

Satz 2.7 Die Losungsmenge X von (2.21) ist ein d-dimensionaler Vektorraum.

Folglich Idsst sich jede Losung x € X als Linearkombination einer Basis ¢y, ..., ¢4
von X darstellen:
x(t) = @(t)c,

wobei die Matrix @(t) = [@1(t) ... @4 (2)] spaltenweise aus Basisfunktionen — also aus
d linear unabhiingigen Losungen von (2.21) — besteht und ¢ € R¢ die Koeffizienten der
Basisdarstellung enthilt. Jede Basis von X liefert dabei natiirlich eine andere Matrix.
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Eine spezielle Basis von X ist dabei besonders angenehm: jene, fiir die ¢; (zp) = e; gilt
(fiir einen beliebigen, aber eben fiir alle ¢; gleichen Zeitpunkt ¢y € I). Dann ist ®@(¢y) die
Einheitsmatrix, also @(zy)c = ¢ und somit

c = D(ty)c = x(ty) = xo.

Natiirlich variiert diese angenehme Basis in der Regel mit dem gewihlten Anfangszeit-
punkt #y, d. h. wir erhalten eine einparametrige Familie ¢ (¢; 1)), ..., @q(¢; %), to € I, von
Basisfunktionen.

Definition 2.8 Die Funktion
(t:10) > D(1:10)
mit D(;19) = [p1(t: 1) . . . pa (t; to)] heiBt Ubergangsmatrix oder Fundamentalmatrix des
Systems (2.21) (zur Anfangszeit t;).
Frage 11 Uberpriifen Sie, dass im autonomen Fall (¢ 7)) = exp(A(t — t,)) gilt.

Die Losung x(¢) = x(t;t9, xo) des nichtautonomen Systems (2.21), die zur Zeit ¢y den
Wert x annimmt, lisst sich somit in der Form

x (519, x0) = D(t:19)x0

darstellen. Fiir festes ¢ und ¢, ist die Abbildung xo > x(¢; ty, X¢) also linear!
Die Ubergangsmatrix hat auBerdem die folgenden (,,Fluss“-) Eigenschaften, denen wir
in allgemeinerer Form in Kap. 9 wieder begegnen werden:

Proposition 2.9 Es gilt

1. @(Z‘o;lo) =1,
2. @(s;)P(t; 1) = D(s;10) und
3. ®(1:19)" = Dt 1)

fiir alle #o,¢,5 € 1.

» Beweis Die Eigenschaft (1) ist per Definition von @ erfiillt. Die Eigenschaft (3) folgt
unmittelbar aus (2) fiir s = #y. SchlieBlich gilt (2), da beide Seiten der Gleichung das
Anfangswertproblem

U(s) = AW (s), ¥(1) = D(t:10)

mit Anfangszeit ¢ l16sen, dessen Losung eindeutig ist (vgl. erneut den allgemeinen
Existenz- und Eindeutigkeitssatz 3.6, den man hier auf Spalten der Matrix ¥(s) an-
wendet). O
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2.3 Inhomogene lineare Systeme

Die bisher in diesem Kapitel betrachteten linearen Differentialgleichungen nennt man ho-
mogen. Eine inhomogene lineare Differentialgleichung ist von der Form

X =A(t)x +b(), (2.22)
wobei b : I — R? eine stetige Funktion ist. Die Struktur der Losungsmenge
Xy={x:1—>R|%=A@)x +b(t)}

ergibt sich wie bei linearen Gleichungssystemen aus der zugehorigen homogenen Glei-
chung: ist x; € X, eine Losung von (2.22) und x € X eine Losung der zugehdrigen
homogenen Gleichung X = A(f)x, dann ist auch x; + x eine Losung von (2.22). Sind
umgekehrt x; und X; zwei Losungen von (2.22), dann ist x; — X; eine Losung der homo-
genen Gleichung. Wir erhalten also:

Satz 2.10 Die Losungsmenge X}, von (2.22) ist ein d-dimensionaler affiner Unterraum,

X, = x, + X.

Tatsdchlich ldsst sich mit Hilfe der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung die
Losung der Differentialgleichung (2.22) mit Anfangswert x (zy) = x¢ explizit darstellen:

Die Funktion
t

xs(t) = @(t; 1) X0 + / D(t;5)b(s)ds (2.23)
fo
erfiillt x;(zy) = x( und besitzt die Ableitung
t
Xs(t) = A@t) D(t;t0) xo + b(2) + / A@) D(t;5)b(s)ds

fo

= A(t) x;(t) + b(t)

und ist daher die gesuchte Losung. Hier ist @(¢; ty) wieder die Ubergangsmatrix des zu-
gehorigen homogenen Systems.

2.4 Ubungen

Aufgabe 2.1 Stellen Sie die Losungen des linearen Systems

. 111 4
X=-= X
3(—4 11

in der Form x () = M(t)x, dar.
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Aufgabe 2.2 Geben Sie zwei Matrizen A und B an, so dass

exp(A4 + B) # exp(A) exp(B).

Aufgabe 2.3 Beweisen Sie die folgende Aussage (vgl. Proposition 2.2): Jeder verallge-
meinerte Eigenraum von A ist invariant (d.h. gilt x(zy) € E fiir eine Losung x von
X = Ax, dann auch x(¢) € E fiir alle ¢).

Aufgabe 2.4 Gegeben sei die Matrix
4= a b
—b a

(i) Berechnen Sie die Matrix-Exponentialfunktion e’ von A.
(i) Geben Sie eine reelle Darstellung der Losungen von X = Ax an.
(iii) Skizzieren Sie das Phasenportrait der Losungen fiir die vier Fille
1) a>0,b=0
2) b>0,a=0
3) a>0,b>0
4 a<0,b>0

mita,b € R.

A

Hinweis: Bei allen Aufgabenteilen kann MAPLE niitzlich sein.

Aufgabe 2.5 Verwenden Sie die Techniken dieses Kapitels, um die Losung der nicht-
linearen Differentialgleichung
X2
X =] —x3x;
0

mit x(0) = (a, b, ¢)T fiir alle a, b, ¢ € R zu berechnen.
Hinweis: Bestimmen Sie zuerst x3(z).

Aufgabe 2.6 Es sei g : R — R eine stetige Abbildung mit lim,_., g(¢) = 0. Zeigen
Sie, dass alle Losungen der d -dimensionalen inhomogenen linearen Differentialgleichung

XxX=—x+4+g@)

fiir 1 — oo gegen Null konvergieren.



Losungstheorie

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
gewohnlicher Differentialgleichungen der Form

¥ = f(t.x). 3.1)

Hierbei ist f : D — R? ein zeitabhingiges stetiges Vektorfeld mit Definitionsmenge
D C R x R, d.h. f ist definiert fiir jedes Paar (¢,x) € D.Im einfachsten Fall ist f
global definiert, also D = R x R?. Im autonomen Fall (1.3) hiingt f nicht von der Zeit
t ab, daher betrachten wir die Definitionsmenge D in diesem Fall als eine Teilmenge von
R4,

3.1 Umformung in eine Gleichung erster Ordnung

Gleichung (3.1) ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung, da nur eine
erste Ableitung auftritt. Zudem liegt Gl. (3.1) in expliziter Form vor, da sie nach der hochs-
ten auftretenden Ableitung X aufgeldst ist. Gewohnliche Differentialgleichungen aus den
Anwendungen sind oft nicht in dieser Form gegeben. Ein Beispiel dafiir ist die Pendel-
gleichung

—gmsin(y) = mjy,

die wir bereits in der Einleitung betrachtet haben und bei der y € R den Winkel « des Pen-
dels beschreibt. Diese Gleichung ist nicht von erster Ordnung (weil die zweite Ableitung
¥ auftaucht) und auch nicht explizit (weil j nicht alleine steht).

Man kann Gleichungen hoherer Ordnung aber stets in die Standardform erster Ordnung
tiberfithren. Um diese Umformung zu erldutern, betrachten wir die allgemeinste Form
einer gewohnlichen Differentialgleichung, ndmlich eine Gleichung n-ter Ordnung in im-
pliziter Form

F(t,y,yV,....y") =0,
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inder y®,k = 1,...,n, die k-te zeitliche Ableitung der gesuchten Funktion y : R — R/
bezeichnet und n > 1 die Ordnung der Gleichung ist. Wir nehmen nun an, dass sich diese
Gleichung nach der hochsten auftretenden Ableitung y™ auflosen lisst', sich also als
explizite Gleichung n-ter Ordnung

y(") =G@,y,..., y("fl)) 3.2)

fiir eine geeignete Funktion G : D — R! mit Definitionsbereich D € R x (R')" =
R x R" schreiben lisst. Fiir die Pendelgleichung erhalten wir hier n = 2 und

G(t,y,y") = —g sin(y).

Um die GI. (3.2) in die Form (3.1) umzuschreiben, fiihren wir den Vektor

y
1)
x=1 . e R,
y(nfl)
dessen Komponenten wir mit x;,i = 1,...,d = nl bezeichnen. Dann gilt
C o
y(l) +
y(z) X142
X = . = : =: f(t, x). (3.3)
: )
(n) n
Y L G(t.x) |

Die Funktion y erfiillt daher genau dann die Gl. (3.2), wenn x die GI. (3.1) mit f aus (3.3)
erfiillt. Daher konnen wir stets annehmen, dass die zu betrachtende Differentialgleichung
in der Form (3.1) vorliegt.

Frage 12 Modelliert man im Pendel auch die Reibung (in der Aufhéngung, oder die
Luftreibung), so erhilt man die Gleichung

gmsin(a) + kma + ma = 0,

wobei k > 0 die Stirke der Reibung angibt. Wie lautet diese in Form einer expliziten
Gleichung erster Ordnung?

!Ist dies nicht der Fall, so liegt eine Differential-Algebraische Gleichung vor, deren Losungstheorie
wir in diesem Buch nicht behandeln.
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3.2 Anfangswertprobleme

Eine gewohnliche Differentialgleichung in der Form (3.1) kann unendlich viele Losungen
besitzen. Als Beispiel betrachte die einfache reelle lineare Differentialgleichung

X =x,

fiir die man leicht nachrechnet, dass die Funktion x(¢) = Ce' fiir beliebiges C € R
eine Losung ist. Ein Eindeutigkeitsresultat kann man also nur erzielen, wenn man die
Problemstellung ,.Lose die Gleichung (3.1)* so prizisiert, dass aus den unendlich vielen
Konstanten C eine eindeutige Konstante ausgewihlt wird.

Dies erreichen wir, indem wir zu der GI. (3.1) eine sogenannte Anfangsbedingung hin-
zunehmen.

Definition 3.1 Ein Anfangswertproblem besteht darin, eine Losung x (¢) einer gegebenen
Differentialgleichung (3.1) zu finden, die fiir eine Anfangszeit ty € R und einen Anfangs-
wert xo € R? mit (f, xo) € D die Bedingung

x(lo) = Xy 3.4)

erfiillt. Das Paar (¢y, xo) nennen wir Anfangsbedingung und die dadurch charakterisierte
Losung bezeichnen wir mit x (¢; ¢y, Xxo).

Fiir unsere einfache lineare Differentialgleichung sieht man leicht, dass die Konstante
C in x(¢t) = Ce' durch die Anfangsbedingung eindeutig festgelegt wird: Aus x (7)) =
Ce' = x, folgt ndmlich sofort
C = xpe™™.

Dieser Sachverhalt ist in Abb. 3.1 dargestellt. Von den vielen verschiedenen dargestellten
Losungen erfiillt nur eine — ndmlich die durchgezogen dargestellte — die durch den Punkt
angedeutete Anfangsbedingung x(0) = 1.

Integralgleichungen Im Folgenden werden wir beweisen, dass Anfangswertprobleme
tatsdchlich fiir eine grofle Klasse von Differentialgleichungen eindeutige Losungen besit-
zen. Dazu bendtigen wir noch ein wichtiges Hilfsmittel, das eine einfache Folgerung aus
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist.

Lemma 3.2 Fiir das Anfangswertproblem (3.1), (3.4) mit Anfangsbedingung (¢, xo) € D,
ein offenes Intervall / mit #y € I und eine stetige Funktion x : / — R gilt: Die Funkti-

on x(¢) ist genau dann eine stetig differenzierbare Losung des Anfangswertproblems fiir
t € I, wenn sie die Integralgleichung

x(t) = xo + / f(s,x(s))ds 3.5)

fiir alle ¢ € I erfiillt.
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Abb. 3.1 Verschiedene Losungen der Gleichung x(¢) = x(¢)

» Beweis Es sei x(¢) eine stetig differenzierbare Losung des Anfangswertproblems.
Dann gilt x(¢) = f(¢,x(¢)) firt € I und damit auch

t

/X(s)ds = ff(s,x(s))ds.

fo

Fiir die linke Seite dieser Gleichung folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung und der Anfangsbedingung

t

/)'c(s)ds = x(t) — x(t)) = x(t) — xo.

lo

Also ist die angegebene Integralgleichung erfiillt.

Umgekehrt erfiille eine stetige Funktion x die Integralgleichung. Dann ist f(z, x(¢))
stetig in 7, weswegen das Integral auf der rechten Seite der Integralgleichung und damit
auch x(¢) selbst stetig differenzierbar nach ¢ ist. Wir konnen also beide Seiten der Inte-
gralgleichung nach ¢ ableiten und erhalten so

d t
i) = £ [ £6.x60ds = fex@).
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womit die Differentialgleichung erfiillt ist. Wegen

x(to) = xo + [ F(s.x())ds = xo

N————
=0

ist auch die Anfangsbedingung erfiillt. O

Beachte, dass dieses Lemma neben der Aquivalenz von Anfangswertproblem und In-
tegralgleichung noch ein Detail liefert, das sich im Folgenden als sehr niitzlich erweisen
wird: Wenn eine stetige Funktion x (¢) die Integralgleichung (3.5) mit stetigem f erfiillt,
so ist dieses x () ,,automatisch* stetig differenzierbar.

Frage 13 Angenommen, das Vektorfeld f hingt nicht von x, sondern nur von ¢ ab. Wel-
che Interpretation hat in diesem Fall der Wert x (¢) der Losung des Anfangswertproblems
X = f(t), x(t9) = 0 zum Zeitpunkt ¢?

3.3 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Der Banachsche Fixpunktsatz Der in diesem Abschnitt formulierte und bewiesene
Existenz- und Eindeutigkeitssatz ist eine der klassischen Anwendungen des Banachschen
Fixpunktsatzes?, den wir zunichst wiederholen. Wir benétigen dazu drei Begriffe: Es sei
V ein Vektorraum mit einer Norm || - ||. Der Raum V ist ein Banachraum, wenn jede
Cauchy-Folge in V' gegen ein Element in V' konvergiert. Eine Kontraktion (lat. contra-
here: zusammenziehen) ist eine Abbildung 7 : B — B, B C V, fiir die eine Konstante
k < 1 existiert, so dass

IT(x) =TWllv < kllx = ylv (3.6)

fiir alle x, y € B. Ein Fixpunkt von T ist ein Punkt x* € B mit T (x*) = x*.

Satz 3.3 Essei V ein Banachraum, B C V abgeschlossen und 7 : B — B eine Kontrak-
tion. Dann existiert ein eindeutiger Fixpunkt x* € B von T'.

» Beweis Wihle ein beliebiges xy € B und betrachte die induktiv fiirm = 0,1,2,...
definierte Folge
Xm+1 = T(-xm) € B.

Aus der Kontraktionsungleichung (3.6) folgt induktiv

1T (m) = T maD)lly < KIT (1) = T Cen)lly < ... < k™ llxo = T'(x0) [l

2 Stefan Banach, polnischer Mathematiker, 1892-1945.
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Damit folgt fiirallen > m > 1

1t = Xl = 1T Com—1) = T (a0 v
n-2
< TG =Ty

I=m—1

n—2
> Kxo = T(xo)lv

1

IA

/

< k" K xo = T(xo) v
=0

m—1
% [l x0 — T (xo0) ||y

=

Weil k™! gegen 0 konvergiert fiir m — oo, ist x,, eine Cauchy-Folge, die wegen der
Banachraum-Eigenschaft von V' gegen einen Grenzwert x* € 1/ konvergiert, der wegen
der Abgeschlossenheit von B auch wieder in B liegt. Fiir diesen gilt wegen der (aus der
Kontraktionsungleichung (3.6) folgenden) Stetigkeit von T

T(x*)=T(lim x,) = lim T(x,) = lim x,4; = x%,

x* ist also ein Fixpunkt. Um die Eindeutigkeit zu zeigen, seien x* und x** zwei Fixpunkte
von T in B. Dann gilt

lx* = x* [y = IT(x*) = T(x*)ly < kllx™ = x™ly,
was wegen kK < 1 nur fiir [ x* — x**||y = 0, also x* = x** gelten kann. O

Der Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes beruht nun darauf, diesen Satz auf
den Vektorraum der potentiellen Losungen des Anfangswertproblems anzuwenden. Hier
kommt uns nun das im Anschluss an Lemma 3.2 erwihnte Detail zu Gute: Wenn wir im
Beweis mit der Integralgleichung (3.5) statt mit dem Anfangswertproblem arbeiten, so
reicht es, hier den Raum der stetigen Funktionen zu betrachten, da eine in diesem Raum
gefundene Losung der Integralgleichung (3.5) automatisch auch stetig differenzierbar ist.

Der Banachraum der stetigen Funktionen Das folgende Lemma zeigt, dass dieser
Raum beziiglich der co-Norm einen Banachraum bildet.

Lemma 3.4 Mit der Norm

[xlloo := sup [[x ()],
tel

wobei ||-|| eine beliebige Norm auf dem R? bezeichnet, ist der Raum C (I, R?) der stetigen
Funktionen x : I — R fiir jedes abgeschlossene Intervall / € R ein Banachraum.
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» Beweis Die Vektorraumeigenschaft ist klar, da Summen und skalare Vielfache stetiger
Funktionen wieder stetige Funktionen sind. Zu zeigen bleibt, dass der Raum vollstindig
ist, d.h. dass jede Cauchy Folge x; € C(I,R?), k € N, gegen ein x* € C(I,RY)
konvergiert.

Da der R? ein Banachraum ist und die Folge x; (¢) fiir jedes feste t € I eine Cauchy-
Folge in R? ist, existiert fiir jedes t € I der Grenzwert x*(¢) := limy_, o xx(¢). Wir
zeigen, dass die so definierte Funktion x* : I — R stetig und Grenzwert der Cauchy-
Folge bzgl. || - || ist. Dabei beweisen wir die Stetigkeit mit dem e-6-Kriterium, d. h. wir
zeigen, dass zu beliebigem ¢ > O und ¢ € [ ein § > 0 existiert, so dass

lx*(1) = x*(s)ll < ¢

gilt fiir alle s € (t — 8,7 + 6) N . Da die x; eine Cauchy-Folge beziiglich || - ||« bilden,
existiert k* € N, so dass ||xx — X;||cc < &/4 gilt fiir alle k,/ > k*. Damit folgt fiir alle
t € I undalle k > k*

(0 =@l = | Jim () = xeO] = Jim 50 = x| < e/4. G

Dies zeigt || x*—xi ||oo < &/4 fiiralle k > k*, weswegen x; bzgl. der Norm ||| gegen x*

konvergiert. Wegen der Stetigkeit von x;+ existiert nun § > 0 mit ||xz+(¢) —x+ (s)|| < &/2
firalle s € (t —§,¢ + §) N I. Daher folgt mit der Dreiecksungleichung und (3.7)

[l () = x* ()|
< X0 = X O + Ik (8) = xi= O] + [|x7(5) = X (9) | < &

<e/4 <e/2 <e/4

fiir alle diese s und damit die Stetigkeit von x*. O
Existenz und Eindeutigkeit Zum Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes miis-
sen wir noch eine weitere Forderung an das Vektorfeld stellen.

Definition 3.5 Das Vektorfeld f : D — R heiBt (lokal) Lipschitz-stetig® in x, wenn fiir
jede kompakte Teilmenge K C D eine Konstante L > 0 existiert, so dass die Ungleichung

I £t x1) = f(t, x2)|l = Lllx1 — x2|
fiir alle (¢, x1), (¢, x2) € K gilt.

Mit dieser Eigenschaft konnen wir den Satz nun formulieren und beweisen.

3 Rudolf Lipschitz, deutscher Mathematiker, 1832—-1903.
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Abb. 3.2 Mengen im Beweis 2 A
von Teil 1

to

Satz 3.6 Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung (3.1). Das Vektorfeld f sei ste-
tig und Lipschitz-stetig in x.

Dann gibt es fiir jede Anfangsbedingung (¢, xo) € D genau eine Losung x (¢; ¢y, xo)
des Anfangswertproblems (3.1), (3.4). Diese ist definiert fiir alle # aus einem offenen
maximalen Existenzintervall I, ., € R mitty € Iy .

> Beweis Teil 1: Wir zeigen zunichst, dass es fiir jede Anfangsbedingung (¢, xo) € D
ein abgeschlossenes Intervall J um #, gibt, auf dem die Losung existiert und eindeutig ist.

Dazu wihlen wir ein beschréinktes abgeschlossenes Intervall I um ¢y und ein & > 0, so
dass die kompakte Umgebung U = I x B,(x() von (ty, xo) in D liegt (dies ist moglich,
da D eine offene Menge ist). Da f stetig ist und U kompakt ist, existiert eine Konstante
M, sodass || f(z,x)] < M fiir alle (¢, x) € U gilt. Wir wéhlen nun J = [tp — §, %y + §]
wobei § > 0 so gewihlt ist, dass J C [ giltund L§ < 1 sowie M § < ¢ erfiillt ist, wobei
L die Lipschitz-Konstante von f fiir K = U ist. Alle somit konstruierten Mengen sind in
Abb. 3.2 dargestellt.

Nun verwenden wir zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der Losung auf J
den Banachschen Fixpunktsatz auf dem Banachraum C(J, R?) mit der Norm || - || o0, vel.
Lemma 3.4. Auf C(J,R?) definieren wir die Abbildung

T:C(J,RY) — C(J.RY), Tx)(@):= xo—l—/f(r,x(r))dr.

Beachte, dass fiir jedes ¢ € J und jedes x € B := C(J, B.(xo)) die Ungleichung

t t
1T - xol) = [ Frx(@)de| < [ | fr.x(@)] de
——————
fo 0 <M, weil (t.x(1))eU
<éM < ¢

gilt, weswegen T die Menge B in sich selbst abbildet.
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Um den Banachschen Fixpunktsatz auf dieser Menge anzuwenden, miissen wir zeigen,
dass T : B — B eine Kontraktion ist, also dass (3.6) gilt fiiralle x, y € Bundeink < 1.
Diese Eigenschaft folgt fir k = L§ < 1 aus

teJ

I7() = T(3) oo = sup [ Fr.x(0)d - / Fr.y()dx

< sup [ | (e x (@) — fe (@) dr

teJ

fo <LIx(@=y@I=<Llx=ylo

<sup|t —t|Ll|lx = yllec = SL[x = ylloc.
teJ
Also sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt, weswegen T'
einen eindeutigen Fixpunkt x € B, also eine ,,Fixpunktfunktion®, besitzt. Da diese Fix-
punktfunktion x nach Konstruktion von 7" die Integralgleichung (3.5) erfiillt, ist sie nach
Lemma 3.2 eine stetig differenzierbare Losung des Anfangswertproblems.

Es bleibt zu zeigen, dass diese eindeutig ist, dass also kein weiterer Fixpunkt y €
C(J.R?) existiert. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt bereits, dass in B =
C(J. B.(xo)) kein weiterer Fixpunkt von T liegt. Zum Beweis der Eindeutigkeit reicht es
also zu zeigen, dass auflerhalb von B kein Fixpunkt y liegen kann. Wir beweisen dies per
Widerspruch: Angenommen, es existiert eine Fixpunktfunktion y ¢ B von T, d. h. es gilt
|y(¢) — xo|| > e fiirein ¢ € J, fiir das wir 0. B.d. A. t > t;, annehmen. Dann existiert aus
Stetigkeitsgriinden ein ¢* € J mit ||y (t*) — xo|| = & und y(s) € B, (xo) fir s € [to,1*].
Damit folgt

t*

e=|ly*) = x| = /f(s,y(S))a’s =< /Ilf(s,y(S))lldS

<@t —1)M < M,

was wegen 6M < & ein Widerspruch ist. Daher liegt jeder mogliche Fixpunkt y €
C(J.R?) von T bereits in B, womit die Eindeutigkeit folgt.

Zusammenfassend liefert uns Teil 1 des Beweises also, dass lokal — also auf einem
kleinen Intervall J um # — eine eindeutige Losung x (t) = x(¢; ¢y, xo) existiert. Dies ist
die Aussage des Satzes von Picard-Lindelof*, der in vielen Biichern als eigenstindiger
Satz formuliert ist.

Teil 2: Wir zeigen als nidchstes die Eindeutigkeit der Losung auf beliebig grofen In-
tervallen /. Seien dazu x und y zwei auf einem Intervall / definierte Losungen des

4 Charles Picard, franzosischer Mathematiker, 1856—1941
Ernst Lindelof, finnischer Mathematiker, 1870—-1946.
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Anfangswertproblems. Wir beweisen x(¢) = y(¢) fiir alle t € I per Widerspruch und
nehmen dazu an, dass ein ¢ € [ existiert, in dem die beiden Losungen nicht iiberein-
stimmen, also x(¢) # y(¢). O.b.d. A. sei t > t,. Da beide Losungen nach Teil 1 auf J
tibereinstimmen und stetig sind, existieren #, > #; > f, so dass

x(t)) =y(t) und x(t) # y(¢) firalle t € (t,1,) (3.8)

gilt. Offenbar 16sen beide Funktionen das Anfangswertproblem mit Anfangsbedingung
(t1,x(t1)) € D. Aus Teil 1 des Beweises folgt die Eindeutigkeit der Losungen dieses
Problems auf einem Intervall J um #;, also

x(t) = y(¢) firallet € 7.

Da J als Intervall um t; einen Punkt # mit #; < ¢ < 1, enthilt, widerspricht dies (3.8),
weswegen x und y fiir alle r € [ {ibereinstimmen miissen.
Teil 3: SchlieBlich zeigen wir die Existenz des maximalen Existenzintervalls. Fiir J
aus Teil 1 definieren wir dazu
t* := sup{s > 1| es existiert eine Losung auf J U [to, s)}
sowie
t~ = inf{s < 1| es existiert eine Losung auf J U (s, #o]}

und setzen I, , = (t7,t"). Sowohl 7~ als auch ¥ existieren, da die Mengen, iiber die das
Supremum bzw. Infimum genommen wird, nichtleer sind, da sie alle 7y € J enthalten. Per
Definition von ¢ bzw. 1~ kann es keine Losung auf einem groBeren Intervall 7 D Iy,
geben, also ist dies das maximale Existenzintervall. O

Bemerkung 3.7 Eine schwichere Version dieses Satzes ist der Satz von Peano’, der nur
die Stetigkeit von f und nicht die Lipschitz-Stetigkeit voraussetzt. Der Satz von Peano
garantiert allerdings nur die Existenz und nicht die Eindeutigkeit der Losungen. Die ge-
naue Formulierung und der Beweis dieses Satzes findet sich z. B. in Aulbach [1, Abschnitt
2.2] oder Walter [2, Kapitel 7].

Verhalten am Rand des Existenzintervalls Am Rand des maximalen Existenzintervalls
I1yx, = (t7,t") hort die Losung auf zu existieren. Ist das Intervall in einer Zeitrichtung
beschriinkt, so kann dies nur zwei verschiedene Ursachen haben: Entweder die Losung
divergiert, oder sie konvergiert gegen einen Randpunkt von D. Im Fall der Divergenz liegt
zudem jeder Haufungspunkt ebenfalls auf dem Rand von D. Formal ausgedriickt:

Falls 1T < oo ist und die Losung x(%,; fy, Xo) fiir eine Folge ¢, ' tT gegen ein
xt € R? konvergiert, so muss (1, x) ¢ D gelten. Analog gilt die Aussage fiir,, \ 1.

3 Giuseppe Peano, italienischer Mathematiker, 1858-1932.
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o 0

Z(t; to, o)

; t to t
0 ]f,o ST

If/o-,-T/o

Abb. 3.3 Losungsverhalten am Rand des Existenzintervalls fiir eine beschrinkte (links) und eine
unbeschrinkte Definitionsmenge D (rechts)

Hierbei steht £, ' ¢ kurz firz, — T undt, < tT und 1, \ ¢ fiirz, — ¢t~ und
t, > 1.

Anschaulich sind die zwei Moglichkeiten ,, Konvergenz* und ,,Divergenz gegen oo in
Abb. 3.3 dargestellt.

Zur Begriindung dieses Verhalten unterscheiden wir zwei Fille; wir betrachten dabei
nur das Verhalten bei ¢, die Argumentation bei ™ verliuft analog:

1. Fall: x(,; to, xo) konvergiert fiir alle Folgen #, /" t* gegenein x* € R¢.

Nehmen wir in diesem Fall an, dass der Grenzwert (¢*, x™) in D liegt. Dann exis-
tiert eine Losung x(¢;¢ ", xT) auf einem offenen Intervall I,+ .+ um ¢+, Folglich ist die
zusammengesetzte Losung

iy = ) XG0 x0), 1€ g
x(ttt,xt), t €L ov \ Ly
stetig und erfiillt fiir alle ¢ € I, ,, U I,+ ,+ die Integralgleichung (3.5), damit nach Lem-
ma 3.2 auch das Anfangswertproblem und ist folglich eine Losung, die iiber z* hinaus
definiert ist: ein Widerspruch zur Definition von ¢ 7.

2. Fall: x(t,; o, xo) konvergiert fiir eine Folge t, /' t* gegen einen Punkt x* € R,
aber nicht fiir eine weitere Folge s, /" ¢7.

Nehmen wir in diesem Fall wieder an, dass (¢, x%) in D liegt. Dann existiert ein
§ > 0, so dass der abgeschlossene Ball Bs((*, xT)) wieder in D liegt und weil f stetig
ist, existiert M > 0 mit || f(¢,x)|| < M fiir alle (¢, x) € Bs((t*,x%)). Seinun ¢ € (0,6)
gegeben und m und n so groB, dass |t — s,,| < &/M und |t+ —t,| < ¢/ M. Dann folgt
analog zu den Abschitzungen im Beweis von Satz 3.6 die Ungleichung || x (s;,; o, X0) —
X (ty;t0, x0)|| < €. Da e > 0 beliebig war, konvergiert x (s,,; to, Xo) damit fiir m — oo
gegen denselben Grenzwert wie x (¢,; , xo) fiir n — oo, was der Annahme widerspricht.

Im Fall D = R x R? gilt daher fiir t* < oo bzw. 1~ > —oo insbesondere, dass
die Losung x(¢; fg, xo) fiir z 7 T bzw. t N\ ¢~ divergieren muss, da eine Konvergenz
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gegen (tT,xT) ¢ D bzw. (t7,x7) ¢ D nicht moglich ist. Aus dem gleichen Grund
kann die Losung auch keine Haufungspunkte besitzen, weswegen ||x (¢; fo, Xo) || — oo fiir
t /' tT bzw.t N\ ¢~ gelten muss. Beachte, dass dieser Fall tatséichlich auftreten kann:
eine unbeschrinkte Definitionsmenge D von f bedeutet nicht, dass auch die Losungen
auf einem unbeschrinkten Intervall 1, ,, = R existieren, wie das dritte der vier folgenden
Beispiele zeigt.

Beispiele fiir das Verhalten am Rand Wir illustrieren das Randverhalten an vier Bei-
spielen eindimensionaler Differentialgleichungen, deren exakte Losung wir angeben kon-
nen:

(1) Das erste Beispiel ist das Anfangswertproblem

MOz—%%, x(0) = 1.

Definitionsmenge der Differentialgleichung ist offenbar
D ={(t,x) eRxR |t #1}.

Durch Nachrechnen priift man leicht nach, dass die Losung durch

1
x(t;0,1) = ——
(r:0,1) =
gegeben ist, deren maximales Existenzintervall offenbar Iy ; = (—oo, 1) ist. Fir¢ 7
1 erhélt man x (¢; 0, 1) — oo, die Losung divergiert also.
(2) Das zweite Beispiel ist das Anfangswertproblem

xm:-ﬁﬁ x(0) = 1,

welches die Definitionsmenge
D ={(t,x)eRxR|x #0}

besitzt. Hier gilt

x(t;0,1) = /=2t +1,

also Iy = (—o0, 1/2). Offenbar divergiert diese Losung fiir r ¢+ = 1/2 nicht
und muss deshalb gegen einen Punkt (11, x 1) & D konvergieren, was wegen x* = 0
auch tatsdchlich der Fall ist.
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(3) Das dritte Beispiel ist das Problem
x(t) = x(t)z, x(0)=1

mit der Definitionsmenge D = R x R. Obwohl die Definitionsmenge hier unbe-
schrinkt ist, existiert die Losung nicht fiir alle Zeiten; tatsdchlich ist leicht nachzu-
rechnen, dass die Losung wie im ersten Beispiel durch

1
x(t:0,1) = —T1
gegeben ist, weswegen Iy = (—oo, 1) gilt. Wie aus der theoretischen Uberlegung zu
erwarten, divergiert die Losung fiirz /' t* = 1. Dieses Beispiel zeigt insbesondere
die oben bereits betonte Tatsache, dass eine unbeschrinkte Definitionsmenge D im
Allgemeinen kein unbeschrinktes Existenzintervall /,, ., impliziert.
(4) Das letzte Beispiel

x(@) = tizsin(l/t)x(t)

mit D = {(¢, x) € RxR | ¢ # 0} ist eine Gleichung mit divergierenden Lsungen, die
aber Haufungspunkte besitzen. Die Losungen dieser Gleichung sind gegeben durch
x(t) = ce®/") mit beliebigem ¢ € R und sind damit beschrinkt, oszillieren fiir ¢
Ound ¢ N\ 0 aber immer schneller zwischen ce™! und ce! und konvergieren deswegen
nicht. Es existieren allerdings die Hiufungspunkte (0, x%), x* € [ce™!, ce!], die —
wie nach den obigen Uberlegungen zu erwarten — am Rand von D liegen.

Frage 14 Wie lautet die Losung im Beispiel (2) fiir den Anfangswert x(0) = —1? Was
ist das maximale Existenzinterval?

3.4 Folgerungen aus dem Eindeutigkeitssatz
In diesem Abschnitt besprechen wir einige Folgerungen aus dem Eindeutigkeitssatz 3.6.
Hierbei nehmen wir stets an, dass die betrachteten Gleichungen die Bedingungen des Ein-

deutigkeitssatzes erfiillen.

Kozykluseigenschaft Eine direkte Konsequenz aus Satz 3.6 ist die sogenannte Kozyklus-
eigenschaft der Losungen: fiir (¢9, xo) € D gilt

x(t;t0, x0) = x(t:t", x(t*; 10, X0)), (3.9)

fiir alle Zeiten t*,¢ € R, zu denen die in (3.9) auftretenden Losungen existieren. Die-
se Eigenschaft folgt aus der einfachen Beobachtung, dass der linke Ausdruck in (3.9)
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das Anfangswertproblem mit Anfangsbedingung (¢*, x (t*; ty, x¢)) 16st. Da der rechte dies
ebenfalls tut, miissen beide nach Satz 3.6 iibereinstimmen.

Eine Folgerung aus der Kozykluseigenschaft ist, dass sich unterschiedliche Losungen
einer Differentialgleichung nicht schneiden konnen. Betrachten wir nimlich zwei Losun-
gen x(1; ty, xo) und x (¢; 1, x1), fiir die ein t* € R existiert mit

x(t*;to,xo) = x(t*;tl,xl),

so folgt aus dieser Gleichung und der Kozykluseigenschaft fiir alle ¢, fiir die die Losungen
definiert sind

x(t:to, x0) = x(t;*, x(t*;19, x0)) = x(t:t*, x(t*;t1,x1)) = x(t:11, x1).

Folglich stimmen die beiden Losungen fiir alle # aus ihrem Existenzintervall tiberein.
Fiir zwei Losungen einer Differentialgleichung, die die Bedingungen von Satz 3.6 er-
fiillt, gibt es also nur die folgenden zwei Moglichkeiten:

(1) zwei Losungen stimmen komplett {iberein
(i) zwei Losungen stimmen zu keiner Zeit iiberein

Insbesondere ist also die Konstellation zweier sich nur in einem Punkt schneidender Lo-
sungen, wie sie in Abb. 3.4 skizziert ist, unméglich.

Autonome Differentialgleichungen Weitergehende Aussagen konnen wir treffen, wenn
wir autonome gewohnliche Differentialgleichungen (1.3) betrachten. In diesem Fall gilt,
dass jede Losung mit ,,verschobenem* Zeitargument der Form x (¢t — fy; 0, x¢) das An-
fangswertproblem mit Anfangsbedingung (,, xo) 16st, wegen der Eindeutigkeit folgt also

x(t —t9; 0, x0) = x(¢; ty, Xo).

Fiir autonome Gleichungen lassen sich also alle Losungen durch einfaches Verschieben
des zeitlichen Arguments aus der Losung mit Anfangszeit ¢, = 0 berechnen! Wir beriick-
sichtigen dies bei unserer Notation, indem wir Losungen von autonomen Gleichungen
immer mit Anfangszeit 0 schreiben und diese der einfacheren Notation wegen weglassen,
also statt x(¢;0, xo) einfach x(¢; x) schreiben® und damit x (¢; %o, xo) als x(t — fo; Xo)
ausdriicken.

Die Kozykluseigenschaft vereinfacht sich damit fiir autonome Gleichungen zu

x(t;x0) = x(t —t*, x(t*; x0)), (3.10)

oder, dquivalent
x(t; + t2; x0) = x (1, x (125 X0)), (3.11)

% 1In den spiteren Kapiteln werden wir hierfiir die Flussnotation ¢’ (x,) verwenden, vgl. GI. (3.13).
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Abb. 3.4 Unmogliche Konstellation zweier sich schneidender Losungen einer Differentialglei-
chung

wiederum fiir alle Zeiten ¢, t*, #1, t, € R, fiir die die angegebenen Losungen existieren.
Fiir nichtautonome Gleichungen haben wir gesehen, dass zwei Losungen, die zu einer
Zeit t* € R iibereinstimmen, bereits fiir alle Zeiten ¢ aus ihrem Existenzintervall iiberein-
stimmen. Fiir autonome Gleichungen erweitert sich diese Eigenschaft dahingehend, dass
zwei Losungen, die zu zwei unterschiedlichen Zeiten t*,s*
geeigneter Verschiebung des Zeitarguments fiir alle Zeiten iibereinstimmen. Gilt ndmlich

€ R iibereinstimmen, bei

x(t*:19, x0) = x (8111, x1),
oder dquivalent
x(t* —to: x0) = x(s* —t1:x1),

so folgt mit (3.11) fiirty = ¢t —¢t*und t, =t* —ty bzw. t, = s* —11:

x(t:10,x0) = x(t — o} Xo)

x(t —t*x(@* —t9; x0))

= x(t — 1% x(s" —t1;x1))

=x@t—t"+s5"—t;x1) = x(@—1t*+s5%1,x).

Die Losungen stimmen also — nach Verschiebung des zeitlichen Arguments um —¢* + s*
— fiir alle Zeiten iiberein.
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Abb. 3.5 Unmogliche Konstellation zweier sich schneidender Losungskurven im Phasenportrait
einer autonomen Differentialgleichung

Fiir die grafische Darstellung der Losungen als Kurven im Phasenportrait, wie sie z. B.
in Abb. 1.3 verwendet wurde, bedeutet dies, dass sich zwei verschiedene Losungskurven
nicht schneiden kénnen. Eine Konstellation wie in Abb. 3.5 ist also unmdoglich.

Eine weitere Eigenschaft autonomer Gleichungen ist, dass sich die Zeitrichtung um-
kehrt, wenn man das negative Vektorfeld betrachtet: wenn x (¢) das Anfangswertproblem
X = f(x), x(tp) = xo 10st, so erfiillt die zeitumgekehrte Losung y(t) = x(—t)

FO) = () = ) - () = —fx(0) = —fO@). (1)

Ein negatives Vorzeichen vor dem Vektorfeld kehrt die Zeitrichtung also gerade um.

3.5 Dynamische Systeme

Die Losungseigenschaft (3.11) autonomer Differentialgleichungen motiviert die folgende
Definition abstrakter dynamischer Systeme.

Definition 3.8 Sei (T, +) eine Gruppe und ¢ = {¢'},c1 eine Familie von Abbildungen
auf Dy C R? mit den Eigenschaften

(1) ¢"=id,
(2 ¢p*og' =9

s+t



3.6 Ubungen 43

fiir alle s, € T, d.h. die Abbildungen {¢'},ct bilden mit der Verkniipfung o eine Halb-
gruppe. Dann heif3it (Dg, ¢) dynamisches System. Die Menge D ist der Zustandsraum, die
Familie ¢ der Fluss. Die Menge O(x) = {¢'(x) | ¢t € T} nennt man Orbit, Trajektorie
oder Phasenkurve des Punktes x.

Fiir eine auf Dy € R? definierte autonome gewohnliche Differentialgleichung, deren
Losungen x (¢; xo) fiir jedes xo € Dy fiir alle ¢ € R existieren, definiert

@' (x0) := x(t: x0) (3.13)

ein dynamisches System auf T = R: Aus der Anfangsbedingung x (0, xo) = x¢ folgt
gerade Bedingung (1) und aus (3.11) folgt gerade die Bedingung (2) in Definition 3.8.
Wir werden diese Flussschreibweise der Losungen ab Kap. 7 verstirkt verwenden. Of-
fensichtlich ist 1 +— ¢'(xg) fiir ¢’ (xo) = x(; xo) stetig differenzierbar nach ¢ und es
gilt

ol () = 16 o).

Ist umgekehrt ein abstraktes dynamisches System (Do, ¢) gegeben und ¢ > ¢’ (x) stetig
differenzierbar in jedem Punkt x € D, dann kénnen wir durch

. d t
fx) = Prid () o
ein Vektorfeld definieren und offensichtlich ist ¢ der von f erzeugte Fluss.

Dynamische Systeme auf T = R mit nach ¢ stetig differenzierbarem Fluss korrespon-
dieren also in natiirlicher Weise zu gewohnlichen Differentialgleichungen mit maximalen
Existenzintervalle /,,, = R. Dariiberhinaus schlieBt Definition 3.8 fiir T = Z aber auch
den Fall diskreter dynamischer Systeme mit ein, die wir in diesem Buch nicht behandeln
werden.

3.6 Ubungen
Aufgabe 3.1 Beweisen Sie, dass jede stetig differenzierbare Abbildung
f:D—>R?
mit D € R x R? Lipschitz-stetig im Sinne von Definition 3.5 ist.
Aufgabe 3.2 Bestimmen Sie die Losung der skalaren Differentialgleichung n-ter Ordnung
y(n) =0

mit Anfangsbedingung y"~"D(0) = ... = y(0) = 1.
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Aufgabe 3.3 Wir betrachten die skalare autonome Differentialgleichung mit
f(x) = 3x3.

(i) Beweisen Sie, dass die Gleichung auf dem Definitionsbereich D = R \ {0} eindeu-
tige Losungen besitzt.

(ii)) Rechnen Sie nach, dass die Funktion x (t) = 3 eine Losung der Gleichung ist.

(iii) Finden Sie eine Losung y : R — R mit y(0) = 0, die nicht fiir alle € R mit x(¢)
aus (ii) libereinstimmt. Warum ist dies kein Widerspruch zur Eindeutigkeitsaussage
in (1)?

Aufgabe 3.4 Gegeben sei eine autonome zweidimensionale Differentialgleichung X =

f(x) mit
| gl
= [ h(x)x2 }

fiir eine Lipschitz-stetige Funktion g : R — R und eine stetige Funktion 7 : R — R.

(i) Zeigen Sie anhand eines Beispiels fiir g und /4, dass diese Gleichung die Vorausset-
zungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes 3.6 auf D = R? im Allgemeinen nicht
erfiillt.

(i) Beweisen Sie, dass die Gleichung trotzdem eine eindeutige Losung fiir jede Anfangs-
bedingung (7, xo) € R x R? besitzt.

Literatur
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Da die Losung x (¢; fo, Xo) einer gewohnlichen Differentialgleichung ja gerade die Diffe-
rentialgleichung (3.1) 16st, ist sie natiirlicherweise differenzierbar nach ihrem zeitlichen
Argument ¢ — und damit auch Lipschitz-stetig und insbesondere stetig in #, vgl. Aufgabe
3.1. Aber wie ist das mit den anderen beiden Argumenten, der Anfangszeit #, und dem
Anfangszustand x,? Dies wollen wir in diesem Kapitel untersuchen.

4,1 Stetigkeit

Das Gronwall Lemma Bei der Untersuchung der Stetigkeit der Losungen gewdhnlicher
Differentialgleichungen ergibt sich das Problem, dass man aus der GI. (3.1) bzw. der zuge-
horigen Integralgleichung (3.5) nur implizite Abschétzungen erhilt, in denen sowohl die
abzuschitzenden Funktionen selbst als auch Integrale iiber diese Funktionen auftauchen.
Wir beginnen diesen Abschnitt daher mit einem Lemma, das uns ein Hilfsmittel liefert,
um implizite Integralungleichungen aufzulsen.

Lemma 4.1 (Gronwall-Lemma') Sei I C R ein Intervall,  : I — R¥ eine stetige

Funktion, die fiir Konstanten ¢, § € Rmit 8 > 0,ein#y € [ und allet € I mit¢ > ¢, die
Abschitzung

V) <a+p / ¥ (s)ds @.1)

erfiillt. Dann gilt fiir alle 7 € I mit ¢ > 7, die Ungleichung

V(t) < aelt=0), 4.2)

! Thomas Gronwall, schwedischer Mathematiker, 1877—1932 (eigentlich Gronwall, das ,,6° wurde
zu ,,0%, nachdem er 1904 in die USA ausgewandert war).

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2016 45
L. Griine, O. Junge, Gewdohnliche Differentialgleichungen,
Springer Studium Mathematik — Bachelor, DOI 10.1007/978-3-658-10241-8_4



46 4 Losungseigenschaften

» Beweis Fiir § = 0 folgt die Aussage sofort. Fiir 8 > 0 definieren wir die Hilfsfunktion

(1) = / ¥ (s)ds.

Mit dieser schreibt sich (4.1) nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
als

P(t) < a+ Bo(2).

Definiere nun die weitere Hilfsfunktion
0(1) := ¢p(t)e .
Durch Differenzieren von 6 erhilt man mit der Produktregel
b0 = (Go0) e o0 e
= (@ + B )e™V —pp(e ™ = e,
Integration dieser Ungleichung von ¢, bis ¢ liefert wegen 6(zp) = 0

0(t) =0(t) —0(ty) < %(e*ﬂl‘o _ e*ﬂl‘)'

Damit ergibt sich fiir ¢
o o
d)(t) < _eﬁ(f—to) - _.
B B

Fiir ¢ erhélt man daraus
V() <o+ Bot) <a+aefl™ — g = qefl™),

also die Behauptung. O

Frage 15 Welche Aussage iiber die Funktion ¥ erhilt man, wenn v unter den Vorausset-
zungen des Lemmas fiir alle ¢ die Ungleichung ¢ (¢) < B ft; ¥ (s)ds erfillt?

Lipschitz-Stetigkeit im Anfangswert Die Stirke des Gronwall-Lemmas liegt darin, dass
eine implizite Integralungleichung, in der die Funktion  auf beiden Seiten auftritt, in eine
explizite Ungleichung fiir ¥ umgewandelt wird. Dies ist genau das richtige Hilfsmittel, um
die Lipschitz-Stetigkeit der Funktion x (¢; £y, Xo) in x¢ zu beweisen.
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Satz 4.2 Es gelten die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes 3.6. Dann
ist jede Losung x (¢; ty, xo) fiir alle ¢ aus ihrem maximalen Existenzintervall I, ,, stetig
im Anfangswert x,. Dariiberhinaus ist sie Lipschitz-stetig in x, im folgenden Sinn:

Fiir jedes kompakte Intervall / C I \, gibt es Konstanten § > O und L; > 0, so dass
fiir alle yo € R? mit || yp — xo|| < § die Inklusion I C I, yo und die Ungleichung

[l (2: 20, x0) — x (510, yo) I < Lyllx0 — yoll
fiir alle t € I gilt.

» Beweis Wir beweisen die angegebene Ungleichung fiir alle ¢+ € [ mit ¢ > ¢, der
Beweis fiir ¢ < 7, funktioniert analog.

Da die Definitionsmenge D von f offen ist, konnen wir fiir das gegebene kompakte
Intervall / ein § > 0 finden, so dass die kompakte Menge

K:={(t.y) e I xR ||ly — x(t:t0, x)|| <&}

in D liegt.

Wir beweisen die angegebene Abschitzung nun zunichst fiir alle yo € R? und ¢ € I,
fiir die (7, x(; t9, y0)) € K fiir alle T € [fy, t] gilt. Beachte, dass wegen der Stetigkeit der
Losung in ¢ fiir jedes yo mit || yo — xo|| < §eint > f existiert, fiir das diese Bedingung
erfiillt ist. Zum Beweis der Abschitzung fiir diese yo und ¢ sei L die Lipschitz-Konstante
von f in x auf der kompakten Menge K. Damit gilt

[l (2 10, x0) — x(t: 20, Yo) |l

*o + [ £ x(x 1o, x0))d T — yo — / F.x (310, yo))d e

t
< JIxo— yoll + / Fr.x(x:10.30)) — f(x x(T: 10, yo))d T
to
t
< llxo— yoll + / (o x(x 10 x0)) — f (2 x(z: 10, yo)) | d
1y
t
< Jlxo — yoll + / L |x(z: 1o, x0) — x(z: 0. yo) | d .

fo

Hierbei haben wir im ersten Schritt die Integraldarstellung (3.5) der Losung verwen-
det, im zweiten und dritten Schritt jeweils die Dreiecksungleichung — einmal ,klassisch*
und einmal fiir Integrale — angewendet und im vierten Schritt die Lipschitz-Stetigkeit
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von f in x ausgenutzt. Mit diesen Umformungen haben wir eine Ungleichung gefunden,
auf die wir das Gronwall-Lemma mit

Y (t) = llx(t:to, x0) — x(t:%0, yo)|l. @ = [lxo — yol[und f = L

anwenden konnen und erhalten damit

[l (3 to. x0) — x (t: 0, yo)|| < [lxo — yolle™ ). (4.3)

Fiir ¢ < t, ergibt sich die analoge Ungleichung mit ||xo — yo||e““™. Damit erhalten wir
die gewiinschte Ungleichung, wenn wir
L; := max eIl
tel

setzen.

Es bleibt noch § > 0 zu konstruieren, so dass die Ungleichung fiir alle yo mit ||y —
Xo|| <8 gilt. Dies erreichen wir, indem wir § > 0 so wihlen, dass die Losung x (¢; fo, yo)
fiir alle diese yound allet € I, > #; in K liegt. Wir setzen dazu

Nehmen wir nun an, dass ein Anfangswert y, € R¢ mit || yo — xo|| < § existiert, dessen
zugehorige Losung x (¢; ¢y, yo) zu einer Zeitt € I,t > to nicht mehr in K liegt. Dann
gibt es wegen der Stetigkeit der Losung in ¢ eine minimale Zeit #; > fy, zu der die Losung
gerade am Rand der Menge liegt, also

1x (113 10, yo) — X (t1:10. X0) || = § (4.4
und y
||x (7520, yo) — x(7; t0, x0)|| < 8 fiiralle T € [ty, ;).

Auf dem Intervall [z, #;] liegt die Losung also in K, weswegen wir die Ungleichung (4.3)
fiir t = 7, anwenden konnen. Wegen || yo — x¢|| < 6 und der Wahl von § ergibt dies

llx(t1: 20, x0) — x (1520, Yo)ll < Lillxo — yoll <

)

N | o0

was offenkundig ein Widerspruch zu (4.4) ist. Also liegen alle Losungen mit Anfangswert
|lvo — xol| < ¢ fiir alle Zeiten t € I,t > t;, in K und erfiillen daher die gewiinschte
Ungleichung. O
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Diskussion der Lipschitz-Konstante Beachte, dass die im Beweis errechnete Lipschitz-
Konstante
L; = max ellt="l
tel

um so groBer wird, je groBer das Intervall I gewédhlt wird. Dies erklért, warum die beim
Lorenz-System in der Einleitung beobachtete sensitive Abhingigkeit vom Anfangswert
kein Widerspruch zur Stetigkeit der Losungen im Anfangswert ist: Fiir grof3e Intervalle
kann die Lipschitz-Konstante so grofl werden, dass selbst Losungen zu sehr nahe bei-
einanderliegenden Anfangswerten nach einer hinreichend langen Zeit stark voneinander
abweichen konnen.

Wie nah ist die im Beweis berechnete Konstante aber nun an der tatsdchlichen
Lipschitz-Konstante der Losung? Liefert L; eine scharfe Abschitzung, oder iiberschit-
zen wir die richtige Konstante damit? Die Antwort auf diese Frage hingt ganz von der
betrachteten Differentialgleichung ab. Um dies zu veranschaulichen, geniigt die bekannte
einfache skalare lineare Differentialgleichung

X(t) =cx(t) 4.5)
fiir c € R. Fiir diese rechnet man leicht nach, dass die Lipschitz-Konstante des Vektor-
feldes f(x) = cx gerade L = |c| ist. Betrachten wir die Anfangszeit fp = 0 und das
Intervall I = [0, T, so erhalten wir aus dem Beweis von Satz 4.2 die Lipschitz-Konstante

L] = e""T.

Die Losungen der Gl. (4.5) sind bekanntlich gegeben durch x(¢; 0, xg) = xpe“’. Auf dem
Intervall I konnen wir die exakte Lipschitz-Konstante L., mittels

[[x(2:0,x0) = x(£:0, yo) | = llx0e" — yoe' || = [lxo — yolle”” < [[xo — yoll max e
als
eT, ¢>0
L,. = maxe‘ = -
tel 1, c<0
errechnen. Wir sehen: Fiir ¢ > 0ist L; = et = ¢ = L., und wir erhalten aus

Satz 4.2 tatsachlich eine scharfe Abschétzung der exakten Lipschitz-Konstante. Fiir¢ < 0
hingegen folgt
Ly=eT =T und L, =1,

d.h. wenn |c|T groB ist, iiberschitzen wir die exakte Lipschitz-Konstante betréchtlich!
Diese Beobachtung hat eine wichtige Konsequenz fiir die Untersuchung des asymp-
totischen Lisungsverhaltens. Betrachten wir z. B. die Losung x(¢;0,0) = 0 der einfa-
chen linearen Differentialgleichung (4.5). Eine wichtige Frage ist nun z. B., ob Lésungen
x(¢; 0, x¢) fiir xo # 0 fiirt — oo gegen die Null-Losung x (¢; 0, 0) konvergieren. Offenbar
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ist dies fiir ¢ < 0 gerade der Fall, fiir ¢ > 0 aber nicht. Die Lipschitz-Konstante aus Satz
4.2 gibt uns hieriiber aber keine Auskunft, da sie fiir ¢ und —c den gleichen Wert liefert;
sie unterscheidet also nicht zwischen den beiden sehr verschiedenen asymptotischen Si-
tuationen. Deswegen werden wir spiter in den Kap. 7 und 8 andere Techniken entwickeln,
mit denen sich diese Frage beantworten lasst.

Frage 16 Wir betrachten die Differentialgleichung x = |:(1) 0 :| x, x € R%. Wie groB

ist die Lipschitz-Konstante L; aus Satz 4.2 bzgl. der Euklidischen Norm fiir dieses Sys-
tem?

Stetigkeit in der Anfangszeit Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch die
Stetigkeit der Losung beziiglich der Anfangszeit f, die sich mit Hilfe der bereits bekann-
ten Stetigkeit beziiglich xy beweisen lésst.

Satz 4.3 Es gelten die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes 3.6. Dann
ist jede Losung x (¢; to, xo) fiir alle ¢ aus ihrem maximalen Existenzintervall /,, ,, stetig in
der Anfangszeit 7.

» Beweis Wir beweisen die Stetigkeit, indem wir fiir eine beliebige Folge von Anfangs-
zeiten #;, die Implikation

te >ty = x(t:t,x0) = x(t: 1, Xo)

zeigen, vorausgesetzt, dass die #; hinreichend nahe an 7, liegen. Zum Beweis der Implika-
tion nutzen wir die Kozykluseigenschaft (3.9) geschickt aus. Nach dieser gilt

x(t51, Xo) = X (310, X ({03 I, X))
Nach Satz 4.2 ist x(t; 1y, -) stetig, also geniigt es, x (fo; #x, Xo) — Xo zu zeigen. Aus der
Integraldarstellung der Losung folgt
fo
x(to; Ik, Xo) = xo + / Sz, x(z; 1k, xo0))d .
I

Analog zu der Konstruktion in Teil 1 des Beweises von Satz 3.6 kénnen wir folgern, dass
|| f(z,x(z; tk, x0))| fiir alle T aus dem Integrationsintervall und alle #; hinreichend nahe
an 7o durch eine Konstante M beschriinkt ist. Daraus folgt

to
e G 1 x0) — xoll = [ Flex (@t x0)d | < o — )M
I3

k

und daher ||x (¢o; tx, Xo) — Xo|| — O fiir k — o0, also x(ty; tx, xo) — Xo. Dies zeigt die
Behauptung. O
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4.2 Linearisierung und Differenzierbarkeit

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt gesehen, dass die Lipschitz-Stetigkeit von f
beziiglich x die Lipschitz-Stetigkeit der Losung beziiglich des Anfangswertes x, impli-
ziert. Es stellt sich daher in natiirlicher Weise die Frage, ob man auch Differenzierbarkeit
der Losung beziiglich x( erwarten kann, wenn man Differenzierbarkeit von f beziiglich
x voraussetzt. Dies ist tatsdchlich der Fall, wie wir in diesem Abschnitt sehen werden.
Wir formulieren zuerst eine geeignete Differenzierbarkeitsannahme, welche die Lipschitz-
Bedingung aus Definition 3.5 erweitert.

Definition 4.4 Das Vektorfeld f : D — R? heiBt stetig differenzierbar in x gleichmiBig

in ¢, wenn es eine stetige matrixwertige Funktion B : D — R*? gibt, so dass fiir jede

kompakte Teilmenge K C D eine Funktion r : R — R existiert mit

£ y) = f(t.x) = B(t.x)(y =) = r(lly —xI)

fiir alle (¢, x), (¢, y) € K und

im "© — o, (4.6)
a—0 o
a#0

Die Matrix B(t, x) heifit dann Ableitung oder Jacobi-Matrix von f in (¢, x) und wird auch
mit %(l, x) bezeichnet.

Aus der vektorwertigen Analysis folgt, dass diese Definition stets erfiillt ist, wenn f
stetig differenzierbar nach x und ¢t ist, was i. A. leichter zu iiberpriifen ist als das direkte
Nachrechnen der (schwicheren) Definition 4.4.

Linearisierung Im Folgenden betrachten wir eine Losung x (¢; ¢y, xo) der Differential-
gleichung (3.1) und ein kompaktes Intervall I C I, ,,. Entlang der Losung definieren

wir
At) = Z—f(t,x(t;to,xo)) firallet € 1. 4.7)
X

Mit Hilfe dieser zeitabhingigen Matrix konnen wir nun die lineare zeitvariante Differen-
tialgleichung
z(t) = A(t)z(¢) (4.8)

aufstellen, die sogenannte Linearisierung oder Variationsgleichung von (3.1) entlang der
Losung x (¢; 1y, xo). Thre Losung mit Anfangswert z, und Anfangszeit ¢, ist gerade durch
@(t:19)zo gegeben, wobei @ die Ubergangsmatrix aus Definition 2.8 ist.

Frage 17 Wie lautet die Matrix A(¢) entlang der Losung x (; fo, xo) der Differentialglei-
chung X = x(1 — x) zum Anfangswert (¢, xo) = (1, 1)?
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Um die Differenzierbarkeit nach x; nachzuweisen und die Ableitung zu berechnen,
zeigen wir im folgenden Satz zunichst eine (in spiteren Kapiteln niitzliche) explizite Ab-
schitzung iiber den Zusammenhang zwischen x (¢; ¢y, yo), x(¢; ty, xo) und @(¢; ) (yo —
Xo), aus der wir dann im nachfolgenden Korollar die Differenzierbarkeit folgern.

Satz 4.5 Betrachte eine nichtlineare Differentialgleichung (3.1), deren Vektorfeld stetig
differenzierbar im Sinne von Definition 4.4 ist. Es sei x(z; #, Xo) eine Losung der Glei-
chung und @(z; #y) die Ubergangsmatrix der Linearisierung von (3.1) gemis (4.7), (4.8).
Zudem sei ein kompaktes Intervall / C I, ., und ein ¢ > 0 gegeben. Dann gibt es ein
§ > 0, so dass fiir jeden Anfangswert yo € R? mit ||y — xo|| < § und alle ¢ € I die
Abschitzung

[l (2: 10, yo) — x(t: 20, X0) — D(t:10) (Yo — Xo)|| < €]l yo — Xoll
gilt.

> Beweis Wir wihlen eine Anfangszeit ) und einen Anfangswert x¢. Aus Satz 4.2 folgt
die Existenz von § > O und L; > 0, so dass

lx(t: 20, yo) — x (520, x0) || < L1|lyo — Xol| 4.9

gilt fiir alle Anfangswerte yo mit ||yo — xo|| < 6 und alle + € [. Wir definieren die
kompakte Menge

K={@.y)|tel|y—x(:t.x0))| < L8}
und die Funktion
pt.y) = ft.y) — f(t.x(t:10, x0)) — A@)(y — x(t:10. X0))-
Fiir (¢, y) € K gilt dann gemif Definition 4.4 die Abschidtzung
o I = r(ly —x(@:t0. x0) 1)

Wihle nun ¢ > Ound / C I, , kompakt und setze T := max,¢; |t — tp| und D :=
max; ses || @(; 5)||, wobei wir die von der Euklidischen Norm induzierte Matrixnorm ver-
wenden. Aus (4.6) folgt, dass ein § > 0 existiert mit

r(ly = x) < ——|ly — x| (4.10)

- DTL,

fir alle x, y € R? mit ||y — x| < 8. 0.B.d. A. kénnen wir annehmen, dass § < § und
§ < §/L gilt. Fiir jeden Anfangswert y, € R? mit | yo — xo|| < § und alle t € I gilt
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dann mit der oben definierten Funktion p

X(t510, yo) — X (380, x0) = f(t,x(t580, y0)) — f(t,x(t: 0, X0))
= A()(x(t: 10, yo) — x (1310, X0))
+ p(t, x(t5 10, yo))
Die Funktion £(¢) := x(¢; ty, yo) — X (¢ to, Xo) erfiillt also die lineare inhomogene Diffe-

rentialgleichung

E(t) = A(E() + p(t, x(t: 10, Yo))

mit Anfangsbedingung £(¢)) = yo — xo. Mit der allgemeinen Form der Losung dieser
Gleichung aus (2.23) gilt

t

E(t) = D(t:10)(yo — x0) +/@(t;f)p(t,X(r;to,yo))df.

fo
Also folgt

t

1) — B(1:.10) (vo — x0) | = [ (1 D)p(r. X (v: 1o, y0))d T

fo
fiir alle # € I. Dieser Integralausdruck ldsst sich abschitzen mittels

t

/ O(t;1)p(t, x(T: 0, yo))d T

)

t
< [ 19 D) lp(z x (2 1o, yo) ld 7
fo
< DT supr(||x(t:to. yo) — x(t: 10, x0)||)
tel
< DT——1,|| | < el ||
Xo — ellxo — ,
= DTL, X0 — Yoll = 0o— Yo

wobei wir zur Abschitzung von r die Ungleichungen (4.9) und (4.10) ausgenutzt haben.
Es folgt also

1§ (1) = @(2:10) (Yo — xo) || = &llxo — yoll

was wegen der Definition von & (¢) gerade die Behauptung ist. |
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Abb. 4.1 Tllustration der Men- x
gen aus Bemerkung 4.6

x(t; 0, yo)

Yo = woll <&

- — -

o

Bemerkung 4.6

®

(ii)

(iii)

Mit anderen Worten liefert dieser Satz die Approximationseigenschaft
x (2310, x0) + P(1:10) (Yo — Xo) &~ x(t: 10, yo),

deren Giite von der Anfangsdifferenz zy := yy,—x( abhingt und — eine ganz wichtige
Eigenschaft — deren Approximationsfehler fiir zy, — 0 schneller als linear abnimmt,
also schneller als c||z|| fiir jede Konstante ¢ > 0.

Eine weitere niitzliche Interpretation des Satzes erhalten wir, wenn wir die bereits
im Beweis verwendete Abweichung £(z) := x(¢;1, yo) — x(¢; to, Xo) der Losung
x(t; 1, yo) von der Losung x (¢; #o, X¢) betrachten, entlang der linearisiert wurde. Fiir
&(t) erhalten wir ndmlich

D(t:10)z0 ~ (1),

d.h. die Losung von Z = A(t)z approximiert gerade die Abweichung & (¢) der beiden
Losungen.

Um zu verstehen, wie klein ||yo — xol| fiir ein vorgegebenes & sein muss, ist es
sinnvoll, sich die Argumentation im Beweis des Satzes noch einmal anzusehen. Die
entscheidende Eigenschaft, die in der Abschétzung des Integralausdrucks verwendet
wird ist ndmlich, dass (¢, x (¢; 2y, o)) fiir alle t € I in der Menge

~ &
R = {(y) e I xR [r(ly = x(@t0.30)]) = 3% = yol}

liegt. Die Bedingung || yo — xo|| < 8 und die zugehorige Wahl von § liefert lediglich
eine leicht zu tiberpriifende hinreichende Bedingung dafiir, dass dies fiir alle t € [
gilt, wie in Abb. 4.1 veranschaulicht.

Differenzierbarkeit nach dem Anfangswert Das folgende Korollar zeigt nun, dass sich
mit der Abschétzung aus Satz 4.5 leicht die Differenzierbarkeit beziiglich x, folgern lésst.
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Korollar 4.7 Betrachte eine nichtlineare Differentialgleichung (3.1), deren Vektorfeld ste-
tig differenzierbar im Sinne von Definition 4.4 ist. Dann ist die Losung x (¢; ¢, x¢) fiir
jeden Zeitpunkt ¢ € I differenzierbar nach dem Anfangswert xy mit Ableitung

d
——x(t; 10, X0) = DP(: 1),
dX()

wobei @(¢; 1)) die Ubergangsmatrix der Linearisierung (4.7), (4.8) ist.
» Beweis Sei¢e > 0 beliebig und § > 0 aus Satz 4.5. Dann gilt nach Satz 4.5

[lx (5 t0, yo) — x(t; t0, x0) — P(t;10) (Yo — Xo)|| .
lvo — xoll N

fiir alle yo € R? mit || yp — xo|| < §. Daraus folgt

. [|x (220, yo) — x(2; 10, X0) — D(;10) (Yo — Xo) ||
lim sup <eg

¥0=0 [ yo — xol|
YOFX0

und da ¢ > 0 beliebig war, ergibt sich

x(t3t0, yo) — x(t; 0, x0) — P(t;10)(yo — Xo) _

lim 0.
o l[yo — Xoll
Dies zeigt die behauptete Differenzierbarkeit mit Ableitung @(¢; ). |

Bemerkung 4.8
(i) Die Losung einer parameterabhidngigen Differentialgleichung

X = f(t,x,})

ist auch C' in A € R!, wenn f stetig differenzierbar im Sinne von Definition 4.4 in
x und A ist. Um dies zu beweisen reicht es, Korollar 4.7 auf die Differentialgleichung

z= f(l,z) = |: f(t,(;c,l) :| mit Zustand z = |: ); :| e R4*!

anzuwenden.

(i) Indem man Korollar 4.7 iterativ auf die Variationsgleichungen (4.8) anwendet, kann
man beweisen, dass die Losung p-mal stetig differenzierbar nach x, (sowie nach
eventuellen Parametern A) ist, wenn das Vektorfeld f eine C”-Funktion ist. Fiir die
Differenzierbarkeit der Losung nach 7y bzw. ¢ siehe die Aufgaben 4.1 und 4.2.
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Linearisierung im Gleichgewicht Der in Satz 4.5 bewiesene Zusammenhang zwischen
den Losungen der nichtlinearen Differentialgleichung und ihrer Linearisierung hat vielfl-
tige Anwendungsmoglichkeiten. Besonders einfach ist er immer dann anwendbar, wenn
sich die Linearisierung A(¢) und ihre Losung leicht berechnen lisst. Dies ist insbesondere
dann der Fall, wenn x, ein Gleichgewicht gemif der folgenden Definition ist.

Definition 4.9 Ein Punkt x* € R heiBt Gleichgewicht (auch Ruhelésung, Ruhelage oder
Equilibrium) der gewohnlichen Differentialgleichung (3.1), falls fiir die zugehorige Lo-
sung

x(t;19,x*) = x* fiiralle t,7p € R

gilt.

Es ist leicht zu sehen, dass ein Punkt genau dann ein Gleichgewicht der Differential-
gleichung (3.1) ist, wenn f(¢,x*) = O fiir alle # € R gilt.

Falls xo = x* ein Gleichgewicht ist, vereinfacht sich die Berechnung der Linearisie-
rung betrichtlich. In diesem Fall gilt ndmlich

40 = L x:0.50) = L,

was bedeutet, dass wir die Ableitung von f nur im Punkt x, berechnen miissen. Ist das
Vektorfeld dariiberhinaus autonom, also nicht von ¢ abhingig, so ist die Linearisierung
durch die konstante Matrix ’

A=A = d—(xo) 4.11)
dx

gegeben, deren Ubergangsmatrix durch @(t;%y) = e4¢~") gegeben ist. In diesem Fall
ergibt sich die Ungleichung in Satz 4.5 zu

[l (; 20, yo) — x0 — eA(f_IO)(J’O —x0)|l < ellyo — xoll,

was gerade besagt, dass die nichtlineare Losung x (¢; ty, yo) fiir yo nahe xo = x* durch
die Funktion
xo + 7 (g — xo) 4.12)

approximiert wird.
Wir veranschaulichen die Linearisierung in einem Gleichgewicht durch das bereits be-

kannte Pendelbeispiel
. x2(1)
1) = . 4.13
o { —gsin(x,(1)) } 1

Bereits in der Einleitung haben wir gesehen, dass diese Gleichung unendlich viele Gleich-
gewichte besitzt. Wir betrachten hier die Gleichgewichte x; = (0,0)T und x} = (7, 0)":
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Abb. 4.2 Erste Komponente der nichtlinearen (durchgezogen) und linearen Losungen (gestrichelt)
der Pendelgleichung fiir Anfangswerte yo = (7 + §,8)T mit § = 0,1 (links), § = 0,005 (Mitte) und
6 = 0,0005 (rechts)

Die Ableitung des Vektorfeldes f ist hier gerade

ﬁ(x) _ i X2 _ 0 1
dx Cdx —gsin(x) B —gcos(x;) 0 |

weswegen wir fiir x; die Linearisierung

0 1 0 1
4o = |: —gcos(0) O :| B |: -g 0 :| @19

A = 0 ! = 01 4.15)
—gcos(r) O g 0
erhalten.

Fiir das Gleichgewicht x| stellen wir die Losungen grafisch dar. Die dargestellten
Losungen wurden mit MATLAB numerisch berechnet, wobei g = 9,81 gesetzt wurde.
Abbildung 4.2 zeigt die erste Komponente der (zweidimensionalen) Losungen x (¢; ¢, yo)
und (4.12) zu verschiedenen Startwerten. Die nichtlineare Losung ist darin durchgezogen
und die lineare gestrichelt gezeichnet. Man sieht dabei gut, dass die Losungen um so niher
aneinander liegen, je ndher der Anfangswert y an xo = x}j = (7, 0)T liegt.

In Abb. 4.3 ist das zugehorige Phasenportrait eingezeichnet. Dieses Bild illustriert
schon die in Bemerkung 4.6 beobachtete Tatsache, dass eine gute Approximation immer
dann zu erwarten ist, wenn x (¢; ¢, yo) nahe an x(¢; ¢y, xo) = X, liegt: die Losungen stim-
men tatsdchlich in einer kleinen Umgebung des Gleichgewichts sehr gut iiberein, wihrend
sie entfernt davon deutlich voneinander abweichen.

und fiir x7
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-8 1 1 1 1 1 L L L

Abb. 4.3 Phasenportrait der nichtlinearen (durchgezogen) und linearen Losungen (gestrichelt) der
Pendelgleichung fiir Anfangswerte (7 + 0,1,0,1)T, (x — 0,1, -0,1)T, (7, 0,2)T und (7, —0,2)T

4.3 Koordinatentransformationen

Zum Abschluss betrachten wir in diesem Kapitel, wie sich Differentialgleichungen und
deren Losungen unter Koordinatentransformationen verdndern. Solch eine Transformati-
on ldsst sich beschreiben durch einen Diffeomorphismus, also eine differenzierbare und
invertierbare Abbildung T : R? — R? mit differenzierbarer Umkehrfunktion 7~! :
RY — RY. Betrachten wir eine Losung x(f) der Gleichung X = f(z,x) und setzen
y(t) = Tx(t), so erfiillt y(¢) die Gleichung

y = %T(x)fc = DT(x)f(t,x)
=DT(T ') fE.T'(») = f(t.y).

Im Spezialfall, dass 7" eine lineare Abildung ist, gilt DT = T und es folgt
y=fy) =Tf@.T"y).

vgl. auch (2.7). Im Fall dass T'(x) = x — x* eine Verschiebung des Koordinatensystems
ist, folgt T7=!(y) = y + x* und DT (x) = Id und es folgt

y=ft.y) = ft.y +x7).
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4.4 Ubungen

Aufgabe 4.1 Gegeben sei eine Differentialgleichung (3.1), welche die Voraussetzungen
von Satz 4.5 erfiillt. Wir betrachten die Ableitung

d
y(@) = d—tox(l‘;lo,xo)

der Losung eines Anfangswertproblems nach der Anfangszeit. Beweisen Sie, dass y die
eindeutige Losung des Anfangswertproblems

y@) = A@y@).  yo) = —f(t.xo)

mit A(¢) aus (4.7) ist.
Hinweis: Zeigen Sie zum Beweis der ersten Gleichung mit Hilfe der Kozykluseigen-
schaft und der Kettenregel zunichst fiir x; = x(#1; #o, xo) die Hilfsaussage

d
y() = (d_xlx(t; Zlvxl)) y(t).

Aufgabe 4.2 Fiir Vektorfelder f, g € C?(D,R?) definieren wir induktiv Differentialope-
ratoren L}, i =1,..., p mittels

3g ag . .

0o_ ._ 1. i+l . gl i

Lfg'_ g, Lfg—a‘i‘af, Lf g = Lf (Lfg>,

wobei der Punkt ,,- fiir die punktweise fiir alle (¢, x) ausgewertete iibliche Matrix-Vektor

Multiplikation steht, also

(g—g - f) () = B0 (i),
X 0x

Beweisen Sie, dass jede Losung x () = x(t; ty, xo) der Differentialgleichung x = f(¢, x)
fir f € C?(D,RY) auf ihrem Definitionsintervall /,, ;, p + 1-mal stetig differenzierbar
nach 7 ist und dass die Ableitungen fiiri = 1,..., p + 1 durch die Formel

%(z) = (L5 f) @ x0)

gegeben sind.
Hinweis: Verwenden Sie die aus der Kettenregel folgende Formel

d o of :
;7Gx ) = - x(@) + 22 x (1) - X(0).
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Aufgabe 4.3 Die folgende Differentialgleichung erweitert das Pendelmodell um einen
linearen Reibungsterm:

X(1) = x3(7)
o= |: —gsin(x (1)) — kxz(2) ] ‘ (4.16)

Hierbei ist k > 0 der Reibungskoeffizient.

(a) Vergewissern Sie sich zunichst, dass die oben betrachteten Gleichgewichte x; =
(0,0)T und x} = (7, 0)T fiir dieses erweiterte Modell ebenfalls Gleichgewichte sind.
Berechnen Sie dann die Linearisierungen in den beiden Gleichgewichten.

(b) Berechnen Sie fiir verschiedene Anfangswerte yo nahe x; die Losungen x (¢; o, o)
sowie die Approximation (4.12) in xo = xj mit#y = 0, ¢ € [0,3], g = 9,81 und
k = 1 numerisch mit MAPLE oder MATLAB und stellen Sie diese grafisch abhingig
von der Zeit dar.

(c) Wiihlen Sie y, so, dass Sie — analog zur dritten Grafik in Abb. 4.2 — gute Uberein-

stimmung der beiden Losungen auf dem Intervall [0, 7] mit 7 = 3 erhalten und
wiederholen Sie Thre Rechnung dann mit groeren Werten von 7'. Was stellen Sie
fest?

Hinweis: Die Teilaufgaben (b) und (c) konnen alternativ auch mit der MATLAB-
Pendelanimation pendel_anim? bearbeitet werden.

Aufgabe 4.4 Essei f : R x RY — R? ein Vektorfeld, bei dem die Lipschitz-Konstante
L in Definition 3.5 nicht von der Wahl der kompakten Menge K abhiingt (man sagt dann,
dass f global Lipschitz-stetig in x ist). Beweisen Sie mit Hilfe des Gronwall-Lemmas,

dass fiir die maximalen Existenzintervalle dann /,, ,, = R fiir alle (¢, xo) € R x R gilt.

Aufgabe 4.5 Es sei x(t) eine auf [0, co) definierte Losung einer autonomen Differential-
gleichung mit Lipschitz-stetigem Vektorfeld f : RY — R?. Es gelte

lim x(¢) = x*
—00

fiir ein x* € RY. Zeigen Sie, dass x* dann ein Gleichgewicht ist.

2 Erhiltlich unter http://www.dgl-buch.de.
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Analytische Losungsmethoden

Die Berechnung analytischer Losungen, also die Angabe einer expliziten Formel fiir die
Losungsfunktion x (¢; ¢y, xo) einer gewohnlichen Differentialgleichung, stand lange Zeit
im Zentrum der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen. Der Nutzen einer expli-
ziten Losungsdarstellung liegt auf der Hand: Kennt man eine Formel, so kann man die
Losung an jeder beliebigen Stelle ¢, ¢y und x auswerten und erhilt damit die vollstindige
quantitative Information iiber ihr Verhalten. Zudem kann man Langzeitverhalten, Mono-
tonieeigenschaften und viele weitere qualitative Losungseigenschaften direkt {iberpriifen.

Mit zunehmender Komplexitit der Probleme, die mit Differentialgleichungen mathe-
matisch modelliert wurden, stellte sich dann aber heraus, dass dieser Weg oft in eine
Sackgasse fiihrte, weil keine expliziten Losungsformeln gefunden werden konnten. Der
Schwerpunkt der mathematischen Forschung im Gebiet der Differentialgleichungen hat
sich daher im vergangenen Jahrhundert graduell in Richtung solcher Methoden verscho-
ben, die Aussagen iiber die Losungen auch dann zulassen, wenn diese nicht durch eine
explizite Formel dargestellt werden konnen. Dieses Buch trigt dieser Tatsache Rechnung,
indem diese ,,modernen* Methoden in den nachfolgenden Kapiteln ausfiihrlich behandelt
werden.

Unstrittig ist aber, dass Grundkenntnisse iiber analytische Losungsmethoden nach wie
vor in vielen Situationen niitzlich sein konnen und dariiberhinaus — nicht nur aus his-
torischen Griinden — zur mathematischen Allgemeinbildung gehoren. Nicht zuletzt sind
solche Grundkenntnisse niitzlich, um zu verstehen, was sich hinter den Losungsmethoden
verbirgt, die in Computeralgebrasystemen wie MAPLE implementiert sind.

Die in diesem Kapitel vorgestellten Losungsverfahren besitzen mehrere Gemeinsam-
keiten: Zum einen setzen sie alle gewisse Strukturannahmen an das Vektorfeld f der
Differentialgleichung (3.1) voraus, zudem sind sie auf ein- und zweidimensionale Glei-
chungen beschrédnkt. Zum anderen erfordert die Anwendung der Methoden oft ein gewis-
ses Geschick, etwa bei der Berechnung eines Integrals, beim Auflésen einer impliziten
Gleichung oder bei der Umformulierung einer gegebenen Gleichung in eine Form, die mit
einer der Methoden behandelt werden kann. Wir werden dieses an Beispielen erldutern.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2016 61
L. Griine, O. Junge, Gewdohnliche Differentialgleichungen,
Springer Studium Mathematik — Bachelor, DOI 10.1007/978-3-658-10241-8_5
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5.1 Trennung der Variablen

Die Trennung der Variablen (auch Trennung der Verdnderlichen genannt) ist ein Verfah-
ren, das sich auf skalare Differentialgleichungen (3.1)

x = f(t x)
anwenden ldsst, wenn das Vektorfeld /' : D — R, D C R x R, von der Form

S, x) = % (5.1)

ist. Hierbei seien g : (¢,b) — Rund & : (¢, d) — R stetige Funktionen mit 4 (x) # O fiir
alle x € (c,d). Die Differentialgleichung (3.1) ist dann fiir # € (a,b) und x(¢) € (c,d)
dquivalent zu

h(x(1)x(t) = g(1). (5.2)
Integrieren wir diese Gleichung von ¢y € (a, b) bist € (a, b) so erhalten wir

t 1

/h(x(t))fc(t)dt = /g(’[)d‘[. (5.3)

Iy fo

Nehmen wir nun als 1. Annahme an, dass x(7) € (¢, d) gilt fiir alle T € [ty, 7], so konnen
wir das linke Integral mit der Substitutionsregel schreiben als

t

/h(x(l’))fé(l’)dl’ = /h(x)dx

to
mit xo = x(f) und x, = x(¢) und erhalten so

X t

h(x)dx = [ g(r)dr. 5.4)
Jras=

X0 fo

(Als ,,Merkregel* zum Aufstellen von (5.4) kann man die formale Umformung

dx _ @) _
T hx) & h(x)dx = g(t)dt

mit nachfolgender Integration verwenden.)
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Definieren wir

H(x,) := /h(x)dx, G() := /g(t)dl

(H und G sind also Stammfunktionen mit H (xy) = 0 und G(ty) = 0), so erhalten wir die

Gleichung
H(x(1)) = H(x;) = G(1).

Nehmen wir jetzt als 2. Annahme an, dass in einer Umgebung der Menge {x(7) |t €
[fo. ]} eine stetig differenzierbare Funktion H ~! existiert mit H~' o H(x(t)) = x(¢t) fiir
alle t € [0, t], so folgt schlieBlich die Gleichung

x(t) = HY(G®)). (5.5)
Int = t, gilt dabei wegen G(ty) = H(xy) = 0 und der Annahme an H ~! gerade
x(t)) = H'(G(t0)) = H ™' (H(x0)) = xo,
weswegen dieses Verfahren gerade die Losung x (¢; fo, Xo) berechnet.
Frage 18 Wie lautet die Losung der DGL X = 2x¢ zum Anfangswert x (0) = 1?

Beispiele fiir die Trennung der Variablen Wir wollen das Verfahren an zwei Beispielen
erldutern.

Beispiel 5.1 Betrachte die Differentialgleichung
X =tx

Hier erhalten wir g(¢) = ¢ und h(x) = x 3. Fiirt > #, > 0 sowie x¢ > 0 ist

[ o
H(x,) = /‘x%dx =———.

2 2
2xy  2x;
X0

Diese Funktion ist invertierbar, allerdings nicht global. Bei der Ermittlung der richtigen
Umkehrfunktion muss man auf das Vorzeichen von x, ebenso wie auf das Vorzeichen
von H(x;) achten. In unserem Fall mit x;, > O und ¢t > f#y > 0 folgt aus der Differen-
tialgleichung sofort, dass x(¢) positiv und x (¢) damit streng monoton wachsend in ¢ ist,
weswegen x; > xo und folglich H(x;) > 0 gilt. Zudem muss H ' (H (x¢)) = H~'(0) =
xo gelten. Aus diesen beiden Bedingungen ergibt sich die ,,passende Umkehrfunktion als

_1
2

H™'(y) = (x> —2y)
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Zudem gilt

t
1
G(t) = [tdt = E(zz—zg).
4]

Damit erhalten wir die Losung

1

[i—2_p2 42
Xg~— 1"+ 1y

Dass die erhaltene Losung korrekt ist, lasst sich leicht durch Einsetzen in die Differenti-
algleichung tiberpriifen. Tatsichlich stellt man so fest, dass die angegebene Losung auch
fiir r < ¢y giiltig ist. Das Existenzintervall ist beschrénkt: es gilt

It().,xo = (_\/')CO2 + Zg’ \/XJZ + tg) .

Dass dies tatsdchlich das maximale Existenzintervall ist, folgt aus der Tatsache, dass die
angegebene Losung divergiert, wenn ¢ gegen den Rand des Intervalls strebt, und daher
tiber die Rinder dieses Intervalls hinaus nicht weiter fortgesetzt werden kann, vgl. Bemer-
kung 3.3.

Fiir xo < 0 erhilt man analog

x(tit0x0) = HUGW) = (vg? — 2 4+ 12) F =

-1

N e S

Durch eine leichte Rechnung sieht man, dass man beide Formeln zu dem Ausdruck

x(t;t9,x0) = H'(G(1)) =

X0

/ 232 1 222
1 —12x5 + 15x3

zusammenfassen kann, der unabhédngig vom Vorzeichen von x, (und auch fiir xo = 0)
die richtige Losung liefert. Dies ist im Ubrigen auch die Losungsformel, die der dsolve
Befehl von MAPLE (siehe Anhang 14.1) liefert.

x(t;ty, x0) =

Beispiel 5.1 illustriert das iibliche Vorgehen beim Trennen der Variablen: Die in der
Herleitung gemachten Annahmen konnen i. A. erst dann iiberpriift werden, wenn die Lo-
sungsformel hergeleitet wurde. Daher wendet man die Methode zunichst ,,formal* an,
also ohne Uberpriifung der Annahmen, und priift erst anhand der erhaltenen Losung durch
Einsetzen in die Differentialgleichung nach, ob diese das Anfangswertproblem tatsichlich
16st. Diese abschlieBende Uberpriifung sollte auf keinen Fall ausgelassen werden, nicht
nur um die Annahmen zu priifen, sondern allein schon, um Rechenfehler auszuschlieBen.

Das zweite Beispiel zeigt eine Situation, in der die Methode erst nach einer geeigneten
Umformung angewendet werden kann.
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Beispiel 5.2 Wir betrachten die Differentialgleichung
X=—-x+1+41

Die Methode der Trennung der Variablen ist hier nicht direkt anwendbar, da eine Zerle-
gung x + 1 —¢ = g(¢)/h(x) nicht mdglich ist. Abhilfe schafft hier eine Koordinaten-
transformation mittels

z=1—X.

Fiir die neue Funktion z(¢) gilt die Differentialgleichung

z=1l—-x=14+x—-1—-t=x—1t=—2z.

Nun ist die Trennung der Variablen anwendbar: Mittels 4(z) = 1 und g(z) = —1/z ergibt

sich
t Zt

1
G(t) = / ldt =t —tyund H(z;) = /——dz =—Inz, + Inz.
z
fo Z0

Damit erhalten wir H~'(y) = ez, und folglich
2(t5 19, 29) = e U710z,
Daraus berechnet sich wegen zo = fo — xo und x(¢) = ¢ — z(¢) schlieBlich
x(t:t9, x0) =1 — e 7 (15 — xq).

Wiederum rechnet man leicht nach, dass dies tatsdchlich eine Losung ist, die die Differen-
tialgleichung und die Anfangsbedingung erfiillt.

In vielen Fillen fiihrt die Methode auf Integrale, deren Stammfunktionen nicht als
geschlossene Ausdriicke angegeben werden konnen, so dass die erhaltene Losung Inte-
gralausdriicke enthélt. Diese konnen aber trotzdem niitzlich sein, entweder um qualitative
Eigenschaften der Losung zu ermitteln oder um die Losung durch numerische Quadratur
approximativ auszuwerten.

5.2 Exakte Differentialgleichungen

Die nichste Losungsmethode, die wir betrachten wollen, kann als Erweiterung der Me-
thode der Trennung der Variablen aufgefasst werden. Ahnlich wie im vorhergehenden
Abschnitt beruht sie auf einer Darstellung des Vektorfeldes f : D — R, D C R x R als
Quotient zweier stetiger Funktionen, diesmal aber in der Form

g(t, x)

fle.x) = “h)’

(5.6)
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d.h. g und £ diirfen beide sowohl von ¢ als auch von x abhéngen. Um den Fall 4(¢, x) = 0
nicht stindig separat behandeln zu miissen, schreiben wir unsere Differentialgleichung
X = f(¢,x) (3.1) hier in der Form

h(t,x)x + g(t,x)=0 5.7
mit 7, g € C(D,R). Es ist leicht zu sehen, dass jede Losung von (3.1), (5.6) auch eine
Losung von (5.7) ist; umgekehrt ist jede Losung von (5.7) eine Losung von (3.1), (5.6),
wenn ihr Definitionsbereich — falls notig — geeignet eingeschrinkt wird.

Exakte Differentialgleichungen sind nun wie folgt definiert.
Definition 5.3 Eine gewohnliche Differentialgleichung der Form (5.7) mit g,h : D — R

heiflt exakt, falls eine stetig differenzierbare Funktion F' : D — R existiert, so dass die
Gleichungen

a—F(t,x) = g(¢t,x) und a—F(t,x) = h(t,x)
at x
gelten. Die Funktion F heifit dann Stammfunktion von g und h.
Beachte, dass Differentialgleichungen der Form (5.1) diese Bedingung mit F (¢, x) =
G(t) + H(x) fiir die bei der Trennung der Variablen verwendeten ,.einzelnen* Stamm-
funktionen erfiillen.

Frage 19 Was ist eine Stammfunktion fiir die Gleichung tx + x = 0?

Bedeutung der Stammfunktion Der folgende Satz liefert die Grundlage fiir die Losung
exakter Differentialgleichungen.

Satz 5.4 Fiir eine exakte Differentialgleichung (5.7) gemif Definition 5.3 ist die Stamm-
funktion F konstant entlang jeder Losungskurve (¢, x (¢; g, Xg)), d. h.

F(t,x(t;t0,x0)) = F(to, xo) fiiralle t € I, y,.
Insbesondere ist die Losungskurve (¢, x(¢; fo, X)), t € 1y, x, in der Niveaumenge
N(to, x0) :={(t,x) € D| F(t,x) = F(ty,x0)}

enthalten.
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» Beweis Wir schreiben kurz x(z) = x(¢;1, Xo). Aus der Kettenregel, Definition 5.3
und (5.7) folgt

d oF oF .
EF(LXU)) = W(t,x(t)) + a(t,x(t))x(t)
g(t, x (1) + h(t,x(@)x() = 0

Folglich ist F entlang der Losung konstant. O

Satz 5.4 liefert eine implizite Beschreibung der Losungen mittels der Funktion F und
kann so zur Berechnung der Losungen verwendet werden.

Beispiel 5.5 Die in der Form (5.7) gegebene Differentialgleichung
2txx + x2 =0,

also g(t,x) = x?und h(t, x) = 2tx, ist exakt mit Stammfunktion F(¢,x) = tx2, denn

es gilt
aF

5 0= x* = g(t,x)

und 9F
—(t,x) = 2tx = h(t, x).
dx

Fiir gegebene Anfangsbedingung (f, x¢) erfiillen die Losungen daher die Gleichung
tx (510, X0)> = F(t,x(t; 19, X0)) = F(to, X0) = tox3,

woraus sofort die Formeln

2 2
toX, . tox
x(1:10, x0) = 1/ —OZO sowie x(t;to,x0) = — %

folgen. Uberpriifung der Anfangsbedingung liefert, dass diese Formeln fiir z, # 0 die
richtigen Losungen liefern, wobei die erste Formel fiir xo > 0 und die zweite fiir xo < 0
gilt. Beide Formeln sind fiir alle # € R mit #¢ > O definiert, wodurch das maximale
Existenzintervall beschrieben ist. In # = 0 ist das urspriingliche Vektorfeld f(¢,x) =
—g(t,x)/ h(t, x) nicht definiert, weswegen auch die Losungen dort nicht definiert sind.
Abbildung 5.1 stellt ausgewihlte Niveaumengen der Stammfunktion F dar, die gerade
den Graphen (z, x (¢; to, Xo)) der Losungsfunktionen fiir verschiedene (o, x¢) entsprechen.
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Abb. 5.1 Niveaumengen der 2 " i .

Funktion F (¢, x) = tx? / \
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Frage 20 Konstruieren Sie eine Differentialgleichung, deren Losungen Halbkreise in der
(¢, x)-Ebene sind.

!

e

-

(&

Kriterium fiir Exaktheit und Berechnung einer Stammfunktion In Definition 5.3 ha-
ben wir die Exaktheit einer Differentialgleichung iiber die Stammfunktion F definiert.
Aber wie sieht man den Funktionen g und % an, ob die Differentialgleichung exakt ist,
ohne dass man F kennt, und wie ldsst sich ' dann berechnen?

Der folgende Satz gibt eine Antwort auf diese Frage fiir stetig differenzierbare g und
h. Wir begniigen uns hier mit einer leicht zu beweisenden Version auf Rechteckgebie-
ten; allgemeiner lasst sich der Satz auf beliebigen einfach zusammenhingenden Gebieten
formulieren und beweisen, vgl. z. B. Walter [1, Kapitel 3.1I1].

Satz 5.6 Gegeben sei eine Differentialgleichung in der Form (5.7) mit g,h € C'(D,R),
wobei D C R? ein offenes Rechteck, also D = (a,b) x (c,d) ist. Dann ist (5.7) genau
dann exakt, wenn die Bedingung

g
E(
erfiillt ist. In diesem Fall definiert

h
t,x) = g—t(t,x) fiir alle (¢, x) € D (5.8)

t X

F(t,x) = /g(s,x)ds+[h(to,y)dy (5.9

fo X0

fiir alle (¢o, xo), (¢, x) € D eine Stammfunktion mit F(#y, xo) = 0.

» Beweis Wir beweisen zunichst, dass aus der Exaktheit die Bedingung (5.8) folgt: Sei
dazu (5.7) exakt. Aus der Definition 5.3 der Exaktheit und der Differenzierbarkeit von g
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und / folgt dann, dass die Stammfunktion F zweimal stetig partiell differenzierbar ist.
Damit erhalten wir
g 0°F 0°F oh
— = = = —(t,x).
dx  0xdr OJtdx Ot
Um zu zeigen, dass aus (5.8) umgekehrt die Exaktheit folgt, beweisen wir, dass (5.9)
tatsdchlich eine Stammfunktion im Sinne von Definition 5.3 definiert. Nach dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung gilt zum einen

oF
E(tsx) = g(Z,X).

Zum anderen kénnen wir hier die Differentiation mit der Integration vertauschen, weswe-
gen mit (5.8) folgt

t
oF )
— (. x) = [ —g(s,x)ds + h(t, x)
ax ax

fo
- oh
= [ —(s,x)ds + h(ty, x)
as
4]

= h(t,x) —h(ty,x) + h(ty,x) = h(t, x),

wobei wir im ersten und im dritten Schritt den Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung fiir die Integrale iiber # verwendet haben. Dies zeigt, dass die Gleichung exakt
ist und dass (5.9) tatsichlich eine Stammfunktion definiert. Die Gleichung F (¢, xo) = 0
schlieBlich folgt sofort aus der Definition von F'. O

Bemerkung 5.7 Alternativ kann die Stammfunktion aus (5.9) durch die Formel

t

F(t,x) = [g(s,xo)ds —l—/h(t,y)dy (5.10)

fo X0

berechnet werden. Dass dies eine Stammfunktion ist, rechnet man ganz analog zum Be-
weis von Satz 5.6 nach. Da die Stammfunktion gem@8 Definition 5.3 bis auf Integrations-
konstanten eindeutig bestimmt ist und sowohl in (5.9) als auch in (5.10) die Gleichung
F(ty, x9) = 0 gilt, liefern beide Formeln also das gleiche F.

Beispiel 5.8 Betrachte wiederum die Gleichung aus Beispiel 5.5, also
g(t,x) = x*>und h(t, x) = 2¢x.

Wegen
dg h
a(l,X) =2x = g(l,X)
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ist Bedingung (5.8) erfiillt. Die Formel (5.9) ergibt hier

t X

F(t,x) = /g(s,x)ds—i-/h(l‘o,)’)dy

fo X0

1 X

= /xzds+/210ydy

fo X0

= (t —to)x? +to(x* — x3) = tx* —tox{,

also bis auf eine Integrationskonstante genau die in Beispiel 5.5 verwendete Stammfunk-
tion.

Integrierender Faktor Natiirlich sind nur die wenigsten skalaren Differentialgleichun-
gen der Form (5.7) exakt. Stellt man die Gleichungen in unserer Standardform (5.6) dar,
so ist leicht einzusehen, dass die Multiplikation von g und % mit dem gleichen Multipli-
kator M : D — R an den Losungen nichts dndert — jedenfalls fiir alle (¢, x) € D, fiir die
M(t,x) # 0 ist. Dies kann man ausnutzen, um eine nicht exakte Differentialgleichung
durch Multiplikation mit M exakt zu machen. Erreicht man so, dass die multiplizierte
Gleichung

M(t,x)h(t,x)x + M(t,x)g(t,x) =0 (5.11)

exakt ist, obwohl (5.7) dies nicht ist, so nennt man M (¢, x) einen integrierenden Faktor.
Im folgenden Abschnitt betrachten wir eine wichtige Klasse von Differentialgleichungen,
die sich mit Hilfe eines geeigneten integrierenden Faktors 19sen lisst.

5.3 Bernoulli Differentialgleichungen
Die Bernoulli! Differentialgleichungen sind gegeben durch
x(@)=a@)x@) + b(t)x()%, (5.12)

wobei a,b : I — R auf einem offenen Intervall / definierte stetige Funktionen sind und
o € R ein reeller Parameter ist. Wir betrachten die Gleichung auf der Menge D = I xR,
welche eine Rechteckmenge im Sinne von Satz 5.6 ist.

Es ist sofort klar, dass diese Gleichung mittels

gt,x) = —a(t)x —b(t)x* und h(t,x) =1

I Jakob I. Bernoulli, schweizer Mathematiker und Physiker, 1655-1705.
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in die Form (5.7) gebracht werden kann. Dies liefert aber im Allgemeinen keine exakte
Gleichung, denn i. A. gilt

a oh
%8 (1 x) = —a(t) —ab()x*" #0 = (1, x),
dx ot

so dass (5.8) verletzt ist.

Es sei nun A(?) eine beliebige Stammfunktion zu a(¥), d. h. es gelte

1

At) = /a(s)ds +C

fo

flireintyp € I,ein C € R und alle € 1. Wir definieren damit den Multiplikator

M(t,x) = (1 —a)x %@ A0, (5.13)
Fiir
g(t.x) = M(t.x)g(t. x) = (@ — De“ MO (x"a(r) + b(1))
und }
h(t,x) = M(t,x)h(t,x) = (1 — a)x %@ D40
gilt dann

38 dh
—g(t,x) = (a — D VO1 —a)x %) = —(1, x),
ax ot
weswegen M ein integrierender Faktor und die Gleichung
h(t,x(0))%(1) + §(t.x(1)) = 0
exakt ist. Mit Formel (5.9) errechnet man

F(Z,X) — xl—ae(u—l)A(t)

1
+(@—1) [ b(s)e @ DA gy — x}mo @Dl

fo

Nun kann man die implizite Gleichung F (¢, x(¢; to, xo)) = F(to, xo) = 0 auflésen und
erhilt die Losungsformel

1
‘ =
x(t;ty, X9) = A0 x(l)*“e(“fl)A("’) + (1 —a) / b(s)e(“*l)A(“')ds

fo
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Zu beachten ist dabei, dass diese Formel i. A. nur fiir xo > 0 die richtige Losung liefert
bzw. iiberhaupt definiert ist. Fiir xo = 0 sieht man leicht, dass eine (fiir « € (0, 1) nicht
notwendigerweise eindeutige) Losung stets durch x (¢;#p, 0) = 0 gegeben ist. Fiir xo < 0
hingt es von « ab, ob die Losung korrekt ist oder ob man sie gegebenfalls mit negativem
Vorzeichen versehen muss.

Frage 21 Sei x eine Losung der Bernoulli Differentialgleichung (5.12) und o # 1. Wel-
che Differentialgleichung erfiillt die Funktion z (1) = (x(z))'~%?

Beispiel 5.9 Wir wollen dies an einem konkreten Beispiel illustrieren und betrachten dazu
die Differentialgleichung

() = x(t)* —x().

Dies ist eine Bernoulli-Differentialgleichung mit a(¢) = —1, b(t) = 1 und @« = 3.
Als Stammfunktion von a(¢) wihlen wir A(t) = —¢. Damit erhalten wir aus der obigen
Losungsformel

Bl

t
x(t5t0, x0) = e~ | xg%e ™0 — 2/ e >ds

to

_1
— e*l (xO—Ze—Zt(, + (e—Zt _ele())) 2

1
\/(x()_2 _ 1)ez(t7t0) +1

welche fiir xo > 0 die korrekte Losung liefert. Fiir xo < 0 ist dies aber nicht der Fall,
da die Formel offenbar fiir xo und —x, die gleichen (positiven) Werte liefert. Hier sieht
man aber direkt aus der Differentialgleichung, dass — weil o ungerade ist — fiir jede Lo-
sung x (¢; fo, Xo) auch —x(¢; ¢y, xo) eine Losung der Gleichung ist. Diese erfiillt gerade die
Anfangsbedingung —x (fy; tp, xo) = —xo, weswegen fiir xo < 0 die Losungsformel

1
\/(x()_2 _ 1)ez(t7t0) +1

x(t;ty, x0) = —

gilt. Fiir xo = 0 schlieBlich ist die Losung konstant gleich Null, womit wir die Losungen
fiir alle moglichen Anfangswerte x( bestimmt haben.

5.4 Zweidimensionale autonome Systeme

Die bisher vorgestellten Techniken haben als gemeinsame Grundidee, dass die Graphen
(t, x(t; 10, x0)) der Losungskurven als Niveaumengen geeigneter Stammfunktionen dar-
gestellt werden. Dieses Prinzip lésst sich auch auf zweidimensionale autonome Systeme
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x(t) = f(x()) mit x(¢) = (x;(t),x2(t))" € R?und f : D — R?, D C R?, verallge-
meinern. Ausfiihrlich geschrieben lautet das System

o _[ao ] _[ seo -
o |:562(1):| [fz(xo))]' e

Ziel ist die Darstellung der Losungskurven {x(z:%o, xo)) |t € I, ,} C R? als Niveau-
mengen {x € R?| F(x) = c} einer geeigneten Funktion F : D — R. Zwar kann man
daraus im zweidimensionalen im Allgemeinen nicht mehr die zweidimensionale Losungs-
funktion x (¢; 9, Xo) errechnen, man erhilt aber immer noch eine implizite Darstellung der
Losungskurven, aus der sich insbesondere ein Phasenportrait der Gleichung erstellen lésst.

Die folgende Definition ist grundlegend fiir dieses Vorgehen.

Definition 5.10 Eine stetig differenzierbare Funktion F' : D — R heil3t erstes Integral
von (5.14), falls die Beziehung

aF aF
() /1(x) + 7—=(x) fa(x) =0
axl 8X2

fiir alle x € D gilt.

Bedeutung des ersten Integrals Der folgende Satz zeigt, dass das so definierte erste
Integral die gewiinschte Eigenschaft besitzt. Man beachte die Analogie zu Satz 5.4.

Satz5.11 Essei F ein erstes Integral fiir die zweidimensionale autonome Gl. (5.14). Dann
ist F entlang aller Losungen x (¢; fo, Xo) von (5.14) konstant, d. h. es gilt

F(x(t:t9,x0)) = F(xo) firalle t € I ,.
Insbesondere ist die Losungskurve x (¢; 19, Xo), t € I, x, in der Niveaumenge
N(xo) 1= {x € D| F(x) = F(x0);

enthalten.

» Beweis Wirschreiben kurz x(¢) = x(¢; ty, xo). Mit der Kettenregel, der Tatsache, dass
x(t) die Gl. (5.14) 16st und Definition 5.10 folgt

%F(X(Z)) N Z_f(x(f))*(f) = fl—f(x(r))f(x(z))
= g_F(x(f))fl(x(f)) + a—F(x(t))fz(x(t)) -0
X1 axz

Also ist F(x(¢)) konstant in ¢, woraus die Behauptung folgt. O
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Interessanterweise liefern die bereits behandelten Losungsmethoden fiir eindimen-
sionale Differentialgleichungen eine Moglichkeit zur Berechnung erster Integrale. Dazu
schreiben wir die Differentialgleichung (5.7) mit den Variablen x; und x, an Stelle von ¢
und x, also

dx
h(xl,xz)d—x2 +g(x1.x) =0 (5.15)
1

und setzen
h(x1,x2) = fi(x1,x2) und g(xy,x2) = — fa(xy, x2).

Ist M nun ein integrierender Faktor fiir (5.15) und F(x;, x,) eine Stammfunktion der mit
M multiplizierten (und somit exakten) GI. (5.11), so gilt

a -
g(xl,xz) = g(x1,x2) = —M(xy, x2) fo(x1, X2)
1

und 9F
W(-xls-xz) = ﬁ(xl,xz) = M(xy, x3) fi(x1, X2).
2

Schreiben wir wieder kurz x = (xy, x2)7, so folgt daraus

TG + () () = ~ME) L)) + M)A () =0
d.h., F ist erstes Integral fiir (5.14).
Beispiel 5.12 Wir illustrieren dies anhand der Pendelgleichung (1.5), d. h. fiir
fix) =x2, foalx) = —g sinx;.
Fiir die Funktionen aus (5.15) erhalten wir damit
h(x1, x2) = x2,  g(x1,x2) = g sinxy.

Diese Gleichung ist bereits exakt, da das Kriterium (5.8) erfiillt ist, daher kénnen wir
M = 1 setzen. Eine Stammfunktion und damit ein erstes Integral fiir die Pendelgleichung
(1.5) ist nach (5.9) (angewendet mit unteren Integralgrenzen /2 und 0) gegeben durch

X1 X2
1
F(t,x) = / g siny; dy, + / Vaody, = —g cos x| + Ex% (5.16)
/2 0

Abbildung 5.2 stellt ausgewihlte Niveaumengen dieses ersten Integrals F dar. Ein Ver-
gleich mit Abb. 1.3 bestitigt, dass dies tatsdchlich die korrekten Losungskurven sind.

Tatsdchlich ist dieses F sogar mehr als ,,nur* ein erstes Integral, ndmlich eine so-
genannte Hamilton-Funktion. Mehr zu diesen Funktionen findet sich in Kap. 12, vgl.
insbesondere Beispiel 12.4.
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Abb. 5.2 Niveaumengen von 10

(5.16) fiir g = 9,81 SW

5.5 Ubungen

Aufgabe 5.1 Finden Sie eine Transformation z (¢) = a(t) + bx(t), so dass Gleichung
X =X + cost —sint¢

analog zu Beispiel 5.2 mit der Methode der Trennung der Variablen gelost werden kann
und berechnen Sie die Losung.

Aufgabe 5.2
(a) Gegeben sei eine Differentialgleichung der Form (5.7), also

h(t,x)x + g(t,x) = 0.

Beweisen Sie: Wenn eine differenzierbare Funktion m : R — R existiert, welche die
Gleichung
F)
E(t,x)— L(t,x) _d
h(t, x) dt

erfiillt, so ist M (z, x) = m(¢) ein integrierender Faktor.
(b) Verwenden Sie die Methode aus (a), um einen integrierenden Faktor fiir die Differen-
tialgleichung (5.7) mit

(Inm(t))

h(t,x) =3x*+1t und g(t,x) = x(2t> + 2tx> 4+ 1)

zu finden.
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Aufgabe 5.3 Gegeben sei eine zweidimensionale autonome Differentialgleichung X =
f(x), deren Losungen die Gleichung

x1()x1(1) = —xa2(1)%2(1)

erfiillen. Zeigen Sie, dass alle Losungen dann auf konzentrischen Kreisen um den Null-
punkt verlaufen.

Aufgabe 5.4

(a) Eine Erweiterung des Wachstumsmodells (1.4) besteht darin, den Faktor ¢ abhin-
gig von der aktuellen GroBe der Population zu wihlen. Eine iibliche Wahl dafiir ist
¢ = K — x, was bewirkt, dass die Population fiir x < K wichst, fiir x > K aber
abnimmt, da ¢ dann negativ ist. Die Konstante K ist hier ein MaB fiir die Kapazitit
der Ressourcen, die der Population x zur Verfiigung steht. Die resultierende Differen-
tialgleichung ist

X(@) = (K —x(t))x().

Losen Sie diese Gleichung mit einer der Methoden dieses Abschnitts.

(b) Eine Variante der Gleichung aus (a) erhilt man, wenn man die Kapazitit K abhingig
von ¢t wihlt, also z.B. K(t) = sin(¢) + 2. Losen Sie die resultierende Gleichung
ebenfalls mit einer der Methoden dieses Abschnitts.

Aufgabe 5.5 Die zweidimensionale Differentialgleichung

[{cl }z{ (a—bxo)x, } 51
X (—c +dx1)x,
mit Parametern a, b, ¢, d > 0 ist eine zweidimensionale Variante des Wachstumsmodells
(1.4). In diesem sogenannten Lotka-Volterra-Modell* entspricht x| der GroBe einer Beute-
population und x, der Grofe einer Rauberpopulation, die Tiere der Art x; jagt, weswegen
das Modell auch als Réuber-Beute-Modell bezeichnet wird. Die Riduber-Beute Beziehung
wird durch die Wachstumsfaktoren den Gleichungen der beiden Populationen modelliert:
Je mehr Rduber x, vorhanden sind, desto kleiner ist der Wachstumsfaktor (¢ — bx,) fiir
die Beute x| und je mehr Beute x; vorhanden sind, desto grofer ist der Wachstumsfaktor
(—c + dx,) fiir die Réduber x;

Berechnen Sie mit Hilfe des integrierenden Faktors M (xy, x;) = 1/(x1x,) ein erstes
Integral fiir diese Gleichung und stellen Sie die Niveaumengen fira =b =c =d =1
grafisch dar.

Literatur

1. WALTER, W.: Gewdhnliche Differentialgleichungen. Springer, Heidelberg, 7. Aufl., 2000.

2 Mehr zu diesem Modell findet sich in Abschn. 13.3.
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Fiir komplexe nichtlineare Differentialgleichungen sto3en die im letzten Kapitel beschrie-
benen analytischen Losungsmethoden rasch an ihre Grenzen. Auch wenn die Automati-
sierung analytischer Methoden in Computermathematiksystemen wie MAPLE eine Menge
Rechenarbeit erspart, so ist die iiberwiegende Mehrheit von Differentialgleichungen we-
der per Hand noch mit Hilfe des Computers analytisch 16sbar.

In diesem Fall bieten numerische Losungsverfahren einen Ausweg. Hier werden die
Losungen nicht exakt berechnet, sondern durch Niherungsformeln approximiert, welche
sich als Algorithmen im Computer implementieren lassen. Im Falle gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen sind die Algorithmen dabei heutzutage so ausgereift, dass man selbst
fiir hochkomplizierte Gleichungen in kurzer Zeit sehr genaue Ndherungen der Losungen
berechnen kann.

Dieses Kapitel kann eine ausfiihrliche Einfiihrung in die Numerik gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen, wie sie z. B. in den Lehrbiichern von Deuflhard und Bornemann [1],
Stoer und Bulirsch [2] oder Hairer, Ngrsett und Wanner [3] gegeben wird, nicht ersetzen.
Da numerische Methoden aber heutzutage ein Standardwerkzeug sind, um sich schnell
einen Uberblick iiber die Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen zu verschaffen,
sind Grundkenntnisse iiber die Funktionsweise und Approximationseigenschaften nume-
rischer Verfahren notig, um deren Moglichkeiten und Grenzen zu verstehen. Dazu werden
wir die Funktionsweise und die Konvergenztheorie der sogenannten Einschrittverfahren
mathematisch rigoros einfiihren und anschliefend diverse Erweiterungen und Ergédnzun-
gen in eher informeller Weise erldutern.

6.1 Gitterfunktionen

Die Grundidee fast aller numerischer Verfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen
liegt darin, die Losungsfunktion x (¢; #y, xo) zu diskreten Zeitpunkten t = 1, 1,1, ... zu
approximieren. Formal wird eine solche Approximation wie folgt beschrieben.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2016 77
L. Griine, O. Junge, Gewdohnliche Differentialgleichungen,
Springer Studium Mathematik — Bachelor, DOI 10.1007/978-3-658-10241-8_6
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Definition 6.1
(i) Eine Menge T = {to,t1,...,ty} von Zeiten mit tp < #; < ... < ty = T heiBt
Gitter auf dem Intervall [ty, T']. Die Werte

h; = tiy1—1t und l’_l ‘= max h;
i=0...., N-1
heien Schrittweiten bzw. maximale Schrittweite.
(i) Eine Funktion ¥ : T — R heiBt Gitterfunktion.
(iii) Eine Familie von Gitterfunktionen X;, j € N, auf Gittern ‘Tj auf dem Intervall
[to, T] C Iy, mit maximalen Schrittweiten /; heiBt (diskrete) Approximation der
Losung x (¢; ¢y, xo) von (3.1), falls

max || X;(t;) — x (% to, Xo)|| = 0
t,'G'fj

fiir A ; — 0. Die Approximation hat die Konvergenzordnung p > 0, falls fiir jede
kompakte Menge K C D ein M > 0 existiert, so dass

max ||%; (1) — x (t;: 1o, xo) | < MK
tiE’Tj

gilt fiir alle (#9, xo) € K und alle hinreichend feinen Gitter T; auf [ty, T], vorausge-
setzt dass [to, T] C 1, , gilt fiir alle (¢, xo) € K.

Konvergente numerische Approximationen sind also nichts anderes als Folgen approxi-
mierender Vektoren X (#;) ~ x(t;;?9, X0), i = 0,..., N, die um so genauere Nidherungen
darstellen, je feiner das zu Grunde liegende Gitter ist. Je groer dabei die Konvergenz-
ordnung p ist, desto schneller konvergieren die Approximationen bei feiner werdendem
Gitter gegen die exakten Werte.

6.2 Einschrittverfahren

Wie berechnet man nun solch eine diskrete Approximation X? Die einfachste Klasse
numerischer Methoden zu diesem Zweck sind die Einschrittverfahren. Trotz ihrer Ein-
fachheit sind diese Verfahren bereits so gut, dass sie auch fiir durchaus anspruchsvolle
Probleme gute Losungen liefern.

Die Idee der Einschrittverfahren liegt darin, die approximierende Gitterfunktion iterativ
fiir gegebene Anfangsbedingung (¢, xo) mittels

X(to) = x0, X(tig1) = @(t;,X(8;), h;) firi =0,1,...,N —1 6.1)
zu berechnen. Die Iterationsvorschrift ist hierbei eine Abbildung

¢:RdexR—>Rd,
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die sich natiirlich leicht im Computer implementieren lassen soll. Wie kann so ein @ nun
aussehen?

Die Antwort auf diese Frage erschlief3t sich am einfachsten tiber die Integralgleichung
(3.5). Diese besagt, dass die exakte Losung gerade die Gleichung

lit1

*ltan) = x(1) + [ Fr.x(@)dr

ti

erfiillt. Die Idee ist nun, das Integral durch einen Ausdruck zu ersetzen, der numerisch
berechenbar ist, wenn wir x () fiir > #; nicht kennen. Eine einfache numerische Appro-
ximation des Integrals ist gegeben durch die Rechteck-Regel

Liy1

[ Fx @)t ~ (41— 1) (b x(0) = hi £t x(1). 62)

ti
Setzen wir also

D(t,x,h) =x+ hf(t, x), (6.3)

so ergibt sich die Iterationsvorschrift zu
X(tiy1) = @, X(1:), hi) = X&) + hi f(4;, %(1:))
und wenn wir X(#;) & x(;) annehmen, so konnen wir fortfahren

lit1

e x () + by S x (1) ~ x () + [ Flr.x(@)dt = x(i1).

ti

Da X(tp) = xo = x(fo) ist, kann man damit rekursiv zeigen, dass X (¢; +) eine Approxima-
tion von x (¢; 1) ist. Wir werden dies im Beweis von Satz 6.4 mathematisch prizisieren.

Frage 22 Wie lautet die Iterationsvorschrift, wenn man in (6.2) in der Rechteckregel nicht
den Wert von f am linken, sondern am rechten Rand des Intervalls verwendet?

Das durch (6.3) gegebene Verfahren ist das einfachste Einschrittverfahren und heif3t
Eulersche Polygonzugmethode oder einfach Euler-Verfahren'. Es hat eine einfache geo-
metrische Interpretation: In jedem Punkt X(#;) berechnen wir die Steigung der exakten
Losung durch diesen Punkt — also gerade f(t;, X(¢;)) — und folgen der dadurch definierten
Geraden bis zum néchsten Zeitschritt. In Abb. 6.1 ist die mit diesem Verfahren erhaltene
Approximation fiir die Gleichung x = x grafisch dargestellt, die einzelnen Punkte der

! Leonhard Euler, schweizer Mathematiker, 1707—1783.
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S
3

Abb. 6.1 Euler-Verfahren fiir x = x, h = 0,5 (a), h = 0,1 (b)

Approximation sind dabei mit gestrichelten Linien verbunden. Die linke Abbildung ver-
wendet die konstante Schrittweite 7 = 0,5, in der rechten wurde &7 = 0,1 verwendet.
Zusitzlich sind die exakte Losung (durchgezogen) sowie das zugehorige Vektorfeld in der
(z, x)-Ebene (mit Pfeilen) dargestellt. Beachte, dass die exakte Losung stets tangential zu
den Pfeilen verlduft, wihrend die Euler-Losung dies nur zu den diskreten Zeitpunkten ¢;
erfiillt.

Die Bilder deuten bereits an, dass das Verfahren konvergiert: auf dem feineren Gitter
rechts liegt die approximative Losung deutlich niher an der exakten Losung als auf dem
groberen Gitter links. Beschiftigt man sich ein bisschen mit dem Euler-Verfahren, so stellt
man allerdings fest, dass dieses Verfahren nur sehr langsam konvergiert, d. h. man muss
sehr feine Gitter wihlen um eine gute Approximation zu erhalten. Bessere Verfahren kann
man erhalten, wenn man statt (6.2) eine genauere Approximation verwendet. Eine bessere
Moglichkeit ist z. B.

lit1

h;
/f(f,x(f))df ~ 7(f(ti,x(ti)) + f(fi+1,x(fi+1)))
A (6.4)

h
~ E(f(r,-,x(z,«)) (1) + h,-f(r,-,x(zi))))

Dies ist nichts anderes als die Trapez-Regel zur Approximation des Integrals, bei der
wir den unbekannten Wert x(#;;1) durch die Euler-Approximation x(¢; 1) ~ x(t;) +
h; f(t;, x(;)) ersetzen. Das daraus resultierende Verfahren ist gegeben durch

Dt x,h) = x + g(f(t,x) + f(t hx —i—hf(t,x)))
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Abb. 6.2 Heun-Verfahren fiir x = x, 2 = 0,5 (a), h = 0,1 (b)

und heiBt Heun-Verfahren®. Es liefert tatsichlich eine deutlich bessere Approximation als
das Euler-Verfahren, wie Abb. 6.2 zeigt. Wir werden in Kiirze verstehen, warum das so
ist.

Frage 23 Eine vollig andere Idee, eine Iterationsvorschrift @ zu konstruieren, besteht
darin, den Wert x (#; + h;) durch die Taylorentwicklung von x im Zeitpunkt #; zu approxi-
mieren. In der Taylorentwicklung kann man dann die Ableitungen von x nach ¢ durch die
(totale) Ableitung des Vektorfelds ersetzen. Welches Verfahren entsteht so, wenn man die
Taylorentwicklung nach dem Glied zweiter Ordnung abbricht?

6.3 Runge-Kutta-Verfahren

Bei der Konstruktion des Heun-Verfahrens haben wir das Euler-Verfahren verwendet, um
einen Schitzwert fiir den unbekannten Wert x (¢; 1) zu erhalten. Es liegt nun nahe, diese
Methode systematisch rekursiv anzuwenden, um zu noch besseren Einschrittverfahren zu
gelangen. Dies ist die Grundidee der Runge-Kutta-Verfahren.

Um die dabei entstehenden Verfahren tibersichtlich zu schreiben, benoétigen wir einen
geeigneten Formalismus. Wir erldutern diesen an dem Heun-Verfahren und schreiben die-

2 Karl Heun, deutscher Mathematiker, 1859-1929.
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ses nun als

ki = f(.x)

ko= f(t +h,x+ hk))

1 1
d(t,x,h) = h =k + =ky ).
(t,x,h) =x+ (21+22)

Was zunichst vielleicht komplizierter als die geschlossene Formel aussieht, erweist sich
als sehr giinstige Schreibweise, wenn man weitere k;-Terme hinzufiigen will. Dies ist
gerade die Schreibweise der expliziten Runge-Kutta-Verfahren.

Definition 6.2 Ein s-stufiges (explizites) Runge-Kutta-Verfahren ist gegeben durch

i—1
k,'=f t+cih,x+h2a,~jkj firi =1,...,s
j=1

s
®(t.x.h)=x+hY bk
i=1
Den Wert k; = k; (¢, x, h) bezeichnen wir dabei als i-te Stufe des Verfahrens.

Die Koeffizienten eines (expliziten) Runge-Kutta-Verfahrens konnen wir mittels

by c 0 0
by C ay 0
b=1| b3 |, ¢c=]| ¢ |, A=]| an axn O
L bs . L Cs | L dsl e e g1 0 _

kompakt schreiben. Konkrete Verfahren werden meist in Form des Butcher-Tableaus (oder
Butcher-Schemas)
C1
€2 | a2

C3 | d31 d32

Cs | 51 dg2 ¢ dgs—|

b1 bz e bs—l bs

geschrieben, das auf John C. Butcher?® zuriickgeht.

3 neuseelindischer Mathematiker, geb. 1933.
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Einfache Beispiele solcher Verfahren sind die bereits bekannten Euler- und Heun-
Verfahren (mit s = 1 bzw. s = 2) und das sogenannte klassische Runge-Kutta-Verfahren
(mit s = 4), das von Carl Runge4 und Martin Kutta® entwickelt wurde, und dem die gan-
ze Verfahrensklasse ihren Namen verdankt. Diese Verfahren sind (von links nach rechts)
gegeben durch die Butcher-Tableaus

0
11
0 0 2|2

11 110 1
1 [ 110 0 1
2 2
L2 o2
6 6 6 6

6.4 Konvergenztheorie

Wir wollen nun rigoros beweisen, dass die bisher betrachteten Verfahren tatsichlich kon-
vergent sind. Die Grundidee dieses Beweises liegt in einem geschickten Trick, mit dem
die zwei verschiedenen Fehlerquellen in der Iteration (6.1) separiert werden konnen. Wir
schreiben kurz x () = x(; ty, Xo). Um nun den Fehler

e(t;) == [|x(@) — x (@)l = [|PE-1. X(ti-1). hi-1) — x ()]
abzuschitzen, schieben wir mittels der Dreiecksungleichung die Hilfsgro3e
D(ti—1, x(ti-1), hi-1)
ein. Wir erhalten so mit (3.9) die Abschitzung
[X(@) = x ()| < @1, X (ti1), hic) — Py, x (Ei1), hi) |
+ | Pir, x(ti-1), hio1) — x ()]
=@, X(ti-1), hi—1) — P(i—1, x(ti-1), hi-) ||
+ | PE—r x(ti1), hizy) — x (i3 timy, x (Gi-1) |-

Statt also direkt den Fehler zur Zeit #; abzuschitzen, betrachten wir getrennt die zwei
Terme

@ [[@@i-1,X(Ei-1), hi1) — P(ti—1, x(ti-1), hi—1) |,
also die Auswirkung des Fehlers bis zur Zeit #;_; in @

4 deutscher Mathematiker, 1856—1927.
5 deutscher Mathematiker und Ingenieur, 1867-1944.
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3 (I)(tg,I(tz)A,hZ)i

to ty ty t3

Abb. 6.3 Schematische Darstellung der Fehlerterme (a) und (b) fiiri = 3

() [|PEi—1, x(ti—1), hiy) —x (it xi—)s
also den lokalen Fehler beim Schritt von x (z;_;) nach x(¢;)

Abb. 6.3 stellt diese Fehlerterme fiir i = 3 grafisch dar.

Lipschitzbedingung und Konsistenz Die folgende Definition gibt die benotigten Eigen-
schaften von @ an, mit denen diese Fehler abgeschitzt werden konnen.

Definition 6.3

(i) Ein Einschrittverfahren erfiillt die Lipschitzbedingung, wenn fiir jede kompakte Teil-
menge K C D eine Konstante A > 0 existiert, so dass fiir alle hinreichend kleinen
h > 0 die Abschitzung

|D(to, x1, h) — P(ty, x2, h)|| < (1 + Ah)||x;1 — x2|| (6.5)

fiir alle (¢, x1), (fo, x2) € K gilt.

(i) Ein Einschrittverfahren @ heilit konsistent mit Konsistenzordnung p > 0, wenn fiir
jede kompakte Teilmenge K C D eine Konstante C > 0 existiert, so dass fiir alle
hinreichend kleinen /2 > 0 die Ungleichung

”@(Z(),)C(),h) —x(1 —‘rh;lo,xO)” < ChPt! (6.6)
fiir alle (¢, xo) € K gilt.
Offenbar garantiert (6.5), dass der Fehlerterm (a) nicht zu gro3 wird, wéhrend (6.6)

dazu dient, den Term (b) abzuschitzen. Dies werden wir unten im Beweis von Satz 6.4
rigoros verwenden.
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Man rechnet leicht nach, dass das Euler- und das Heun-Verfahren und allgemein alle
expliziten Runge-Kutta-Verfahren die Lipschitzbedingung erfiillen, wenn das Vektorfeld
f Lipschitz-stetig in x ist (allerdings ist A in (6.5) i. A. groBer als die Lipschitz-Konstante
L von f aus Definition 3.5). Die Konsistenzbedingung (6.6) ist fiir allgemeine @ nicht so
leicht nachzupriifen, l4sst sich allerdings leicht verifizieren, wenn @ von der Form

®(t,x.h) = x + hy(t,x. h)

mit einer stetigen Funktion ¢ : R x R” x R — R” ist (alle bisher betrachteten Verfah-
ren sind von dieser Form). Dann lisst sich beweisen, dass das Verfahren konsistent mit
(mindestens) p = 1 ist, falls die Bedingung

v(t,x,0) = f(t,x) 6.7)
erfiillt ist.

Berechnung der Konsistenzordnung Mit Hilfe dieser Bedingung priift man leicht nach,
dass das Euler- und das Heun-Verfahren konsistent sind. Eine Konsistenzordnung p > 1
kann man damit allerdings nicht beweisen. Um hohere Konsistenzordnungen zu iiberprii-
fen, vergleicht man die Taylor-Entwicklung

2 92

h
@(to, X0, h) = P(to, x0,0) + h—(IO,XO, 0) + —

> o (to,Xo,O) =+ ...

mit der Taylor-Entwicklung der exakten Losung x (fg + h; tg, xo) in t = ty, mit der Kurz-
schreibweise x () = x(t; 1y, xo) also

2d2

x(fo+h)—x(fo)+h (fo)+ > an

—(to) + ...
h?
= Xp + hL})vf(l‘o,Xo) + ?L}»f(l‘o,X()) + ...

vgl. Aufgabe 4.2 fiir die Definition der Operatoren L}. Mit dieser Technik ldsst sich z. B.
beweisen, dass das Euler-Verfahren die Konsistenzordnung p = 1, das Heun-Verfahren
die Konsistenzordnung p = 2 und das klassische Runge-Kutta-Verfahren die Konsistenz-
ordnung p = 4 besitzt. Voraussetzung ist allerdings, dass das Vektorfeld p mal stetig
differenzierbar ist, vgl. Aufgabe 4.2 — ist dies nicht der Fall, wird die theoretische Konver-
genzordnung i. A. nicht erreicht.

Allgemein lassen sich mit dieser Methode Bedingungen an die Koeffizienten von
Runge-Kutta-Verfahren aufstellen, mit denen eine vorgegebene Konsistenzordnung er-
reicht wird. Allerdings werden diese Bedingungen ab etwa p = 10 so kompliziert, dass
sie zur Konstruktion entsprechender Verfahren praktisch kaum eingesetzt werden.
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Der Konvergenzsatz fiir Einschrittverfahren Der folgende Satz zeigt nun, dass die
zweil Bedingungen tatsdchlich Konvergenz implizieren.

Satz 6.4 Ein Einschrittverfahren @, das die Lipschitzbedingung erfiillt und konsistent mit
Konsistenzordnung p ist, ist konvergent mit Konvergenzordnung p.

> Beweis Wir miissen die Eigenschaft aus Definition 6.1(iii) nachpriifen. Sei also eine
kompakte Menge K C D und ein Intervall [ty, '] mit [ty, T] C 1, x, fiir alle (tp, xo) € K
gegeben. Die Menge

Ky = {(t, x(t;10, x0)) | € [t0, T], (t0, x0) € K}

ist dann ebenfalls kompakt, da x stetig in allen Variablen ist und Bilder kompakter Mengen
unter stetigen Funktionen wieder kompakt sind. Wir wihlen ein § > 0 und betrachten die
kompakte Menge
K= | {t} xBs(x).
(t,x)eKy

Die Menge K, ist also genau die Menge aller Punkte (¢, x), deren x-Komponente einen
Abstand < § von einer Losung x (¢; 1y, xo) mit (¢, xo) € K hat. Fiir hinreichend kleines
8§ > 0ist K, C D, da D offenist und K; C D gilt. Das betrachtete Einschrittverfahren
ist deswegen konsistent auf K, mit einer Konstanten C > 0. Ebenfalls erfiillt @ auf K,
die Lipschitzbedingung mit einer Konstanten A > 0.

Wir beweisen die Konvergenz nun zunéchst unter der folgenden Annahme, deren Giil-
tigkeit wir spiter beweisen werden:

Fiir alle hinreichend feinen Gitter 7 und alle Anfangswerte
Xo € K gilt fiir die gemiB (6.1) erzeugte Gitterfunktion X die (6.8)
Beziehung (#;, X(1;)) € K, fiiraller; € 7.

Zum Beweis der Konvergenz wihlen wir (fy, x9) € K und schreiben wieder kurz x(¢) =
x(t; 19, x0). Mit X bezeichnen wir die zugehorige numerisch approximierende Gitterfunk-
tion und mit

e(t;) == %) — x@)|

bezeichnen wir den Fehler zur Zeit t; € 7T . Dann gilt nach den Voriiberlegungen am
Anfang dieses Abschnitts

e(t;) = |X(t:) —x (@)

< N@E—1, X(ti-1), hic) — @i, x(ti-1), hio) |
+ 1P (ti—1, x(ti=1), hiz) — x (&) ]|
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= | Pi—1. X(ti-1) hi-1) — P(ti1. x (1), hizy) |
+ | Pi—1, x (i) hio1) — x (@5 tior, x (G-) ||

< (14 Ah )R- = x @0l + ChlY

= (14 Ahi_e(t 1) + ChPY

wobei wir im vorletzten Schritt die Lipschitzbedingung und die Konsistenz von @ in K,
sowie (#;_1,X(t;_1)) € K, ausgenutzt haben.
Mittels Induktion zeigen wir nun, dass aus dieser Ungleichung die Abschitzung

et = CHP - exp(All — 1) = 1)

folgt. Fiir i = 0 ist die Abschitzung klar. Fiiri — 1 — i verwenden wir

A2h?

und erhalten damit mit der Induktionsannahme

e(t;) < (1 + Ah;j_e(t;_y) + Ch,-p:rl1

_
<1+ Ahi—l)ChpZ(exp(A(ti—l —1))— 1)+ hi_  Ch?,

<ChP
_
= Ci? = (hiet A+ (14 A1) xp(AGi1 —10) = 1))
_
= Ch”Z<hi_1A + (1 + Ah;j—1) exp(A(ti-1 —10)) — 1 — Ahi—l)
= Ch'ﬂi((l + Ahi_) exp(A(tior — 1)) — 1)
A

< 7 (exp(Ahi) exp(AG — ) 1)

= Ci - (exp(AG; — 1) ~ 1).

Damit folgt die Konvergenz sowie die Aussage iiber die Konvergenzordnung mit M =
Clexp(A(T —10)) — )/ A.

Es bleibt zu zeigen, dass unsere oben gemachte Annahme (6.8) tatséichlich erfillt ist.
Wir zeigen, dass (6.8) fiir alle Gitter T gilt, deren maximale Schrittweite & die Unglei-
chung
- sA

<

= exp(A(T — 1)) — 1
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erfiillt. Wir betrachten dazu eine Losung X mit Anfangswert xo € K und beweisen die
Annahme per Induktion. Fiir X (¢) ist wegen X (fy) = X, nichts zu zeigen. Fiir den Induk-
tionsschritt i — 1 — i sei (t,X(t)) € K, firk = 0,1,...,7i — 1. Wir miissen zeigen,
dass (#;, X(1;)) € K, liegt. Beachte, dass die oben gezeigte Abschitzung

elt) = I (exp(A(T — 1) ~ 1)

bereits gilt, falls (f;, X(f;)) € K liegt fir k = 0,1,...,i — 1. Mit der Wahl von h folgt
damit e(#;) < 6, also
[%(%) —x (@) < 6.

Da (t;,x(t;)) € K, liegt, folgt (¢;, %(t;)) € {t;} x Bs(x(t;)) C K>, also die gewiinschte
Beziehung. O

Der Satz zeigt, dass die Schranke Ch? (exp(A(T —ty)) — 1)/ A fiir den Fehler e(T')
fiir feste maximale Schrittweite /# und wachsende IntervallgroBe |T° — #o| sehr schnell
sehr grof3 wird. Insbesondere lassen sich mit dieser Abschédtzung keinerlei Aussagen iiber
das Langzeitverhalten numerischer Losungen machen, z.B. iiber Grenzwerte X (;) fiir
t; — oo. Tatsdchlich kann es passieren, dass der ,,numerische Grenzwert™ lim;,_, o X(#;)
fiir beliebig feine Gitter 7 weit von dem tatséichlichen Grenzwert der exakten Losung
lim,_, o, x(¢) entfernt ist. Dieses Phdnomen sollte man bei der Interpretation numerischer
Losungen stets beachten.

6.5 Weitere Verfahren und Methoden

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Grundideen weiterer Verfahren zur numerischen
Losung gewohnlicher Differentialgleichungen.

Schrittweitensteuerung Die Schrittweitensteuerung beruht auf der Beobachtung, dass
es im Allgemeinen effizienter ist, das Gitter 7 nicht gleichmiBig zu wihlen, sondern an
die zu berechnende Losung anzupassen. Idealerweise sollte das so geschehen, dass der
lokale Fehler in jedem Schritt des Verfahrens eine vorgegebene Fehlertoleranz einhilt.

Dazu wird der i 4 1-te Wert X; . | mit einer vorher berechneten Schrittweite /#; und zwei
verschiedenen Verfahren @; und &, mit unterschiedlicher Konsistenzordnung berechnet.
Aus der Differenz der erhaltenen Werte wird dann der lokale Fehler des Schritts geschitzt
und eine neue Schrittweite /1 ermittelt, mit der die vorgegebene Fehlertoleranz eingehalten
wird. Wurde die Fehlertoleranz iiberschritten, so wird der Schritt mit z; = h wiederholt.
Dieses Vorgehen wird gegebenenfalls mehrmals wiederholt, da die gewiinschte Fehlerto-
leranz durch die berechnete Schrittweite & wegen Ungenauigkeiten in der Fehlerschitzung
u. U. nicht exakt eingehalten wird. Wurde die Fehlerschranke mit der Schrittweite /; ein-
gehalten, so wird h; | = h gesetzt und zum néchsten Schritt ibergegangen.
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0.1

0.05

Schrittweite o

Abb. 6.4 Schrittweitensteuerung bei der numerischen Losung des Lorenz-Systems: x|-
Komponente der Losung (a) und verwendete Schrittweite (b)

Der hohere Aufwand des simultanen Rechnens mit zwei Verfahren &; und &, kann
dabei durch eine geschickte Einbettung der Verfahren ineinander so klein gehalten wer-
den, dass der Gewinn an Effizienz durch die Verwendung adaptiv angepasster Zeitschritte
h; den hoheren Aufwand pro Schritt typischerweise bei weitem iibertrifft. Methoden der
Schrittweitensteuerung sind deshalb der Standard in allen Softwarepaketen zur numeri-
schen Losung gewohnlicher Differentialgleichungen.

In Abb. 6.4b ist die Schrittweite fiir die Berechnung der Losung des Lorenz-Systems
aus Abb. 1.5 mit Anfangwert xo = (1,1,1)T gemeinsam mit der x;-Komponente der
Losung dargestellt. Das Bild wurde mit der MATLAB-Routine ode45 mit (relativer) Feh-
lertoleranz 10~> berechnet. Dieses Verfahren verwendet fiir @; und &, ein eingebettetes
Runge-Kutta-Verfahren mit Konsistenzordnungen 4 und 5.

Implizite Verfahren In der Herleitung des Euler-Verfahrens durch die Approximati-
on der Integralformel durch die Rechteckregel (6.2) hitten wir statt f(#;, x(#)) auch
f(ti+1,x;+1) nehmen konnen, da dies eine ebenso gute Approximation des Integrals lie-
fert. Die resultierende Iterationsvorschrift lautet dann

X(tig1) = X(t;) + hi f(tig1,X(ti41))

und die Iterationsvorschrift ist dadurch implizit als Losung des (im Allgemeinen nichtli-
nearen) Gleichungssystems

O(t,x,h) = x +hf(t +h, &, x,h))
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definiert. Dieses Verfahren wird daher das implizite Euler-Verfahren genannt, wihrend das
,ubliche* Euler-Verfahren auch explizites Euler-Verfahren genannt wird. Ganz allgemein
kann man implizite Runge-Kutta-Verfahren in Erweiterung der Definition aus Abschnitt
6.3 definieren durch

s
ki=f t+c,-h,x+h2aijkj firi =1,...,s

Jj=1

Ot x.h) =x+h) bk,

i=1

wobei die k;-Werte nun durch Lsen eines (wiederum i. A. nichtlinearen) Gleichungssys-
tems bestimmt werden miissen.

Bei einem impliziten Verfahren muss also in jedem Schritt ein Gleichungssystem nu-
merisch gelost werden, was im Vergleich zu expliziten Verfahren einen erheblichen Mehr-
aufwand darstellt. Warum werden diese Verfahren trotzdem in der Praxis benutzt?

Der Grund liegt darin, dass es eine bestimmte Klasse von Differentialgleichungen —
die sogenannten steifen Differentialgleichungen — gibt, bei denen explizite Verfahren nur
fiir sehr kleine Zeitschritte brauchbare Ergebnisse liefern, obwohl die Losung anndhernd
konstant verlduft. Implizite Verfahren hingegen berechnen hier bereits fiir deutlich grofe-
re Zeitschritte gute Approximationen. Fiir lineare Differentialgleichungen x = Ax kann
man an den Eigenwerten der Matrix A erkennen, ob die Gleichung steif ist: dies ist ndm-
lich gerade dann der Fall, wenn A Eigenwerte mit negativem Realteil und groem Betrag
besitzt. Eine mathematisch fundierte Erkldrung dieses Phdnomens ist im Rahmen dieses
Buches leider nicht moglich, wir konnen den Effekt aber zumindest anhand der eindi-
mensionalen Gleichung ¥ = Ax illustrieren. Setzen wir A = —100 und berechnen die
numerische Approximation fiir das explizite und das implizite Euler-Verfahren, so erhal-
ten fiir die konstante Schrittweite # = 0,02 die in Abb. 6.5 dargestellten Ergebnisse.

Man sieht deutlich, dass das explizite Euler-Verfahren (gepunktet) eine Losung be-
rechnet, die mit der exakten Losung (durchgezogen) iiberhaupt keine Ahnlichkeit besitzt,
wihrend die mit dem impliziten Euler-Verfahren berechnete Niherung (gestrichelt) die
Losung recht gut approximiert.

Frage 24 Wie lautet die explizite Iterationsvorschrift fiir den Ubergang X(t;) — X(t; 1),
wenn man das explizite Euler-Verfahren auf die Testgleichung x = —Ax (mit A > 0)
anwendet? Fiir welche maximale Schrittweite gilt X(#;) — 0 fiir ; — 00? Wie lautet die
Iterationsvorschrift, wenn man stattdessen das implizite Euler-Verfahren verwendet? Gibt
es auch in diesem Fall eine solche Schrittweitenbegrenzung?

Mehrschrittverfahren Bei der Verwendung von Einschrittverfahren ist die Zahl der be-
notigten Auswertungen von f pro Schritt mindestens so grofl wie die Konsistenzordnung.



6.5 Weitere Verfahren und Methoden 91

S
—0.2} ]
-04+1 4
-0.6f 1
-0.8f 3 - 3 B
0 0.65 011 0.‘15 012 0.é5 0.3

t

Abb. 6.5 Exakte Losung (durchgezogen), explizite Euler-Losung (gepunkter) und implizite Euler-
Losung (gestrichelt) fir x = Ax, x(0) = 1,A = —100, 2 = 0,02

Mehrschrittverfahren, deren explizite Varianten von der allgemeinen Form

X(tiz1) =P, ticg—1, X(4), ..., X (tik—1), hi)

sind, vermeiden diesen Nachteil: Hier ist es durch die Berechnung von X(#; ) aus den k
vergangenen Werten X(f;), ..., X(¢;_x—;) moglich, hohere Konsistenzordnungen mit nur
einer Auswertung von f pro Schritt zu realisieren. Die Verfahren sind dadurch schneller
auswertbar. Allerdings braucht man zu Beginn einer Rechnung zusitzlich noch ein Ein-
schrittverfahren, um die Startwerte X(#1), ..., X(tx_1) aus xo zu berechnen, zudem ist die
Schrittweitensteuerung nicht so einfach zu realisieren wie bei den Einschrittverfahren.

Die in der Praxis iiblicherweise verwendeten Mehrschrittverfahren sind lineare Mehr-
schrittverfahren, bei denen X (¢; ;) durch die Gleichung

k k
Zaj;c(ti+j7k+l) =h ijf(tiJrjkarlvi([i+j7k+l))

J=0 Jj=0

definiert ist. Das Verfahren ist explizit, falls b, = 0 ist, andernfalls implizit. Um zu ga-
rantieren, dass sich die lokalen Fehler nicht unkontrollierbar aufschaukeln, reicht es hier
nicht, eine Lipschitzbedingung der Form (6.5) an die rechte Seite des Verfahrens zu stel-
len. Zusitzlich muss eine geeignete Stabilitdtsbedingung an die linke Seite der Gleichung
gestellt werden, die durch Bedingungen an die Nullstellen des Polynoms

P(z)=ayp+a,z + a2+ ..+ apz”
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formuliert werden kann. In der Praxis werden z.B. die sogenannten Adams-Verfahren
benutzt, in denen ag = ... = ax—» = 0, ay_; = —1 und a; = 1 gewihlt wird und die
b; so berechnet werden, dass eine moglichst hohe Konsistenzordnung erzielt wird. Eine
andere Klasse von Mehrschrittverfahren in der Praxis sind die impliziten BDF (,,backward
difference®) Verfahren, in denen by = ... = by = O und by = 1 gewihlt wird und
mittels geeigneter ¢; eine moglichst hohe Konsistenzordnung gewihrleistet wird.

6.6 Ubungen

Aufgabe 6.1

(i) Beweisen Sie, dass ein explizites Runge-Kutta-Verfahren die Lipschitzbedingung 6.5
erfiillt, wenn f Lipschitz-stetig gemil Definition 3.5 ist.

(i) Berechnen Sie fiir den Spezialfall des expliziten Euler- und des Heun-Verfahrens die
Konstante A in (6.5) in Abhéngigkeit von der Lipschitz-Konstante L von f.

Aufgabe 6.2

(i) Weisen Sie mit Hilfe von (6.7) nach, dass das Euler- und das Heun-Verfahren konsis-
tent sind.

(i) Leiten Sie aus (6.7) Bedingungen an die Koeffizienten eines allgemeinen expliziten
Runge-Kutta-Verfahrens ab, unter denen das Verfahren konsistent ist.

Aufgabe 6.3
(i) Berechnen Sie die Terme der Taylor-Approximationen

2

x(to + ) ~ x (1) + h (lo) t 5 (lo)
und
h* 9*®
(p(t()s-x()s h) (p(t()s-x()vo) + h_(ZOs-xOvO) + 2 ahz (Z(),X(),O)

fiir das Heun-Verfahren (vgl. dazu auch Aufgabe 4.2).

(i) Beweisen Sie mit Hilfe von (i) und einer Abschitzung der (hier weggelassenen)
Restglieder, dass das Heun-Verfahren die Konsistenzordnung 2 besitzt, falls f hin-
reichend oft differenzierbar ist.

Aufgabe 6.4 Beweisen Sie, dass fiir lineare Differentialgleichungen x = Ax mit 4 €
R?*4 sowohl das explizite als auch das implizite Euler-Verfahren auf Gittern mit gleich-
méBigen Zeitschritten h; = h Approximationen der Form

$(t;) = A(h) xo

mit einer Matrix Z(h) € R¥* Jiefern. Berechnen Sie die die Matrizen Z(h) fiir die beiden
Verfahren.
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Aufgabe 6.5 Gegeben sei die zweidimensionale Differentialgleichung

. 0 1
X = X

(i) Beweisen Sie, dass fiir die exakten Losungen x (¢; x,) dieser Gleichung die Gleichung
l|x(2; x0)[|5 = [|x(0; x0)||3 fiir alle 7 > 0 gilt, d. h. die euklidische Norm ist konstant
entlang der Losungen.

(i1) Betrachten Sie die numerische Approximationen X (¢;) dieser Gleichung mit dem ex-
pliziten und dem impliziten Euler-Verfahren und untersuchen Sie (numerisch oder
analytisch), ob die Norm

% ()13

wie in (i) konstant bleibt oder ob sie zu- oder abnimmt. Erkldren Sie den beobachteten
Sachverhalt anhand einer grafischen Darstellung der Losung.
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Gleichgewichte und ihre Stabilitat

Gleichgewichte haben wir bereits in Kap. 4 als konstante Losungen einer Differential-
gleichung kennengelernt. In diesem Kapitel greifen wir dieses Konzept auf und beweisen
zunichst, dass jeder Grenzwert einer Losung einer gewdhnlichen Differentialgleichung
mit stetigem Vektorfeld zwingend ein Gleichgewicht sein muss.

Nachfolgend beschiftigen wir uns mit dem Begriff der Stabilitit eines Gleichge-
wichts!. Dieser wurde bereits in der Einfiihrung am Beispiel des Pendels informell
eingefiihrt und beschreibt, ob Losungen, die in der Nihe eines Gleichgewichts starten, in
der Nihe bleiben, gegen das Gleichgewicht konvergieren oder sich von dem Gleichge-
wicht entfernen. Hier wollen wir diesen Begriff mathematisch prizisieren und Techniken
kennenlernen, mit denen man Stabilitdt mathematisch rigoros nachweisen kann, ohne die
Losungskurven der Differentialgleichung zu berechnen oder zu simulieren. Wir betrach-
ten dabei durchgehend dynamische Systeme, die von autonomen Differentialgleichungen
der Form (1.3) erzeugt werden und bezeichnen die Losungen mit der Flussnotation ¢’ (xo),
vgl. Formel (3.13).

Stabilitétsbegriffe beschreiben stets asymptotische Eigenschaften, d. h. Eigenschaften
fiir alle # > 0 oder fiir # — oo. In Kap. 4 haben wir in der Diskussion nach Satz 4.2 gese-
hen, dass die Stetigkeit der Losung im Anfangswert x keine Aussage iiber das asymptoti-
sche Verhalten der Losungen zuldsst, weswegen wir zur Stabilitdtsanalyse weitergehende
mathematische Techniken bendtigen.

! Stabilitit fiir kompliziertere Losungsmengen wird in Kap. 11 betrachtet.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2016 95
L. Griine, O. Junge, Gewdohnliche Differentialgleichungen,
Springer Studium Mathematik — Bachelor, DOI 10.1007/978-3-658-10241-8_7
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71 Gleichgewichte

In Definition 4.9 hatten wir die am einfachsten zu beschreibende Losung einer Diffe-
rentialgleichung bereits kennengelernt: ein Gleichgewicht. Ein Gleichgewicht x* eines
Vektorfelds f', also ein Punkt mit f(x*) = 0, ist ein Fixpunkt des zugehorigen Flusses:

x* = ¢'(x*) firallet € R.
Beispiel 7.1 Die Differentialgleichung
F=r(1-r), r=0, (7.1)

hat die zwei Gleichgewichte rj = O und r{" = 1. Fiir r € (0, 1) gilt 7 > 0, fiir r > 1 da-
gegen 7 < 0. Das Verhalten der Losungen kann also qualitativ wie in Abb. 7.1 dargestellt
werden.

Frage 25 Wie sieht das Phasenportrait von 7 = r(1 + r)(1 — r) aus?

Gleichgewichte sind nicht nur deswegen wichtig, weil sie zu konstanten — also sehr
speziellen — Losungen korrespondieren. Sie sind auch wichtig, weil sie die einzig mogli-
chen Grenzwerte fiir konvergierende Losungen darstellen, wie das folgende Lemma zeigt,
das auch als Lemma von Barbalat bekannt ist (vgl. Aufgabe 4.5).

Lemma 7.2 Betrachte eine autonome gewohnliche Differentialgleichung (1.3) mit steti-
gem Vektorfeld f. Sei xq ein Anfangswert, fiir den ¢ (x) fiir alle 1 > 0 existiert und fiir
t — oo konvergiert. Dann ist der Grenzwert x* = lim,_,», ¢’ (x¢) ein Gleichgewicht.

> Beweis Aus der Stetigkeit von f folgt sofort die Konvergenz f (¢’ (xg)) — f(x*) fiir
t — oo. Fiir ein gegebenes ¢ > 0 konnen wir daher eine Zeit t* > 0 finden, so dass die
Ungleichungen

lp"(xo) =x* <& und | f(¢'(x0) — f(xM) <&

fiir alle t > t* gelten. Dann folgt fiir alle > ¢* aus (3.5) die Ungleichung

o' (o) — ¢ o) / Flo* (ko)) d

A%

/ Fayde| / Flo™ (o)) — f(x*)de

Abb.7.1 Phasenportrait
fiir (7.1)

— @

(=X )
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und daraus

(t — ) M) = / faydr

< J¢'(x0) — ¢ (o)l + / Flo*(x0) — f(x*)d
< 6" (xo) = x*]| + 15" — " ()] + / 1 f " (o)) — F)d e
< 2e+4(t —1t%)e.

Diese Ungleichung gilt fiir alle # > t*, insbesondere also fiir t = ¢* + 1. Mit dieser Wahl
folgt || f(x*)|| < 3e, also, da & > 0 beliebig war, || f(x*)|| = 0 und damit f(x*) = 0.
Folglich ist x* ein Gleichgewicht. a

Jeder Grenzwert einer Losung ¢’ (xo) ist also ein Gleichgewicht. Die Frage ist aller-
dings, fiir welche Anfangswerte x, € R? die Losung gegen ein gegebenes Gleichgewicht
x* konvergiert. Fiir skalare Differentialgleichungen kann man diese Frage leicht durch
Betrachten des Vorzeichens von f entscheiden: fiir X = f(x) > 0 ist die Lsung streng
monoton wachsend, fiir X = f(x) < 0 streng monoton fallend. Zusammen mit der gera-
de bewiesenen Tatsache, dass Grenzwerte von Losungen Gleichgewichte sein miissen und
der bereits in Kap. 3 bewiesenen Eigenschaft, dass sich Losungen nicht schneiden konnen,
folgt die folgende Tatsache: jede Losung ¢’ (xo) mit f(xo) < 0 konvergiert fiir 1 — oo
gegen das grofte Gleichgewicht x* € R mit x* < x, oder divergiert gegen —oo, falls kein
solches Gleichgewicht existiert. Analog konvergiert jede Losung ¢’ (x) mit f(xg) > 0
fiir t — oo gegen das kleinste Gleichgewicht x* € R mit x* > x( oder divergiert gegen
+ 00, falls kein solches Gleichgewicht existiert. Fiir 1 — —oo ist das Konvergenzverhalten
gerade umgekehrt.

Fiir hoherdimensionale Differentialgleichungen ist die Frage nach der Konvergenz von
Losungen gegen ein Gleichgewicht viel schwieriger zu beantworten. Hier ist sie ein wich-
tiger Teilaspekt bei der Untersuchung der Stabilitdt eines Gleichgewichts, mit der wir uns
im Rest dieses Kapitels befassen.
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7.2 Stabilitit am Beispiel des Pendels

Um den Begriff der Stabilitét zu illustrieren, betrachten wir wieder einmal das Pendel-
modell, das wir hier, wie schon in Aufgabe 4.3, um einen linearen Reibungsterm erweitern,

also
%= e . (7.2)
—gsin(x;) — kx,

Das Hinzufiigen des Terms —kx,(¢) mit k > 0 #@ndert nichts an den Gleichgewichten der
Gleichung, insbesondere existieren weiterhin die beiden Gleichgewichte x* = (0,0)T und
x** = (7,0)7T, die wir nun genauer betrachten. Physikalisch ist x* gerade der Zustand des
senkrecht nach unten hingenden Pendels: Starten wir die Losung zum Zeitpunkt 7y = 0 in
diesem Zustand, so wird das Pendel fiir alle zukiinftigen Zeiten # > 0 in dieser Ruhelage
hingen bleiben. Stellen wir uns nun vor, dass wir das Pendel im Zeitpunkt 7y = 0 durch
einen kleinen Stof} aus der Ruhelage bringen, was wir im Modell dadurch erreichen, dass
wir die Losung mit einem Anfangswert xo &~ x* mit xo # x* starten.

Stabiles Gleichgewicht Fiir k = 0 haben wir bereits in der Einleitung gesehen, dass
Losungen, die in der Nihe von x* starten, auf periodischen Bahnen laufen. Diese Bahnen
liegen um so niher an x*, je kleiner der Abstand ||xo — x*|| wird, wie das Phasenportrait
in Abb. 7.2 zeigt.

Diese periodischen Bewegungen entsprechen gerade dem Schwingen des Pendels um
diese Ruhelage. Da fiir k = 0 keine Reibung modelliert ist, bleibt der Ausschlag des
Pendels bei dieser Bewegung stets gleich, woraus die periodische Bewegung resultiert.
Fiir k > 0 wiirde man nun erwarten, dass das Pendel durch die Reibung gebremst wird,
weswegen die Ausschldge mit fortschreitender Zeit immer kleiner werden und die Losung

Abb.7.2 Losungen der Pen- 6k
delgleichung mit k = O fiir
verschiedene Anfangswerte xg

T
o

o}

-6}

-3 -2 -1 0 1 2 3
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Abb. 7.3 Losung der Pendel- 3
gleichung mit k = 0,5 fiir
Anfangswert xo = (1,0)T ol
1 L
£o
—1r
_o}
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gegen x* konvergiert. Abbildung 7.3 fiir k = 0,5 zeigt, dass genau dieses Verhalten ein-
tritt. (In einem realen Experiment wiirde man hier sogar erwarten, dass das Pendel nach
einiger Zeit ruhig nach unten hiingt; dieser Effekt wird aber durch die Haftreibung bewirkt,
die wir in unserem Modell vernachlissigt haben.)

In beiden Fillen zeigt sich also ein Verhalten, dass wir anschaulich als ,,stabil* bezeich-
nen konnen: fiir k = 0 bewirkt ein kleines AnstoBen, dass die Losung fiir alle zukiinftigen
Zeiten t > 1y nahe bei x* bleibt. Im Fall k > 0 erhalten wir dariiberhinaus, dass die
Losungen fiir 1 — oo gegen x* konvergieren, das Pendel kehrt also zur Ruhelage zuriick.

Instabiles Gleichgewicht Dies ist bei dem Gleichgewicht x** offenbar ganz anders. Die-
ses entspricht gerade dem senkrecht nach oben stehenden Pendel. Stellt man das Pendel
exakt in diesen Zustand, so wird es ebenfalls fiir alle Zeiten dort stehen bleiben. Versetzt
man dem Pendel aber in dieser Position einen beliebig kleinen Stof3, so wird es umfallen
und sich daher — unabhéngig von der Stirke des Stoles — weit von der Ruhelage entfer-
nen. Dieses Verhalten, das in Abb. 7.4 fiir k = 0,5 und xo = (3,14, 0)7 illustriert ist, ist
offenbar eine instabile Situation, da beliebig kleine Abweichungen vom Anfangswert x**
bewirken, dass sich die Losungen weit vom Gleichgewicht entfernen.

Es ist an dieser Stelle wichtig zu betonen, dass dieses instabile Verhalten nicht im Wi-
derspruch zur Stetigkeit der Losung im Anfangswert x, steht, wie sie in Satz 4.2 bewiesen
wurde. Eine Betrachtung der Losungen in Abhéngigkeit von ¢ (vgl. Aufgabe 8.1) zeigt
ndmlich, dass die Losung x(¢; 0, x¢) fiir xo &~ x** um so ldnger in der Nihe des Gleich-
gewichtes x** bleibt, je niher x¢ an x** liegt. Je kleiner ||xo — x**|| ist, desto linger muss
man warten, bis man die Instabilitit tatsichlich beobachten kann. Daher erfiillt die Lo6-
sung zwar auf jedem kompakten Intervall die Stetigkeitseigenschaft aus Satz 4.2, weist
aber trotzdem nach hinreichend langer Zeit das beschriebene instabile Verhalten auf.
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Abb. 7.4 Losung der Pendel- 6
gleichung mit k = 0,5 fiir
Anfangswert xo = (3,14,0)T al
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7.3 Definition

Wir werden nun verschiedene Stabilitdtsbegriffe formal definieren.

Definition 7.3 Sei x* ein Gleichgewicht der gewohnlichen Differentialgleichung x =

f(x).

®

(i)

(iii)

(iv)

Das Gleichgewicht x* heift stabil, falls fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass
die Ungleichung
o' (x0) — x*|| < efiiralles >0

fiir alle Anfangswerte x, € R? mit || xo — x*|| < § erfiillt ist.

Das Gleichgewicht x* heif3t lokal asymptotisch stabil, falls es stabil ist und dariiber-
hinaus eine Umgebung U von x existiert, so dass die Losungen mit Anfangswerten
xo € U gegen x* konvergieren, d. h.

lim ¢’ (x¢) = x*
—00

fiir alle xg € U.

Das Gleichgewicht x* heiBt global asymptotisch stabil, falls (ii) mit U = R erfiillt
ist.

Das Gleichgewicht x* heiBit lokal bzw. global exponentiell stabil, falls Konstanten
¢, 0 > 0 existieren, so dass die Ungleichung

o (x0) — x*|| < ce ?"||xo — x*| fiirallez > 0

fiir alle xo aus einer Umgebung U von x* (mit U = R im globalen Fall) erfiillt ist.
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Bemerkung 7.4 Die Stabilitit aus (i) wird auch ,,Stabilitdt im Sinne von Lyapunov* ge-
nannt, da dieses Konzept Ende des 19. Jahrhunderts von Alexander M. Lyapunov? einge-
fiihrt wurde. Beachte, dass aus den Definitionen die Implikationen

(lokal/global) exponentiell stabil

U
(lokal/global) asymptotisch stabil

U

stabil

folgen. Die zweite Implikation ergibt sich direkt aus der Definition. Dass aus exponenti-
eller Stabilitit die asymptotische Stabilitit folgt, siecht man folgendermaBen:

Fiir ein gegebenes ¢ folgt (i) mit § = ¢/c, denn damit gilt fiir ||xo — x*|| < § die Un-
gleichung [l¢'(xo) — x*|| < ce " |lxo — x*|| < ¢|lxo — x*|| < &. Die Konvergenz (ii)
gilt, weil aus ||@’ (xg) — x*|| < ce™"||xo — x*|| — 0 fiir t — oo direkt die Konvergenz
@' (xo) — x* folgt.

Instabilitit wird nun einfach als das Gegenteil von Stabilitéit definiert:

Definition 7.5 Das Gleichgewicht x* heil3t instabil, falls es nicht stabil ist, d. h., falls ein
& > 0 existiert, so dass fiir jedes § > 0 ein xo € R mit || xo — x*|| < §undein T > 0
existiert, so dass

lp" (x0) —x*|| = ¢

gilt.

Bemerkung 7.6 Beachte, dass alle Stabilitdtseigenschaften unabhéngig von der verwen-
deten Norm || - || im R” sind: lediglich die GroBen der jeweiligen Konstanten hingen von
der gewdhlten Norm ab, nicht aber deren Existenz. Insbesondere konnen wir also beim
Beweis von Stabilititseigenschaften immer diejenige Norm verwenden, mit der sich der
Beweis am leichtesten fiihren lasst.

Frage 26 Geben Sie jeweils ein Beispiel einer eindimensionalen Differentialgleichung
mit einem (i) stabilen, aber nicht asympotisch stabilen (ii) asymptotisch stabilen, (iii) in-
stabilen Gleichgewicht an.

Die in den Abb. 7.2 und 7.3 dargestellten Losungen legen nahe, dass das Gleichge-
wicht x* = (0, 0)7 fiir die Pendelgleichung (7.2) stabil ist, und sogar asymptotisch stabil
fiir k > 0. Diese grafische Anschauung liefert aber natiirlich keinen formalen Beweis.
Um diesen zu ermoglichen, werden wir daher jetzt mathematische Methoden zur Unter-
suchung des Stabilitdtsverhaltens herleiten und beginnen dafiir mit linearen homogenen
Differentialgleichungen.

2 russischer Mathematiker, 1857-1918.
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7.4 Stabilitat linearer homogener Differentialgleichungen

Wir betrachten nun die bereits in Kap. 2 eingefiihrte lineare homogene Differentialglei-
chung (2.3) gegeben durch
X =Ax, AeR, (7.3)

Wir untersuchen im Folgenden die Stabilitit des Gleichgewichtes x* = 0. Offenbar
hingt dessen Stabilitdtsverhalten nur von der Matrix A ab, da diese die Differential-
gleichung vollstindig beschreibt. Wir werden daher auch von Stabilitit, exponentieller
Stabilitdt bzw. Instabilitét der Matrix A sprechen.

Stabilitit unter Koordinatenwechsel Das folgende Lemma zeigt, dass die Stabilitit des
Gleichgewichts x* = 0 fiir (7.3) nicht von der gewihlten Basis abhéngt. Mit anderen
Worten zeigen wir, dass sich die Stabilitdtseigenschaften von A unter linearen Koordina-
tentransformationen nicht verdndern.

Lemma 7.7 Sei A € R9*? eine Matrix und sei C € C?*4 eine invertierbare Matrix. Dann
gilt: Das Gleichgewicht x* = 0 der Gleichung

X = Ax (7.4)
hat die gleichen Stabilitdteigenschaften wie das Gleichgewicht y* = 0 der Gleichung

v =4y (1.5)
mit der transformierten Matrix A = C ' AC.

» Beweis Es geniigt zu zeigen, dass sich die Stabilitdtseigenschaften von (7.5) auf (7.4)

iibertragen, da die umgekehrte Richtung aus den gleichen Argumenten mit C ! an Stelle

von C folgt. Wir bezeichnen die Losungen von (7.4) mit ¢’ und die von (7.5) mit v’.
Aus Bemerkung 2.4(ii) folgt sofort die Gleichung

' (x0) = CY'(C™'xp), (7.6)

die wir im Folgenden benutzen werden. Des Weiteren verwenden wir die induzierte Ma-
trixnorm (siche Anhang 14.3), fiir die die Ungleichung ||C x| < ||C|| || x| fiir alle x € R?
gilt, vgl. Satz 14.3.

Wir zeigen die Aussage des Lemmas zunichst fiir die Stabilitéit aus Definition 7.3(i).
Sei y* = 0 stabil fiir (7.5) und sei & > 0. Dann gibt es fiir ¢ = ¢/||C|| ein § > 0, so dass
fiir yo € R mit || yo| < § die Ungleichung

Iy (vo)|l < & fiiralles >0
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gilt. Folglich gilt fiir § = §/[|C || und alle xo € RY mit |xoll < §und yo = C'xo
wegen || yoll = [|C~'xoll < [|C7Y||Ix0]| < 8 und (7.6) die Ungleichung

le" o)l = ICIHIY* (yo)ll < & fiir alle 7 = 0,

womit die Stabilitidt gezeigt ist.

Mit der gleichen Beweistechnik sieht man, dass sich asymptotische Stabilitidt und In-
stabilitdt von (7.5) auf (7.4) tibertrigt.

Falls (7.5) exponentiell stabil ist, erhalten wir

le" o)l < IC T (€~ x0)| < ICllce™ [ [l xoll,

d.h., exponentielle Stabilitiit fiir (7.4) mit gleichem o und ¢ = |C||||C~'|c. Beachte
hierbei, dass i. A. |C || # ||C ||} gilt. O

Eigenwertkriterium fiir Stabilitit Wir konnen die Stabilitit also bestimmen, indem wir
uns die Matrix A mittels einer geeigneten Koordinatentransformation in eine ,,schone*
Form bringen, womit wir den folgenden Satz beweisen konnen. Wir erinnern dazu an die
Jordansche Normalform, vgl. (2.13).

Satz 7.8 Betrachte die homogene lineare Differentialgleichung (7.3) fiir eine Matrix 4 €
R4*4 Seien Ay,...,Ay € C, A; = a; + ib;, die Eigenwerte der Matrix A. Dann gilt:

(i) Das Gleichgewicht x* = 0 ist stabil genau dann, wenn alle Eigenwerte A; nichtpo-
sitiven Realteil a; < 0 besitzen und alle Eigenwerte mit Realteil a; = 0 halbeinfach
sind, d. h., wenn alle zugehdrigen Jordan-Blocke Jj eindimensional sind.

(ii) Das Gleichgewicht x* = 0 ist instabil genau dann, wenn es einen Eigenwert A; gibt,
dessen Realteil entweder a; > 0 erfiillt, oder dessen Realteil a; = O erfiillt und der
zu einem Jordan-Block J; mit mindestens der Dimension 2 x 2 gehort.

(iii) Das Gleichgewicht x* = 0 ist lokal asymptotisch stabil genau dann, wenn alle Ei-
genwerte A; negativen Realteil a; < 0 besitzen.

» Beweis Wegen Lemma 7.7 reicht es, die Stabilititseigenschaften fiir die Jordansche
Normalform J der Matrix A zu beweisen. Wir bezeichnen die zu x(¢) = J x(¢) gehorigen
Losungen mit e”!x. Ebenso konnen wir nach Bemerkung 7.6 eine beliebige Norm im R¢
verwenden. Wir verwenden hier die 1-Norm ||x||; = Z?: 1 lxil.

Fiir die 1-Norm der Losungen gilt wegen der Blockgestalt der Jordanschen Normal-
form und Bemerkung 2.4(iii) die Gleichung

m
le” xlly = lle’x®|,
k=1
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wobei x®) € R¥% der Teilvektor von x ist, der aus den zum verallgemeinerten Eigenraum
des Jordan-Blocks J; gehorenden Komponenten von x besteht. Es reicht daher aus, die
Stabilitét fiir die einzelnen Summanden und damit fiir die einzelnen Jordan-Blocke separat
zu betrachten. Um die Notation zu vereinfachen, lassen wir die Indizes im Folgenden
wegfallen, d.h. wir schreiben wieder J, d, x, A, a und b. Zudem verwenden wir die
Gleichung |e*| = e® fiir A = a + ib.

Wir zeigen zunichst, dass die Eigenwertbedingungen aus (i) bzw. (iii) Stabilitéit bzw.
asymptotische Stabilitét implizieren:

Der Jordan-Block J ist von der Form

J =AMl + N,

wobei I die Einheitsmatrix im R¢ und

1
0

eine nilpotente Matrix mit N¢ = 0 ist. Aus A/ N = N AI folgt nach (2.15) die Gleichung

rd-1
Jt At Nt _ At d—1
e’ =eMe" =e (I+ZN+...+—(d_1)!N )

Fiir die von der 1-Norm induzierte Matrixnorm folgt daraus

ld_l B
e/ 1y < 1 e < e (14 eIV ot NI,

Wir unterscheiden nun zwei Fille: Falls a = 0 gilt, so ist J nach Annahme eindimensio-
nal, es gilt also J = (A) und damit

ey = le*| = e“1=¢" = 1.
Damit folgt Stabilitit wegen

llo" (xo)ll = lle”"xolli = le”* hllxolli = llxoll:-

Im Fall @ < 0 nutzen wir aus, dass lim,_,., e ™7t = 0 gilt fiir jedes y > 0 und jedes
k € N, woraus die Ungleichung

d—1

t
—yt v d—1
e (1+t||N||1—|—...—|—(a,_l)!||N||1 )fc
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fiir alle #+ > 0 und ein geeignetes ¢ > 0 folgt. Damit folgt fiir jedes o € (0, —a) und
y = —a — o > 0 die Ungleichung

d—1
Jt —ot ,—yt d—1 —ot
e <e e 1+¢t|N oo+ —|N <ce .
el < e (1IN + ot s IV ) <
Also erhalten wir
le’ Iy < ce™ 1.7)
und daher
o' (xo)lli = lle”" xoll1 < lle”" I llxolli < ce™"[|xoll1- (7.3)

Also gilt exponentielle Stabilitdt und damit nach Bemerkung 7.4 auch asymptotische Sta-
bilitdt und Stabilitét.

Nun zeigen wir, dass die Eigenwert-Bedingung aus (ii) Instabilitdt von x* = 0 im-
pliziert. Sei dazu zunichst @ > 0. Dann gilt fiir den ersten Einheitsvektor e; und jedes
e>0

le’ (cen)ll = €M |e = e®'e — oo
fiir t — oo, woraus die Instabilitit folgt, denn ||ce;||; = . Wenn a = 0 ist, garantiert die

Bedingung in (ii), dass d > 2 ist und fiir den zweiten Einheitsvektor e, gilt

e'le, = eM (e, + tey),

woraus fiir jedes ¢ > 0 folgt
e’ (ee2) |y = le |e(1 + 1) = e(1 + 1) — 00

fiir 1 — oo, womit wiederum die Instabilitdt folgt.

Es bleiben die Umkehrungen von (i)-(iii) zu zeigen, also dass die (In-)Stabili-
tatseigenschaften die genannten Eigenwertbedingungen implizieren. Fiir (i) und (ii) folgt
dies sofort aus den leicht zu verifizierenden Aquivalenzen

x* = 0 stabil & x* = 0 nicht instabil

und
Die Eigenwertbedingung aus (i) gilt
¢

Die Eigenwertbedingung aus (ii) gilt nicht

und den bereits bewiesenen Implikationen.

Zum Beweis der Umkehrung in (iii) nehmen wir an, dass die Eigenwertbedingung in
(iii) verletzt ist. Dann gilt @ > 0 und damit |e*'| = e% > 1 fiir alle ¢ > 0. Folglich gilt fiir
den ersten Einheitsvektor e; und alle ¢ > O und ¢ > 0 die Ungleichung

e (e1e) |1 = leMe] = e > .
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Dies widerspricht aber der asymptotischen Stabilitit, denn gemaB dieser miisste fiir alle
hinreichend kleinen & > 0 die Konvergenz |le’!(ge;)||; — O fiir 1 — oo gelten. |

1
Frage 27 Ist x* = 0 ein stabiles Gleichgewicht des Systems X = (8 O) x?
Exponentielle Stabilitiit Ungleichung (7.8) im Beweis von (iii) zeigt tatséchlich globale
exponentielle Stabilitit. Die Konsequenz dieser Tatsache formulieren wir explizit in dem
folgenden Satz.

Satz 7.9 Betrachte die homogene lineare Differentialgleichung (7.3) fiir eine Matrix 4 €
R4*d Seien Ay,...,Aq € C, A; = a; + ib;, die Eigenwerte der Matrix A. Dann sind die
folgenden drei Eigenschaften dquivalent.

(i) Alle Eigenwerte A; besitzen negativen Realteil a; < 0.

(i) Das Gleichgewicht x* = 0 ist lokal asymptotisch stabil.

(iii) Das Gleichgewicht x* = 0 ist global exponentiell stabil, wobei die Konstante ¢ > 0
aus Definition 7.3(iv) beliebig aus dem Intervall (0, — max;—; 4 a;) gewihlt werden
kann.

» Beweis (iii) = (ii) folgt mit Bemerkung 7.4, (ii) = (i) folgt aus Satz 7.8(iii) und (i)
=> (iii) wurde im Beweis von Satz 7.8(iii) gezeigt. O

Stabilitit und Matrixnormen Wir beenden den Abschnitt mit einem Satz, mit dem man
globale exponentielle Stabilitiit iiber die Norm der Matrix e’ nachweisen kann.

Satz 7.10 Sei A € R?*¢ Fallsein T > 0 existiert mit ||e4” || < 1, so ist A exponentiell
stabil.

» Beweis Seia = In(||e?T|))/ T, also |eT|| = e*T. Wegen |le4”| < 1 folgta < 0.
Wir behaupten nun, dass fiir alle # > 0 die Abschétzung

]| < elITg=aT gat (7.9)

gilt. Sei dazu ¢ > O beliebig, und k > 0 die groBte ganze Zahl mit k7 < ¢. Dann gilt
kT >t—Tundt — kT < T und damit

”eAt ” — ”eA(tfkT)eAkT ” < ”eA(tfkT) ” ||€AkT |A|T ||€AT ”k

| <e

= AT gakT < IAIT pat=T) — NAIT p=aT yat

e
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also (7.9). Aus (7.9) folgt nun fiir ¢ = el41”¢~T und 0 = —a die Abschitzung
lp" (xo) |l = lle™ xoll < ce™ [lxoll.

also gerade die behauptete exponentielle Stabilitit. (|

7.5 Anwendung: Stabilisierung linearer Kontrollsysteme

Die mathematische Kontroll- oder Systemtheorie® beschiftigt sich mit Systemen, die
durch gezielten Eingriff von aulen gesteuert oder geregelt werden konnen. Oft sind diese
Systeme, sogenannte Kontrollsysteme, durch Differentialgleichungen gegeben, bei denen
die Einflussmoglichkeit von auien durch eine Funktion v : R — R, die sogenannte
Kontrollfunktion, modelliert wird. Das Analogon zur linearen Differentialgleichung ist
das lineare Kontrollsystem, welches von der Form

X(t) = Ax(t) + Bu(z)

mit Matrizen 4 € R?*¢ und B € R?*™ ist. Als Beispiel betrachten wir die Linearisierung
des bekannten Pendelmodells ohne Reibung im instabilen Gleichgewicht x| = (, 07,
die nach (4.15) durch die Matrix

A:[ 0 1]:[0 1}
—gcos(m) O g 0

beschrieben ist. Nach Bemerkung 4.6(i) beschreibt die Differentialgleichung X = Ax mit
x = (x1, x2)" approximativ die Abweichung des Pendels von der (konstanten) Gleichge-
wichtslosung. Das Gleichgewicht x* = 0 von X = Ax entspricht dabei dem Gleichge-
wicht x} = (7,0)" der nichtlinearen Gleichung, also der in Abb. 7.5 gestrichelt angedeu-
teten aufrechten Position des Pendels.

Wir stellen uns nun vor, dass das Pendel wie in Abb. 7.5 auf einem Wagen montiert ist,
dessen Beschleunigung u# wir durch einen Motor beeinflussen kénnen. Der Kontrollpara-
meter u ist hier also eindimensional.

Um den Wagen in unsere Differentialgleichung einzubeziehen, miissen wir zwei wei-
tere Zustdnde hinzunehmen: Die Position des Wagens x3 und die Geschwindigkeit des
Wagens x4. Die Differentialgleichungen fiir den Wagen lauten dann X3 = x4 und X4 = u.
Ebenso beeinflusst ¥ natiirlich das Pendel: wird der Wagen nach links beschleunigt, so
bewegt sich das Pendel nach rechts, weswegen die Differentialgleichung x, = —gx;

3 Eine Einfiihrung in dieses Gebiet bietet z. B. Sontag [1].
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Abb. 7.5 Pendel auf einem
Wagen

(mit den hier gewihlten Koordinatenrichtungen, in der eine positive Beschleunigung nach
,links® wirkt und der Winkel x; im Uhrzeigersinn zunimmt) zut

X, = —gx| +u.

Insgesamt fiihrt dies fiir x = (x1, X3, X3, x4) auf das Kontrollsystem

X = Ax + Bu = X+

S o o

S O O =

S O O O

S = O O

- o = O
<

Stabilisierung mittels Feedback Betrachtet man die Losung der linearisierten Pendel-
gleichung mit xo ~ 0, xo # 0, so stellt man fest, dass sich die Losungen, weil das
Gleichgewicht x* = 0 ja instabil ist, vom Gleichgewicht entfernen — das Pendel féllt um,
vgl. Abb. 4.3 (beachte dass dort die Losung ¢’ (xo) + (77, 0)T dargestellt ist). Unser Ziel ist
es nun, die Beschleunigung u so zu wihlen, dass dies nicht passiert, d. h. wir wollen das
Pendel in der instabilen umgekehrten Position balancieren. Sicherlich miissen wir u dabei
mit der Zeit variieren, damit das klappt. Es ist aber im Allgemeinen nicht ratsam, die dafiir
notwendige Beschleunigung direkt als Funktion der Zeit u(¢) zu berechnen: Wir miissten
die Funktion dann fiir alle Zeiten > 0 im Voraus berechnen und implementieren, was —
wegen der Instabilitit des Gleichgewichtes — bereits bei kleinen Fehlern (z. B. nicht exakt
bestimmbaren Konstanten in der Gleichung) dazu fiihrte, dass das Pendel am Ende doch
wieder umfiele.

Stattdessen nehmen wir an, dass wir die Positionen und Geschwindigkeiten des Pen-
dels und des Wagens — mithin den Vektor x (¢) — kontinuierlich messen konnen und die zu
jedem Zeitpunkt anzuwendende Beschleunigung abhingig von diesem gemessenen Vek-
tor als u(t) = F(x(t)) fiir eine geeignete Abbildung F' berechnen. Diese Abbildung F

4 Natiirlich wiirden in diesen Gleichungen bei einer exakten Modellierung noch diverse Konstanten
auftreten, die wir hier alle auf 1 gesetzt haben, um die folgenden Rechnungen zu vereinfachen.
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heilt Zustandsfeedback oder auch Zustandsriickfiihrung. Da unser Modell linear ist, liegt
es nahe, auch die Abbildung F als lineare Abbildung von R4 nach R™, hier also von R*
nach R zu wihlen. Das Feedback lésst sich daher durch eine Matrix F' mit einer Zeile und
vier Spalten beschreiben, also

F=(fi, 2, f5. fa)-

Statt eine Funktion u(¢) fiir alle ¢ zu berechnen, miissen wir mit diesem Ansatz nur noch
die 4 Eintrdge der Matrix F bestimmen.
Wie macht man dies nun? Setzt man ¥ = F x in das Kontrollsystem ein, so erhilt man

X =Ax + Bu = Ax + BFx = (A + BF)x,

mit der Matrix
0 1 0 O

A+ BF = fi+te L fi s
0 0 0 1

il L i fa

Um das Pendel in der aufrechten Position x* = 0 zu balancieren, miissen wir nun errei-
chen, dass x* = 0 asymptotisch stabil wird, also dass diese Matrix nur Eigenwerte mit
negativem Realteil besitzt. Zum Beispiel konnten wir versuchen, F' so zu wihlen, dass die
Matrix die 4 Eigenwerte A, = ... = A4 = —1 besitzt’. Um dies zu erreichen gibt es in
der Kontrolltheorie Techniken, die die Matrix mit Hilfe von Koordinatentransformationen
in eine geeignete Normalform bringen, vgl. Sontag [1, Section 5.1]. Unser Beispiel hier
ist aber so einfach, dass wir diese Techniken nicht brauchen, da man das charakteristi-
sche Polynom von A + BF in Abhingigkeit von f, ..., f; ganz einfach z. B. mit MAPLE
berechnen kann. Man erhélt

Yarsr(x) =x*+ (—fi— L)X + (== fi— X" + fagx + frg.
Um nun den vierfachen Eigenwert —1 zu erzeugen, miissen wir f1, ..., f4 so wihlen, dass
Harpr(x) = (x + D* = x* +4x? +6x7 +4x + 1

gilt. Durch sukzessive Bestimmung der Koeffizienten sieht man, dass dies gerade mit der
Wahl

gelingt.

Abbildung 7.6 zeigt die x; und x, Komponenten der Losungskurve mit und ohne Feed-
back. Man erkennt deutlich, dass das Gleichgewicht x* fiir das System mit Feedback
asymptotisch stabil ist.

3 Diese Werte wurden willkiirlich gewihlt, jede andere Wahl von Eigenwerten mit negativen Real-
teilen wiirde natiirlich ebenfalls zu asymptotischer Stabilitit fiihren.
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Abb. 7.6 Losungen der Pendelgleichung mit und ohne Feedback

7.6 Ubungen

Aufgabe 7.1 Gegeben sei die in x* = (0, 0)T linearisierte Pendelgleichung mit Reibung

Xx(t) = Ax(¢) mitA:|: 0 ! ]
—g —k

mit g > Ound k > 0.

(i) Berechnen Sie die Eigenwerte der obigen Matrix und ermitteln Sie so die Stabilitit
des Gleichgewichtes x* = 0 in Abhéngigkeit von k.

(i) Was passiert mit der Stabilitit des Gleichgewichtes, wenn Sie k < 0 wihlen?

(iii) Fihren Sie mit dem MATLAB Programm pendel_anim® Simulationen mit k < 0
durch und bestitigen Sie so experimentell Thr Ergebnis aus (ii).

Aufgabe 7.2 Beweisen Sie: Fiir jede stabile Matrix A € R?*? gibt es eine Konstante
¢ > 0, so dass gilt
lle|| < ¢ fiiralle ¢ > 0.

Aufgabe 7.3 Beweisen Sie: Eine Matrix A € R?*? ist genau dann stabil, wenn die Losun-
gen ¢'(xg) der zugehorigen linearen Differentialgleichung (7.3) mit Anfangsbedingung

6 Erhaltlich unter http://www.dgl-buch.de.
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(3.4) Lipschitz-stetig in x( gleichméBig fiir alle # > 0 sind, d. h., wenn es eine Konstante
L > 0 gibt so dass

g (x1) — @' ()|l = Lllx1 — x| fiir alle > 0.

Aufgabe 7.4 Das lineare Kontrollsystem

[

ist ein sehr einfaches Modell fiir eine Heizungsregelung, in der x, die Abweichung von der
Solltemperatur am Heizkorper und x; die Abweichung von der Solltemperatur in einem
vom Heizkorper entfernten Punkt modelliert. Um die Abweichung von der Solltemperatur
im Punkt O (asymptotisch) zu stabilisieren, soll ein Feedback der Form

U= Ax;

verwendet werden, d.h. der Kontrollwert soll lediglich auf Basis der Temperatur in x;
bestimmt werden.

(i) Ermitteln Sie das Intervall 7, in dem der reelle Parameter A liegen darf, damit die
Regelung Thren Zweck erfiillt.

(i1) Berechnen Sie die Losungen (analytisch oder numerisch) fiir A = —1/4und A = —4
und Anfangswert xo = (=5, —5)T. Welchen Parameter wiirden Sie bevorzugen?

Literatur
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Lyapunov-Funktionen und Linearisierung

Wir setzen die Untersuchung der Stabilitit aus Kap. 7 in diesem Kapitel fort. Insbeson-
dere fithren wir hier das Konzept der Lyapunov-Funktionen ein, das sowohl fiir lineare
als auch fiir nichtlineare Systeme zum Nachweis von Stabilitit verwendet werden kann.
Speziell werden wir hier Lyapunov-Funktionen fiir asymptotische und exponentielle Sta-
bilitit betrachten. Mit Hilfe dieses Konzepts werden wir dann zeigen, wie man das Eigen-
wertkriterium aus Kap. 7 mit Hilfe der Linearisierung im Gleichgewicht auf nichtlineare
Differentialgleichungen verallgemeinern kann. Zudem stellen wir (ohne Beweis) den Satz
von Hartmann-Grobmann vor, der auch im Fall instabiler Gleichgewichte eine Beziehung
zwischen dem Verhalten der nichtlinearen Gleichung und ihrer Linearisierung in der Um-
gebung eines Gleichgewichts herstellt.

8.1 Lyapunov-Funktionen

In diesem Abschnitt lernen wir Lyapunov-Funktionen kennen, ein wichtiges Hilfsmittel
mit dem wir asymptotische Stabilitét auch fiir nichtlineare autonome Differentialgleichun-
gen nachweisen konnen. Die fiir uns wesentliche Eigenschaft von Lyapunov-Funktionen
ist, dass diese einen Abstand vom Gleichgewicht definieren, beziiglich dessen die Losun-
gen monoton gegen das asymptotisch oder exponentiell stabile Gleichgewicht konvergie-
ren. In der iiblichen euklidischen Norm ||¢’(x¢)|| muss dies natiirlich nicht der Fall sein,
vgl. Aufgabe 7.1.

Physikalisch lassen sich Lyapunov-Funktionen oft als Energie eines Systems auffas-
sen, was auf ein Konstruktionsprinzip fiir Lyapunov-Funktionen fiihrt, das wir in diesem
Kapitel anhand des Pendels ausfiihrlich erldutern werden. Oft allerdings funktioniert die-
se Vorgehensweise nicht, z. B. wenn die betrachtete Differentialgleichung zu komplex ist
oder wenn sie iiberhaupt keine physikalische Interpretation besitzt. Deshalb werden wir
alternativ eine mathematische Methode zu ihrer Berechnung vorstellen, die zunéchst fiir
lineare Systeme definiert wird und dann iiber die Linearisierung auch auf nichtlineare
Systeme angewendet werden kann.
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Quadratische Lyapunov-Funktionen Um den technischen Aufwand nicht zu grof3 wer-
den zu lassen, beschrinken wir uns in diesem Buch auf den Spezialfall quadratischer
Lyapunov-Funktionen, die gerade zum Begriff der exponentiellen Stabilitét ,,passen®, wie
Satz 8.2 zeigen wird. Diese sind wie folgt definiert.

Definition 8.1 Gegeben sei eine autonome Differentialgleichung (1.3) mit Vektorfeld f
und Gleichgewicht x* € R?. Eine stetig differenzierbare Funktion V : RY — [0, co) heiBt
lokale quadratische Lyapunov-Funktion, falls positive reelle Konstanten ¢y, cp,c3 > 0
sowie y > 0 existieren, so dass die Ungleichungen

cllx —x*[? < V(x) < ooflx —x*|? (8.1)

und
DV(x) f(x) < —cs]lx —x*|? (8.2)

firallex € N, 1= {x € R | V(x) < y} gelten. Die Funktion V heift globale quadrati-
sche Lyapunov-Funktion, falls dies fiir alle y > 0 gilt, d. h., falls (8.1) und (8.2) fiir alle
x € R gelten.

Frage 28 Geben Sie eine (globale) quadratische Lyapunov-Funktion fiir die skalare Dif-
ferentialgleichung X = —ax mita > 0 an.

Der folgende Satz zeigt, dass die Existenz einer Lyapunov-Funktion exponentielle Sta-
bilitdt der zugehorigen Differentialgleichung impliziert.

Satz 8.2 Fiir eine autonome Differentialgleichung (1.3) mit Vektorfeld f, Gleichgewicht
x* € R? und Losungen ¢ (x,) des zugehdrigen Anfangswertproblems (3.4) gilt: Falls
eine lokale quadratische Lyapunov-Funktion mit Konstanten y, ¢|, ¢3, ¢3 > 0 existiert, so
erfiillen die Losungen fiir alle Anfangswerte xo € N, die Abschitzung

lp* (xo) — x™| < ce™" [|xo—x"|

fiir 0 = ¢3/2¢; und ¢ = /¢y /cy, d. h. das Gleichgewicht x* ist lokal exponentiell stabil.
Falls V eine globale quadratische Lyapunov-Funktion ist, so ist x* global exponentiell
stabil.

» Beweis Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir x* = 0 annehmen, da wir
ansonsten das Vektorfeld f(x 4+ x*) und die Lyapunov-Funktion V(x 4+ x*) betrachten

konnen.
Nach Kettenregel gilt fiir alle x¢ und alle ¢ mit V(¢ (x¢)) < y

d d
TV (0) = DV( () -9 ()

= DV(¢' (x0)) f(¢' (x0)) < —csllg’ (x0)[%
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wobei wir im zweiten Schritt ausgenutzt haben, dass ¢’ (x,) die Differentialgleichung 16st.
Wegen —||x||?> < —V(x)/c; folgt daraus fiir A = ¢3/c, die Ungleichung

d
EV((/)[(XO)) < —AV(¢' (x0)). (8.3)

Folglich ist die Abbildung ¢t +— V(¢'(x)) wegen V(x) > 0 monoton fallend. Fiir jedes
X0 € R” mit V(xg) < y folgt damit V(¢’(x¢)) < y fiir alle z > 0, weswegen (8.3) fiir alle
t > 0 gilt.

Es sei nun ein xo # 0 mit V(xg) < y gegeben. Da x* = 0 ein Gleichgewicht ist, ist
@' (xg) # O fiir alle > 0, da ansonsten wegen der Eindeutigkeit der Losung ¢’ (xo) = 0
fiir alle ¢ > 0 giilte.

Daher konnen wir fiir alle 1 > 0 durch V(¢ (xo)) teilen und aus (8.3) folgt mit der
Kettenregel

d R A4 CACD))
Grn0/! ) = ST <

Integration dieser Ungleichung von 0 bis 7 liefert
In(V(¢' (x0)) —In(V(xo)) < —At
und folglich durch Anwenden der Exponentialfunktion auf beiden Seiten

V(g'(x0)) : _ < A
Vi) exp (In(V(¢' (x0)) — In(V(x0))) < e

was dquivalent ist zu
V(' (x0)) < e 4V (x). (8.4)

Fiir xo = 0 gilt V(¢'(xp)) = 0 fiir alle ¢t > 0, weswegen (8.4) fiir alle x, € N, gilt. Mit
den Abschitzungen fiir V(x) erhalten wir damit

1 _ Cy _
o' (x> = —e ™' V(xo) < —=e ™ |Ix0l?
C1 C1
und durch Ziehen der Quadratwurzel auf beiden Seiten

le* (xo)ll = ce™ [lxoll

firc = \/cp/ciund o = A/2. |
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Bemerkung 8.3
(i) Die Menge

(i)

(iii

D(x*) := {xo € R | ¢' (x0) = x* fiir t — oo}

wird Einzugsbereich des asymptotisch stabilen Gleichgewichtes x* genannt. Uber
die Charakterisierung der exponentiellen Stabilitit hinaus zeigt der Satz auch, dass
die Menge N, im Einzugsbereich D(x*) liegt. Zudem zeigt der Beweis des Satzes,
dass alle Losungen, die in N, starten, fiir alle positiven Zeiten in N, bleiben, also
(p’(Ny) C N, fiir alle ¢+ > 0. Man sagt, die Menge N, ist vorwdrts invariant, vgl.
auch Definition 11.1.
Oftmals kann man nur Lyapunov -Funktionen finden, die die Ungleichung (8.1) le-
diglich auf Tellmengen N C N, aus (i) erfiillen. Die Aussage und der Beweis des
Satzes gelten auch fiir N an Stelle von N,, wenn man sicherstellen kann, dass N
vorwérts invariant ist. D1es ist z. B. der Fall, wenn N eine Zusammenhangskom—
ponente von N, ist. Da die Losungen einerseits N, in Vorwéirtszeit nicht verlassen
konnen, andererseits aber (weil es stetige Kurven sind) nicht von einer Zusammen-
hangskomponente von N, in die andere wechseln konnen ohne N, zwischendurch
zu verlassen, miissen sie fiir alle 7 > 0 in N y bleiben.

) Ein aufwendigerer Beweis zeigt, dass es ausreicht, statt (8.2) die schwichere Bedin-
gung

DV(x)f(x) <0 (8.5)

fiir alle x € N, \ {x*} anzunehmen. Ebenso k&nnen die Schranken in (8.1) durch
allgemeinere nichtquadratische Funktionen ersetzt werden. Allerdings erhilt man
dann i. A. nicht mehr exponentielle sondern nur noch asymptotische Stabilitit.

8.2 Eine Lyapunov-Funktion fiir das Pendel

Wi
Ub

r hatten bereits erwihnt, dass man Lyapunov-Funktionen oftmals aus physikalischen
erlegungen heraus konstruieren kann. Allerdings ist diese Vorgehensweise durchaus

mit einem gewissen Aufwand verbunden, wie wir am Beispiel des Pendels mit Reibung
(7.2) veranschaulichen werden. Wir machen dies fiir allgemeine Parameter g, k > 0, set-
zen also keine speziellen Zahlenwerte voraus.

Die Energie des Pendels ergibt sich als Summe der kinetischen Energie X7/2 = x3/2

und der potentiellen Energie, also das Integral iiber die Kraft, die man benétigt, um das
Pendel von der Position 0 in die Position x; zu bringen. Da diese Kraft gerade g mal dem
Sinus des Winkels entspricht, erhalten wir

X1
1 1
V(x) = —x2 + /gsin 0do = §x§ + g(1 —cos xy).
0
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Abb.8.1 V(x) = 1x7+g(1—
cosxy), g = 9,81

Bis auf Addition einer Konstanten ist dies genau das erste Integral (5.16). Die Funktion
ist in Abb. 8.1 dargestellt.

Offenbar gilt (8.1) hier wegen der Periodizitdt von V' in x| nicht fiir alle x, wir konnen
diese Ungleichungen aber beweisen, wenn wir uns gemél Bemerkung 8.3(ii) auf eine ge-
eignete Zusammenhangskomponente N » einschrinken. Dazu zeigen wir zunichst, dass
(8.1) fiir alle x € R? mit x; € [, 7] gilt. Um dies zu zeigen verwenden wir die Unglei-
chungen

6 . 20%
cos 0 zl—ifurallee € R und cosf 51——2furalle9 € [-m, ],
T

welche aus der Taylor-Entwicklung des Cosinus folgen. Hieraus ergeben sich fiir x; €
[, 7] die Ungleichungen

g2x}

- < g(l —cosx;) < gxi/2

und damit (8.1) mit ¢; = min{1/2,2g/7?} und ¢, = max{1/2, g/2}.

Es bleibt noch eine Menge N, und eine geeignete Zusammenhangskomponente N y C
N, zu finden, so dass x| € [, 7] gilt fiir alle x = (x1,x)7 € NV. Dazu wihlen wir
y € (0,2g). Fiir diese y folgt fiir alle x; mit x = (x1,x)T € N, wegen x3/2 > 0 die
Ungleichung

g(l—cosx)) <V(x)<y <& cosx; >1— Y > —1.
g

Betrachten wir nun die Zusammenhangskomponente N y von N, die x; = 0 enthilt, so
folgt daraus fiir alle x € N,

x €l := |:— arccos (1 — g) , arccos (1 — g):| C (—m, m), (8.6)
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Abb. 8.2 Mengen Ny fiir 8

verschiedene y v =1.999¢g v=0.1g

T
o

weswegen (8.1) auf N y erfiillt ist. Abbildung 8.2 zeigt die Rénder der Mengen N y fir
verschiedene y und g = 9,81. Zur Orientierung sind die Gleichgewichte x*; = (—x,0)7,
x§ =(0,0)" und x} = (,0)" der Pendelgleichung als Punkte mit eingezeichnet.

Im Pendel mit Reibung £ > 0 kann man nun erwarten, dass die Gesamtenergie des Sys-
tems monoton abnimmt, da durch die Reibung ja gerade Energie verloren geht. Tatsichlich
ist dies der Fall, allerdings geschieht diese Energieabnahme nicht tiberall so schnell, dass
die Ableitung von V entlang der Losungen negativ wird. Tatsichlich erhalten wir

DV(x) f(x) = [gsinx. x3] [ o } = —kxZ,
—gsinx; —kx;
die Ableitung in (8.2) bzw. (8.5) ist also fiir alle x = (x;,0)" gleich Null, weswegen nicht
einmal die abgeschwichte Bedingung (8.5) erfiillt ist.
Wie kann man hier Abhilfe schaffen? Eine Moglichkeit besteht darin, die Bedingung
(8.5) noch weiter abzuschwichen, ndmlich zu

DV(x)f(x) =0

fiir alle x € N y- Unter dieser Bedingung kann man beweisen, dass jede Losung ¢’ (xo)
mit xog € N y gegen die Menge derjenigen Trajektorien konvergiert, die vollstindig in
der Menge Ay := {x € Ny | DV(x) f(x) = 0} liegen. Fiir das Pendel kann man nun
nachweisen, dass die Menge A, fiir y < 2 nur die Trajektorie ¢’ (0) = 0 vollstéindig in
Ay liegt, weswegen asymptotische Stabilitét folgt. Diese Argumentation ist als Invarianz-
prinzip von LaSalle' bekannt und kann rigoros bewiesen werden (siehe z. B. LaSalle und
Lefschetz [1]), allerdings iibersteigt der Aufwand den Rahmen dieses Buches.

! Joseph P. LaSalle, amerikanischer Mathematiker, 1916-1983.
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Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Funktion V' geeignet zu modifizieren, so
dass Satz 8.2 anwendbar wird. Mit etwas Probieren kommt man auf die modifizierte
Lyapunov-Funktion

1
Vo(x) = Ex% + g(1 —cosxy) + ax; sinx; 8.7)
fiir einen Parameter o > 0. Fiir x; € [—x, ] gilt
. ) 2
laxs sinxg| < |axixz| < E(x1 + x3).

weswegen diese Funktion fiir « < 2min{c, ¢} mit den gleichen Argumenten wie oben
die Bedingung (8.1) auf N , fiir alle y € (0,2g) mit den neuen Konstanten ¢; — o/2
und ¢, — «/2 erfiillt. Fiir kleine o unterscheiden sich die Mengen N y fiir ¥, optisch
nur unwesentlich von Abb. 8.2, weswegen wir auf eine erneute grafische Darstellung hier
verzichten konnen. Ebenso gilt (8.6) fiir V,, weiterhin.

Fiir die Ableitung in Richtung des Vektorfeldes f gilt hier

DVy(x) f(x)

. . X2
= [gsinx; 4+ ax;cos Xy, X, + o sin x| )
—gsinx; —kx,

—kx% + ax% cos x| — g sin® x| — ok x5 sin x,

IA

—(k — a)x? — ag sin® x| — akx, sin x;

1 .
[sinxy, x]" lag sak sinxp |
sak k-« X

Die Determinante dieser Matrix ist « g k — a®> g — 1/4a? k2, weswegen die Matrix fiir

_4gk
T dg + k2

0<a<min{k

positiv definit ist. Folglich (vgl. das unten stehende Lemma 8.4(ii)) existiert fiir jedes
solche o eine Konstante ¢ > 0 mit

DV, (x) f(x) < —c(sin® x| + x3).

Hieraus erhalten wir (8.2) fiir alle x € N y» wenn wir die Inklusion x; € I, C (—m, )
aus (8.6) verwenden: Aus der Taylor-Entwicklung
0> 0 o

smé’:@—a—i-ﬁ—ﬂ:t
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Abb. 8.3 Die Menge ﬁzg und 8
eine gegen x; konvergierende
Losung, die aulerhalb N o,
startet

des Sinus und der Tatsache, dass I, C (—, w) ein kompaktes Intervall ist, das auBler der
Null keine weitere Nullstelle des Sinus enthélt, folgt

sinx; > 8x

fiir alle x; € 7, und eine von y abhiingige Konstante § € (0, 1). Damit erhalten wir fiir
x € N, schlieBlich die Ungleichung

DV (x) f(x) < —c8(x7 + x3)

und damit (8.1) fiir c3 = ¢6. Folglich erfiillt die Funktion (8.7) alle Bedingungen von
Satz 8.2 (bzw. der in Bemerkung 8.3(iii) diskutierten Variante) und wir erhalten, dass das
Gleichgewicht x* = 0 exponentiell stabil fiir die Pendelgleichung (7.2) ist.

Frage 29 Durch welche quadratische Funktion ldsst sich V,, fiir kleine x| anndhern?

Der Einzugsbereich fiir das Pendel Die gemifl Bemerkung 8.3(i) und (ii) durch Satz
8.2 charakterisierten Teilmengen N y € D(x;) des Einzugsbereiches sind gerade die
in Abb. 8.2 dargestellten Mengen. In der Konstruktion haben wir gesehen, dass wir
y < 2g wihlen miissen, um die Bedingungen (8.1) und (8.2) zu erfiillen. Die Menge
Uy €(0.2¢) N =N 2. stellt daher die maximale Niherung des Einzugsbereichs D (x[) dar,
die wir so erhalten konnen. Nun konnte es natiirlich sein, dass die Grenze y < 2g aus
eventuellen ungiinstigen Abschitzungen in der obigen Herleitung resultiert. Dies ist aber
nicht der Fall, denn fiir y > 2g liegen die Gleichgewichte x*, und x| in N y» welche per
Definition nicht zum Einzugsbereich D(x*) gehoren konnen.

Der tatsichliche Einzugsbereich ist allerdings deutlich grofer als die Niherung N 2+
Dies zeigt die in Abb. 8.3 gezeigte Simulation, in der fiir g = 9,81,k = 0,5unda = 1/10
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die Menge N 2¢ sowie eine Losung dargestellt ist, die gegen x; konvergiert obwohl sie
auBerhalb von N 2¢ Startet.

Die Menge N 2¢ ist also nicht der tatsdchliche Einzugsbereich, sondern lediglich die
beste Nédherung, die wir auf Basis der Lyapunov-Funktion V,, erhalten konnen.

8.3 Existenz von Lyapunov-Funktionen fiir lineare Systeme

Satz 8.2 zeigt, dass die Existenz einer quadratischen Lyapunov-Funktion die exponentielle
Stabilitét eines Gleichgewichtes garantiert. Am Beispiel des Pendels im vorhergehenden
Abschnitt haben wir gesehen, dass eine Lyapunov-Funktion im Prinzip aus physikalischen
Uberlegungen gewonnen werden kann, dass dies aber bereits fiir das einfache Pendelbei-
spiel recht rechenaufwendig ist.

Ist es fiir asymptotisch stabile Gleichgewichte immer méglich, eine Lyapunov-Funk-
tion zu finden? Und unter welchen Bedingungen gibt es eine einfachere Methode, um
diese zu berechnen? Wir werden im Folgenden eine Antwort auf diese Frage geben, die
das Prinzip der Linearisierung aus Kap. 4 benutzt und kehren dafiir zunéichst zu den li-
nearen homogenen Differentialgleichungen zuriick, fiir die wir uns auf eine spezielle
Klasse quadratischer Lyapunov-Funktionen einschrinken konnen, ndmlich auf die bili-
nearen Lyapunov-Funktionen der Form V(x) = xT P x mit einer Matrix P € R9*¢,

Wir erinnern daran, dass eine Matrix P € R*? positiv definit heibt, falls xT Px > 0
ist fiir alle x € R? mit x # 0. Das folgende Lemma fasst zwei Eigenschaften bilinearer
Abbildungen zusammen.

Lemma 8.4 Sei P € R?*¢, Dann gilt:
(i) Es existiert eine Konstante ¢, > 0, so dass
—co||x))? < xTPx < ¢,|x]||? fiir alle x € RY.
(ii) P ist positiv definit genau dann, wenn eine Konstante ¢; > 0 existiert mit
c1llx||* < xTPx fiir alle x € R?.
» Beweis Aus der Bilinearitit folgt fiir alle x € RY mit x # O und y = x/| x| die

Gleichung
xTPx = ||x||>yTPy. (8.8)

Da yT Py eine stetige Abbildung in y € R¢ ist, nimmt sie auf der kompakten Menge
{y e R |||y = 1} ein Maximum cynay und ein Minimum ¢y, an.
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(i) Die Ungleichung (i) folgt nun aus (8.8) mit ¢; = max{cmax, —Cmin }-

(ii) Falls P positiv definit ist, ist ¢, > 0, und (ii) folgt mit ¢; = c¢pip. Umgekehrt folgt
die positive Definitheit von P sofort aus der Ungleichung in (ii), also erhalten wir die
behauptete Aquivalenz. O

Das folgende Lemma zeigt, unter welchen Bedingungen V(x) = xT Px eine Lyapunov-
Funktion fiir eine lineare homogene Differentialgleichung ist.

Lemma 8.5 Gegeben seien eine Matrix A € R?*?, eine Matrix P € R?*¢ und eine
Konstante c3 > 0 so, dass die Ungleichung

xTATPx + xTPAx < —c3|x]|? (8.9)

fiir alle x € R erfiillt ist. Dann gilt: Die Matrix P ist positiv definit genau dann, wenn das
Gleichgewicht x* = 0 exponentiell stabil fiir die lineare homogene Differentialgleichung
X = Ax ist. In diesem Fall ist V(x) = xTPx eine globale quadratische Lyapunov-
Funktion.

» Beweis Zunichst folgt aus den Ableitungsregeln fiir Bilinearformen V(x) = xTPx
die Gleichung
DV(x)Ax = xTATPx + xTPAx.

Daher ist GI. (8.9) dquivalent zu Gleichung (8.2).

Sei nun P positiv definit. Dann folgt aus Lemma 8.4, dass ¢, ¢, > 0 existieren, so
dass Gl. (8.1) erfiillt ist. V' (x) = xT Px ist also eine globale Lyapunov-Funktion und die
exponentielle Stabilitit folgt aus Satz 8.2.

Sei P umgekehrt nicht positiv definit. Dann gibt es ein xo € RY mit x, # 0 und
V(xo) < 0.Da e fiir alle r > 0 invertierbar ist, ist ¢’ (xo) = e’ xy # 0 fiir alle ¢ > 0,
weswegen aus (8.2) folgt, dass V(¢'(xo)) streng monoton fillt. Insbesondere gibt es also
ein ¢ > 0, so dass V(¢'(x¢)) < —c fiiralle r > 1. Mit der ersten Abschitzung aus Lemma
8.4(1) folgt dann

o' (xo)|I> = ¢/c; > Ofiiralle t > 1.

Also konvergiert ¢’ (x¢) nicht gegen den Nullpunkt, weswegen A nicht exponentiell stabil
ist. (|

Aus der Ungleichung (8.9) folgt, dass die Matrix Q mit
ATP + PA=—-0 (8.10)

wegen xTOx = —xTATPx — xTPAx > c3|x||> positiv definit ist. Die Gl. (8.10)
wird Lyapunov-Gleichung genannt. Sie ist der Schliissel zur Konstruktion von bilinearen
Lyapunov-Funktionen fiir eine gegebene Matrix A, indem wir uns eine positiv definite
Matrix Q vorgeben, und versuchen, die Gleichung nach P aufzulosen. Das folgende
Lemma zeigt, wann dies moglich ist.
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Lemma 8.6 Fiir eine Matrix A € R?*? und eine positiv definite Matrix Q € R?* hat die
Lyapunov-Gleichung (8.10) genau dann eine (sogar eindeutige) positiv definite Losung
P € R4 wenn A exponentiell stabil ist, d. h., falls die Realteile aller Eigenwerte A; von
A negativ sind.

> Beweis Falls eine positiv definite Losung P von (8.10) existiert, ist A nach Lemma
8.5 exponentiell stabil.

Sei umgekehrt A exponentiell stabil und Q positiv definit. Wir zeigen zunéchst, dass
(8.10) losbar ist. O.B.d. A. kénnen wir annehmen, dass A in Jordan’scher Normalform
vorliegt, denn fir A = S 1 AS sieht man leicht, dass P (8.10) genau dann 10st, wenn
P = STPS fiir Q = STQS die Gleichung

AP+ PA=-0
16st. Wir konnen also annehmen, dass A von der Form

(041 *
(0%) *

A= (8.11)

Oy—1 *

Uy

ist, wobei die o; gerade Eigenwerte von A sind, ein * einen beliebigen Wert bezeichnet
und jeder leere Eintrag gleich 0 ist. Schreibt man die Spalten von P untereinander in einen
Spaltenvektor p € ]Rdz, und macht das gleiche fiir die Matrix Q und einen Vektor ¢, so
ist (8.10) dquivalent zu einem Gleichungssystem

-~

Ap =g,

mit einer geeigneten Matrix A € C4*4" Falls A in der Form (8.1 1) ist, sieht man durch
Nachrechnen der Koeffizienten, dass A von der Form

o + oy
* ]+ oy

)
|

* o] + oy
* oy + o

* oy + oy
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ist, wobei wiederum alle leeren Eintrige gleich 0 sind. Die Matrix A ist also eine untere
Dreiecksmatrix. Aus der linearen Algebra ist nun bekannt, dass

(i) bei einer Dreiecksmatrix die Elemente auf der Diagonalen gerade die Eigenwerte sind
(i) eine Matrix genau dann invertierbar ist, wenn alle Eigenwerte ungleich Null sind.

Da alle A; und damit alle o; negativen Realteil haben, sind die Summen o; + «; alle
ungleich Null, also ist die Matrix A wegen (i) und (ii) invertierbar. Demnach gibt es genau
eine Losung des Gleichungssystems A p = ¢ und damit fiir jede Matrix Q genau eine
Losung P der Lyapunov-Gleichung (8.10).

Es bleibt zu zeigen, dass diese Losung P positiv definit ist, falls Q positiv definit ist.
Dies konnte man mit Hilfe des obigen Gleichungssystems zeigen, kiirzer und eleganter
geht es allerdings mit Lemma 8.5: Da P die Lyapunov-Gleichung (8.10) erfiillt, gelten
alle Voraussetzungen dieses Lemmas. Da A zudem exponentiell stabil ist, muss P also
positiv definit sein. O

Der folgende Satz fasst das Hauptresultat dieses Kapitels zusammen.

Satz 8.7 Sei A € R?*?_ Dann gilt: Eine globale quadratische Lyapunov-Funktion fiir die
lineare homogene Differentialgleichung (7.3) existiert genau dann, wenn die Matrix A4
exponentiell stabil ist.

> Beweis Sei eine quadratische Lyapunov-Funktion V' gegeben. Dann ist A nach Satz
8.2 exponentiell stabil.

Sei A umgekehrt exponentiell stabil. Dann existiert nach Lemma 8.6 eine positiv defi-
nite Matrix P, die die Lyapunov-Gleichung (8.10) fiir eine positiv definite Matrix Q 10st.
Wegen Lemma 8.5 ist V(x) = xT P x dann eine quadratische Lyapunov-Funktion. O

Die Existenz einer quadratischen Lyapunov-Funktion ist also eine notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die exponentielle Stabilitit von A und liefert damit eine Cha-
rakterisierung, die dquivalent zu der Eigenwertbedingung aus Satz 7.9 ist.

Frage 30 Geben Sie eine (globale) quadratische Lyapunov-Funktion fiir die Differential-
-1 0
leichung x = X an.
g g |: 0o -2

8.4 Stabilitat mittels Linearisierung

Wir wollen die Konstruktion der Lyapunov-Funktion fiir eine lineare Differentialglei-
chung nun ausnutzen, um ein Stabilitdtskriterium fiir Gleichgewichte nichtlinearer au-
tonomer Differentialgleichungen zu erhalten. Dies wird im folgenden Satz formuliert.
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Satz 8.8 Betrachte eine nichtlineare autonome Differentialgleichung (1.3) mit Gleichge-
wicht x* € R¢. Das Vektorfeld f seiin x* stetig differenzierbar und es sei 4 = % f(x*)
die Linearisierung von f in x* gemiB (4.7), (4.11). Dann ist das Gleichgewicht x* lokal
exponentiell stabil fiir GI. (1.3) genau dann, wenn es global exponentiell stabil fiir Gl. (7.3)
ist.

» Beweis Wir nehmen wieder 0.B.d. A. x* = 0 an und bezeichnen den Losungsfluss
der nichtlinearen Gl. (1.3) mit ¢’ und den der Linearisierung (4.7), (4.11) mit .

Sei Gl. (7.3) global exponentiell stabil. Aus Satz 8.7 folgt dann die Existenz einer
bilinearen Lyapunov-Funktion xT P x. Daher gilt wegen f(x) = Ax + y(x) mit |y(x)| <
r(x) fiir 7 aus Definition 4.4 die Ungleichung

DV(x)f(x) =x"Pf(x)+ f(x)"Px
=x"PAx + xTATPx + xTPy(x) + y(x)TPx

< —csf|x|I* + car () |1

fiir eine geeignete Konstante c4 > 0 und alle x € R?.
Fiir alle x hinreichend nahe an x* = 0 folgt aus Definition 4.4 die Ungleichung r(x) <
2% [|x||. Es existiert also ein § > 0, so dass fiir alle x € R¢ mit || x|| < § die Ungleichung

DV f(x) = =S x| (8.12)

gilt. Da V (8.1) erfiillt, gibt es ¢; > 0 mit ¢;||x||> < V(x). Mit y = ¢, 8 erhalten wir also
die Implikation V(x) <y = |x|| < v/V(x)/c1 < §. Folglich gilt (8.12), falls V(x) < y.
Somitist V' eine lokale Lyapunov-Funktion fiir (1.3) und die lokale exponentielle Stabilitit
folgt aus Satz 8.2.

Sei umgekehrt Gl. (1.3) exponentiell stabil. Dann gibt es insbesondere ein 7 > 0 und
ein § > 0, so dass fiir alle ||xo|| < § die Ungleichung

1
le" (xo)ll < 5 ol

gilt. Aus Satz 4.5 angewendet mit ¢ = 1/4 folgt nun, dass ein § > 0 existiert, so dass
die Losungen ¥'(zo) der linearen Gl. (7.3) fiir alle Anfangswerte zo mit ||zo]| < § die
Abschitzung

3
lv"Go)ll < Sl
erfiillen. Beachte, dass fiir jedes & > 0 die Gleichung

At

e x

le*]l = sup el
Ixl=a &
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gilt. Also folgt fiiro = §

At
e'x 3
||eA[|| = su ” ” <.
= 4
Aus Satz 7.10 folgt damit die exponentielle Stabilitidt der Linearisierung. O

Wir formulieren ein Korollar, das sich aus den Ergebnissen ergibt.

Korollar 8.9 Betrachte eine nichtlineare autonome Differentialgleichung (1.3) mit
Gleichgewicht x* € R?. Dann sind dquivalent

(1) x* ist lokal exponentiell stabil

(i) alle Eigenwerte der Jacobi-Matrix Df(x*) besitzen negativen Realteil

(iii) es existiert eine lokale quadratische Lyapunov-Funktion der Form V(x) = (x —
x*)TP(x—xx), wobei P Losung der Lyapunov-Gleichung Df (x*)TP+PDf(x*) =
—Q fiir eine beliebige positiv definite Matrix Q € R¥*? ist.

» Beweis ,,(i) < (ii)“: Nach Satz 8.8 ist x* = 0 genau dann lokal exponentiell stabil,
wenn die Linearisierung X (1) = Ax(t) mit A = Df(x*) exponentiell stabil ist. Nach Satz
7.9 ist dies genau dann der Fall, wenn alle Eigenwerte von A negativen Realteil besitzen.
»(iil)) = (1)*“: Nach Satz 8.2 impliziert die Existenz einer lokalen quadratischen
Lyapunov-Funktion die lokale exponentielle Stabilitit.
»(1) = (ii1)*: Folgt sofort aus dem ersten Teil des Beweises von Satz 8.8. O

Asymptotische vs. exponentielle Stabilitit Fiir lineare Differentialgleichungen wissen
wir, dass exponentielle und asymptotische Stabilitét dquivalent sind. Fiir nichtlineare Glei-
chungen ist das nicht der Fall. Insbesondere gilt Satz 8.8 nicht, falls wir fiir die nichtlineare
Gl. (1.3) nur asymptotische Stabilitit voraussetzen. Dies zeigt das Beispiel der nichtlinea-
ren eindimensionalen Differentialgleichung

x(t) = —x(1)*. (8.13)

Durch Nachrechnen sieht man leicht, dass die Losungen dieser Gleichung durch

X0

¢! (x0) = ——=
V2ixg + 1

gegeben sind. Da diese Funktionen fiir wachsendes r monoton gegen 0 konvergieren, ist
offensichtlich, dass das Gleichgewicht x* = 0 tatséchlich asymptotisch stabil ist (sogar
global).

Die Linearisierung dieser Gleichung ist gegeben durch

1) =0

und offenbar ist diese Gleichung zwar stabil, jedoch nicht asymptotisch stabil.
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Wir beenden das Kapitel mit zwei weiterfiihrenden Sétzen, fiir deren Beweis wir aus
Platzgriinden auf die Literatur verweisen.

Instabilitit Die Linearisierung kann auch verwendet werden, um eine Aussage iiber In-
stabilitdt zu machen.

Satz 8.10 Betrachte eine nichtlineare autonome Differentialgleichung (1.3) mit Gleichge-
wicht x* € R?. Das Vektorfeld f sei in x* stetig differenzierbar und es sei 4 = %(x*)
die Linearisierung von f in x* gemif (4.7), (4.11). Dann ist das Gleichgewicht x* instabil
fiir Gl. (1.3), falls die Jacobi-Matrix Df(x*) mindestens einen Eigenwert mit positivem
Realteil besitzt.

Ein Beweis findet sich in Walter [2, §29, VIII].

Zusammengefasst ergibt sich aus Korollar 8.9 und Satz 8.10 also exponentielle Sta-
bilitdt von x* fiir die nichtlineare Gleichung, falls das Maximum der Realteile aller Ei-
genwerte von D f(x*) negativ ist und Instabilitit, falls dieses Maximum positiv ist. Es ist
allerdings im Allgemeinen keine Aussage iiber Stabilitit oder Instabilitdt moglich, wenn
der maximale Realteil gleich Null ist. Zur Illustration dieses Sachverhalts betrachten wir
die beiden skalaren Differentialgleichungen

()% =—x3 (i) x = x>
Beide Gleichungen besitzen x* = 0 als Gleichgewicht und analog zum vorhergehenden
Abschnitt oder durch Vorzeichenbetrachtung sieht man, dass dieses fiir (i) asymptotisch
stabil und fiir (ii) instabil ist. Beide Gleichungen besitzen die Linearisierung z = 0, also
Df(x*) = 0. Der einzige Eigenwert dieser 1 x 1-Matrix ist 0, der maximale Realteil ist
damit ebenfalls 0 — und gibt offensichtlich keinerlei Auskunft iber das Stabilitdtsverhalten
der nichtlinearen Gleichung.

Der Satz von Hartman-Grobman Im Vergleich zu den gerade besprochenen Aussagen
liefert der Satz von Hartman-Grobman eine noch genauere Charakterisierung der Bezie-
hung zwischen dem Verhalten einer nichtlinearen autonomen Differentialgleichung in der
Nihe eines Gleichgewichts und dem ihrer Linearisierung. Um den Satz zu erldutern, be-
trachten wir zunichst noch einmal lineare Differentialgleichungen.

Im Fall eines autonomen, homogenen linearen Systems

X = Ax
ist der Fluss gegeben durch die lineare Abbildung

@' = exp(Ar).
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Abb. 8.4 Hyperbolische lineare Fliisse: Eine Kontraktion, ein Sattelpunkt und eine Expansion

In Proposition 2.2 hatten wir gesehen, dass die Eigenrdume von A invariant unter dem
Fluss exp(At) sind. Tatsdchlich gilt dies wegen Bemerkung 2.4(iv) auch fiir die verallge-
meinerten Eigenrdume (denn jeder verallgemeinerte Eigenraum entspricht einem Jordan-
Block in der Jordan-Normalform von A und ist daher invariant bzgl. A). Folglich ist fiir
das Stabilitdtsverhalten geméf Satz 7.8 fiir Losungen in einem verallgemeinerten Eigen-
raum nur der zu diesem Eigenraum gehorige Eigenwert relevant, vgl. auch Abschn. 2.1
und die Abb. 2.1 und 2.4.

Wir fassen jetzt die entsprechenden Eigenrdume nach dem qualitativen Langzeitver-
halten der in ihnen enthaltenen Losungen zusammen. Dazu seien vy, . . ., vy die (verallge-
meinerten) Eigenvektoren zu den Eigenwerten A; von A mit Re(A;) < 0. Man bezeichnet
den Raum

E* = span{vy, ..., v}

als den stabilen Unterraum von A. Entsprechend sind

EY = span{vg i1, ..., U514y}

der instabile und E¢ = span{vsyy41, ..., vy} der Zentrums-Unterraum, wobei v 1, . . .,
vy, die verallgemeinerten Eigenvektoren zu Eigenwerten mit positivem Realteil und
Ustutl, - - - » Vg diejenigen zu Eigenwerten A auf der imaginéren Achse sind.

Wir nennen den Fluss exp(At) hyperbolisch, wenn A keine Eigenwerte mit Realteil
0 hat, der Zentrums-Unterraum also trivial ist. Gilt zusétzlich s = 0 bzw. u = 0, dann
ist der Fluss eine Expansion bzw. Kontraktion, ansonsten erhalten wir einen Sattelpunkt.
Eine Kontraktion entspricht dabei gerade dem asymptotisch stabilen Fall. Abbildung 8.4
illustriert diese drei verschiedenen Situationen in der Ebene.

Fiir eine nichtlineare autonome Differentialgleichung mit Gleichgewicht x* € R¢ be-
trachten wir nun analog zum Vorgehen in Abschn. 8.4 wieder die Linearisierung

z=Df(x")z. (8.14)

Da wir hier nicht unbedingt x* = 0 voraussetzen, ist die lineare Zustandsvariable nun als
z = x — x* zu interpretieren.
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Abb. 8.5 Zum Satz von
Hartman-Grobman \

Der Satz von Hartman-Grobman besagt nun, dass das asymptotische Verhalten der Lo-

sungen des nichtlinearen Systems nicht nur im exponentiell stabilen Fall von Satz 8.8
sondern allgemein im hyperbolischen Fall durch die Linearisierung korrekt wiederge-
geben wird. Hierbei nennen wir die Ruhelosung x* hyperbolisch, falls Df(x*) keine
Eigenwerte mit Realteil O besitzt — also genau dann, wenn der lineare Fluss exp(Df(x*)t)
von (8.14) hyperbolisch im Sinne des vorherigen Absatzes ist.

Satz 8.11 (Hartman-Grobman) Ist x* ein hyberbolisches Gleichgewicht von f und f
stetig differenzierbar, dann gibt es einen lokalen Homdomorphismus # : U — V zwi-
schen Umgebungen U von x* und V' von 0, so dass

hogo' =exp(Df(x*)t)oh
fiir alle hinreichend kleinen ¢.
Man sagt auch, das nichtlineare System x = f(x) und seine Linearisierung (8.14) sei-

en in einer Umgebung des Gleichgewichts lokal topologisch konjugiert. Ein Beweis dieses
Satzes findet sich z. B. in Palis und de Melo [3]. Abbildung 8.5 illustriert die Aussage.

8.5 Ubungen

Aufgabe 8.1 Gegeben sei die nichtlineare Pendelgleichung

£() = x2(t)
—gsin(xy(1)) —kxp(1) |

mit Erdbeschleunigung g = 9,81 und Reibungskonstante k = 0,5.
Berechnen Sie fiir verschiedene Anfangswerte

x5 = (r—¢0)7

mit e = 107*, 107°, 10~? in der Nihe des instabilen Gleichgewichtes x{ = (i, 0) nu-
merische Losungen und stellen Sie die Komponenten ¢] (xo), ¢5(xo) der Losungsfunktion
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@' (xo) grafisch in Abhingigkeit von ¢ € [0, 5] dar. Hierzu kénnen Sie z. B. das MATLAB
Programm pendel_anim?

Begriinden Sie mit den Ergebnissen, warum die Instabilitdt des Gleichgewichtes und
die stetige Abhingigkeit vom Anfangswert nicht im Widerspruch zueinander stehen.

verwenden.

Aufgabe 8.2 Gegeben sei die in x; = (0, 0)T linearisierte Pendelgleichung

xX() = Ax(t) mitA=|: 0 ! :|,
—g —k

in der wir zur Vereinfachung der Rechnung ¢ = 2 und k = 1 setzen.

(i) Weisen Sie nach, dass
V(x)=xTPx mitP = -

1l 7 1
411 3
eine Lyapunov-Funktion ist.

(i) Berechnen Sie eine numerische Losung ¢’ (xo) zum Anfangswert xo = (1,1)T und
stellen Sie die Norm ||¢ (xq)|| sowie die Lyapunov-Funktion V(¢’(x()) in Abhin-
gigkeit von ¢ grafisch dar. Was stellen Sie fiir das Monotonieverhalten der beiden
Funktionen fest?

Aufgabe 8.3 Gegeben sei eine exponentiell stabile Matrix A und eine symmetrische und
positiv definite Matrix Q. Beweisen Sie, dass dann auch die Losung P der Lyapunov-
Gleichung

A"P +PA=-Q

symmetrisch ist.

(Hinweis: Stellen Sie eine Lyapunov-Gleichung fiir die Matrix P — PT auf und ver-
wenden Sie die im Beweis von Lemma 8.6 bewiesene Tatsache, dass eine Lyapunov-
Gleichung mit exponentiell stabiler Matrix A fiir beliebige rechte Seiten Q eine eindeutige
Losung besitzt.)

Aufgabe 8.4 Wandeln Sie das Beispiel (8.13) so ab, dass das Gleichgewicht x* = 0 fiir
die nichtlineare Gleichung instabil, fiir die Linearisierung aber stabil ist.

2 Erhiltlich unter http://www.dgl-buch.de.
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Spezielle Losungen und Mengen

Eine der wesentlichen Aufgaben der Theorie dynamischer Systeme' ist es, gewohnli-

che Differentialgleichungen (bzw. allgemeiner eben dynamische Systeme) ihrem globalen
dynamischen Verhalten nach zu klassifizieren. Dies ist im Allgemeinen sehr schwierig,
weswegen man sich oft auf lokale Aussagen beschrinkt. Das haben wir in den vorherigen
beiden Kapiteln bereits ausfiihrlich am Beispiel der Stabilitdt von Gleichgewichtslosun-
gen durchgefiihrt. Neben Gleichgewichten gibt es aber noch eine Reihe weiterer Losungen
bzw. Mengen von Losungen, die fiir die Analyse des dynamischen Verhaltens wichtig
sind. In diesem Kapitel fithren wir eine Reihe davon ein, illustrieren sie an Beispielen und
geben (zumeist mit Beweis) einige zentrale Sitze an, wie z. B. den Satz von Poincaré-
Bendixson.

9.1 Spezielle Losungen

Wir betrachten in diesem Kapitel durchgehend eine autonome Differentialgleichung x =
f(x), deren Losungen fiir alle Zeiten ¢t € R definiert sind. Den zugehorigen Fluss be-
zeichnen wir wie bisher mit ¢’.

Als spezielle Losungen sind natiirlich zuallererst Gleichgewichte zu nennen, vgl. Defi-
nition 4.9. Diese wurden bereits in den Abschnitten 4.2 und 7.1 behandelt, weswegen wir
sie hier nicht noch einmal diskutieren.

Periodische Orbits Eine zweite einfach zu beschreibende Klasse von Losungen sind pe-
riodische Losungen, also solche x = x (-; x¢), fiir die

x(T; x0) = x(0;: xo)

! Fiir eine detaillierte Einfiihrung in dieses Gebiet verweisen wir auf Guckenheimer und Holmes [1]
und Meiss [2].
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Abb. 9.1 Gleichgewichte 107
und periodische Losungen des
Pendels
5 b
-5+
B R E—

fiir eine Zeit T > 0. Das kleinste 7 > 0 mit dieser Eigenschaft ist die Periode der Losung
x. Der zugehorige Orbit> O(x,) ist ein periodischer Orbit. Offensichtlich ist jede Losung
x(+; Xo) des Anfangswertproblems mit Xy € O(x) ebenfalls periodisch.

Beispiel 9.1 Das lineare Anfangswertproblem

X = |:(1) _01i| x, x(0)=r |:(1)i| ,

hat die periodischen Losungen

x() =ro |:COS(I):| , teR

sin(t)
und ist folglich periodisch mit Periode 7" = 2.

Beispiel 9.2 FEin Beispiel aus der Anwendung hatten wir bereits in der Einleitung kennen-
gelernt: das Pendel (ohne Reibung), beschrieben durch die Differentialgleichung

i=|
—gsin(xy) |’

x = (x1,x2)T = (a.@)T. Auch hier gibt es unendlich viele periodische Losungen,
Abb. 9.1 zeigt einige davon.

Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten Betrachten wir noch einmal die Differential-
gleichung
r=r(l—-r), r>=0, 9.1)

2 vgl. Definition 3.8.
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mit den Gleichgewichten r§ = 0 und r;* = 1 (vgl. Abb. 7.1). Fiir alle Losungen r (- ; o)
mit Anfangswert ry > 0 gilt

r(t;rg) — rf fiirt — oo.

Allgemein nennt man die Menge aller Punkte x¢ im e-Ball B.(x*) um ein Gleichge-
wicht x*, fiir die ¢’ (xo) fiiralle f > 0 in B.(x*) liegt und fiirt — oo gegen x* konvergiert,
die lokale stabile Mannigfaltigkeit W (x*) des Gleichgewichts x*, d. h.

W) (x*) = {xo | ¢'(x0) € Be(x™) fiirt > 0 und tlim @' (x0) = x*}.

Im Beispiel 7.1 ist also die lokale stabile Mannigfaltigkeit W’(1) des Gleichgewichts
r{ =1 gleich dem e-Ball B,(1) um 1.

Tatsédchlich ist die Verwendung des Begriffs ,,Mannigfaltigkeit* unter unseren Voraus-
setzungen an die Regularitit des Vektorfelds f gerechtfertigt, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 9.3 (Satz iiber die stabile Mannigfaltigkeit) Sei x* ein hyperbolisches Gleichge-
wicht von f und f stetig differenzierbar. Dann ist W’ (x*) fiir alle hinreichend kleinen
e > 0 eine eingebettete Untermannigfaltigkeit des R¢, hat dieselbe Dimension wie der
stabile Unterraum E* von Df(x*), ist in x* tangential an E* und genauso oft differen-
zierbar wie f.

Eine analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir die lokale instabile Mannigfaltigkeit
W (x*) = {xo | ¢'(x0) € B.(x*) fiirt <0 und tliI;[l ¢’ (x0) = x*}.

Ein Beweis dieses Satzes findet sich z.B. in Irwin [3]. Die linke Skizze in Abb. 9.2 il-
lustriert die Aussage. Auf der rechten Seite dieser Abbildung sind die lokale stabile und
instabile Mannigfaltigkeit des Gleichgewichts (7, 0) im Pendel dargestellt.

Bildet man die lokale stabile Mannigfaltigkeit mit Hilfe des Flusses riickwirts in der
Zeit ab, dann erhilt man die Menge aller Punkte, deren Losungskurve (fiir # — oo) asym-
ptotisch gegen das Gleichgewicht x* konvergiert, die (globale) stabile Mannigfaltigkeit

W (x*) = qu’ (WS (x*)) = {x e RY | ¢’ (x) — x* fiir t — o0},

t<0

und analog die (globale) instabile Mannigfaltigkeit

W'(x*) = U(pf (Wr(x*) ={x € R? | ¢! (x) — x* fiir t — —o0}

t>0
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-2t

-4

Abb. 9.2 a zum Satz iiber die stabile Mannigfaltigkeit. b lokale stabile und instabile Mannigfaltig-
keit des Gleichgewichts (7, 0) im Pendelmodell

Abb. 9.3 Globale stabile und 107
instabile Mannigfaltigkeiten
des Gleichgewichts (7, 0) im
Pendel — homokline Losungen ST
‘3 0
5t
-10

Cor

des Gleichgewichts x*. Hierbei verwenden wir fiir Mengen D C R? die Schreibweise

¢'(D) == [ J{o' ()} 9.2)

xeD

Abb. 9.3 zeigt die globalen Analoga der Mannigfaltigkeiten aus Abb. 9.2 rechts. Da die
Gleichgewichte (—, 0) und (7, 0) physikalisch denselben Zustand darstellen und wir sie
daher miteinander identifizieren sollten, stimmt tatsdchlich in diesem Fall die stabile mit
der instabilen Mannigfaltigkeit des Gleichgewichts (rr,0) iiberein. Man nennt eine sol-
che Losung doppelt asymptotisch oder homoklin. Allgemeiner ist eine heterokline Losung
eine Losungskurve ¢’ (x), die fiir ¢ — —oo und fiir # — oo gegen (verschiedene) Gleich-
gewichtspunkte konvergiert.

Frage 31 Bestimmen Sie alle stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten der Gleichge-
wichte von 7 = r(1 4 r)(1 — r). Gibt es homokline bzw. heterokline Losungen?
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9.2 Spezielle Mengen
Invariante Mengen Eine Menge D C Dy heiBt invariant (unter dem Fluss ¢"), falls
¢'(D) =D firallet € R. 9.3)
Bemerkung 9.4 Invarianz einer Menge D ist dquivalent zu
¢'(D)C D fiiralletr € R
oder, ausfiihrlich geschrieben,
¢'(x) € D firrallex € D, t € R.

Wegen ¢~/ (D) € D und der Kozykluseigenschaft folgt nimlich
D =¢'(¢7"(D)) S ¢'(D)

und damit die Gleichheit. Mit anderen Worten bedeutet Invarianz von D also, dass je-
de Losung, die in D startet, fiir alle positiven und negativen Zeiten existiert und in D
verbleibt.

Ist die Menge D invariant, dann auch ihr Abschluss D (s. Ubungen) und daher konnen
wir uns im folgenden auf abgeschlossene invariante Mengen beschrinken.

Einfache Beispiele fiir invariante Mengen sind Gleichgewichte und periodische Orbits.
Komplizierter sind z. B. quasiperiodische Losungen oder Mengen mit noch komplizierte-
rer Dynamik wie der in der Einleitung erwihnte Lorenz-Attraktor (vgl. Kap. 11, in dem in
Definition 11.1 auch weitergehende Invarianzkonzepte definiert werden).

Limesmengen Die w-Limesmenge w(x) eines Punktes x € Dy ist die Menge aller Hdu-
fungspunkte seines positiven Halborbits O™ (x) = {¢'(x) | t > 0}, also

w(x) = {& € Dy | p'*(x) — % fiir eine Folge (f;)ren mit f; — 00}. (9.4)

Entsprechend ist die @-Limesmenge o (x) von x als die Menge der Haufungspunkte seines
negativen Halborbits O~ (x) = {¢'(x) | t < 0} definiert. Beachte, dass wegen (3.12) jede
w-Limesmenge von f eine a-Limesmenge von — f ist und umgekehrt.

Proposition 9.5 Es gilt
o(x) =) 0F (¢ (x)).

t>0
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> Beweis Sei ¥ € w(x) und #z — oo eine Folge mit ¢’ (x) — X. Die Punkte ¢’ (x)
liegen in O (¢! (x)) fiir t > ¢ und X damit in O+ (¢’ (x)) fiir jedes ¢z, also in deren
Schnitt.

Sei umgekehrt jetzt X € (1),., O (¢'(x)), d.h. fir jedes r > 0 gilt £ € O*(¢'(x)).
Betrachten wir eine Nullfolge Ta,, — 0 und eine Folge 7, — o0, so existiert folglich
zu jedem n € N ein x, € O (p™(x)) mit | — x,|| < &, und damit x, — X fiir
n — 00. Aus der Definition des Orbits O folgt nun die Existenz einer Zeit 7, > 0 mit
X, = @™ (¢ (x)). Daraus folgt ™ (x) = @™ (¢™(x)) — X fiir n — oo und wegen
T, + t, — oo erhalten wir X € w(x). |

Da der Schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist, folgt weiter:
Korollar 9.6 Die w-Limesmenge ist abgeschlossen.

Ist X € w(x), dann gilt also ¢ (x) — X fiir eine Folge (; )xen. Aufgrund der Stetigkeit
des Flusses folgt damit fiir jede Zeit 1 € R aber p* ™ (x) — ¢'(X), also ¢’ (%) € w(x)
und damit ¢’ (w(x)) € w(x) fiir alle r € R. Mit Bemerkung 9.4 folgt daher:

Proposition 9.7 Die w-Limesmenge ist invariant.

SchlieBlich notieren wir noch die folgenden Eigenschaften von w-Limesmengen, die
wir im néchsten Abschnitt benotigen.

Proposition 9.8 Falls O" (x) beschrinkt ist, dann ist w(x) nicht leer, kompakt und zu-
sammenhingend.

> Beweis Da O™ (x) beschriinkt ist, und Ot (¢’ (x)) C OF(p"(x)) fiir t; > o, ist nach
Proposition 9.5 w(x) die Schnittmenge einer verschachtelten Folge kompakter Mengen —
und damit nicht leer. Da die O+ (¢’(x)) zusammenhingend sind, ist auch w(x) zusam-
menhingend. Da die w-Limesmenge beschrinkt und nach Korollar 9.6 abgeschlossen ist,
ist sie kompakt. O

Frage 32 Geben Sie die a- und w-Limesmengen fiir alle Punkte » € R der Gleichung
7 =r(1+r)(1 —r)aus Frage 31 an.

9.3 Der Satz von Poincaré-Bendixson

Es wire niitzlich, wenn man fiir ein dynamisches System bestimmen konnte, welche
Limesmengen es besitzt — oder zumindest qualitative Aussagen iiber die Gestalt die-
ser Mengen treffen konnte. Dies gelingt fiir Systeme einer bestimmten Form oder mit
speziellen Eigenschaften, ist aber im Allgemeinen sehr schwierig (und aktueller For-
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Abb. 9.4 Illustration zum S

Beweis von Proposition 9.9 T

schungsgegenstand). Fiir planare Systeme (also solche im R?) gibt es allerdings eine
beriihmte Klassifizierung, die auf Henri Poincaré® und Ivar Otto Bendixson* zuriickgeht.
Wir betrachten also jetzt speziell ein Vektorfeld f : Dy — R2, Dy, C R?, in der Ebene.
Ein lokaler Schnitt zu f ist eine Strecke S C Dy, die transversal zum Vektorfeld f liegt,
d. h. fiir jeden Punkt x € S gilt { f(x),n) # 0, wobei 0 # n € R? senkrecht auf S steht.

Proposition 9.9 Es sei S ein lokaler Schnitt zu f, xo € S und
M = {x0,x1,X2,...,} =S N 0% (xq)

die Menge der Schnittpunkte des positiven Halborbits von x( mit S, wobei x; = ¢ (x¢) €
S mit #; < t;41. Dann ist die Folge xy, X1, X2, ... monoton in S, d. h. x; liegt zwischen
Xx;_pund x;; auf S.

> Beweis Es sei x; = ¢'(xo) der erste Schnittpunkt. Das Stiick {¢'(xp) | 0 <t <
t1} der Losungskurve schlieft zusammen mit der Strecke [x(, x;] C S eine beschrink-
te Menge R ein.’ Da das Vektorfeld transversal zu S ist, S also insbesondere keinen
Gleichgewichtspunkt enthilt, durchqueren die Losungskurven die Strecke S in nur einer
Richtung. Angenommen, sie verlassen R durch S, dann muss der nichste Schnittpunkt
X2 = ¢"2(x¢) auBerhalb der Strecke [xo, x;] liegen, denn wegen der Eindeutigkeit der Lo-
sungen kann das Kurvenstiick {¢’ (xo) | ; <t < t,} das Stiick {¢'(x¢) | 0 < ¢ < 1;} nicht
schneiden. Analog argumentiert man im anderen Fall. Wiederholt man die Argumentation
fiir xo = x1, X2, . . ., dann erhilt man die Behauptung. O

3 franzosischer Mathematiker, 1854—1912.

4 schwedischer Mathematiker, 1861-1935.

SDa{p'(x¢) | 0 <t < t;} U [xo, x1] eine geschlossene Kurve ist, die sich nicht selbst schneidet,
folgt dies aus dem Jordanschen Kurvensatz.
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Proposition 9.10 Es sei S ein lokaler Schnitt zu f und S N w(x) # @ fiir ein x € D.
Dann besteht die Schnittmenge S N w(x) aus genau einem Punkt.

> Beweis Angenommen, es gibe zwei verschiedene Punkte y # z € SNw(x). Dabeide
Punkte in w(x) liegen, gibt es Folgen t; — oo und 5; — 00, so dass y; = ¢’ (x) = y
und z; = ¢%(x) — z.Da y,z € S und S ein lokaler Schnitt ist (also kein Gleichgewicht
enthilt) schneiden fiir hinreichend grofies #; bzw. s; die Losungskurven durch y; bzw. z;
den Schnitt S und wir konnen #; bzw. s; so wihlen, dass y;, z; € S. Ordnen wir die Zeiten
t; und s; nun monoton an, dann ist nach Proposition 9.9 die zugehorige Folge der y; und
z; monoton in §. Dies aber steht im Widerspruch dazu, dass y; gegen y und z; gegen
z # y konvergiert. O

Proposition 9.11 Falls Ot (x) N w(x) # @ und w(x) kein Gleichgewicht enthilt, dann
ist O (x) ein periodischer Orbit.

» Beweis Sei y € OF(x) Nw(x) und S ein lokaler Schnitt, der y enthilt (ein solcher
existiert, da w(x) kein Gleichgewicht enthilt und somit f(y) # 0 gilt). Da y € w(x), gibt
es eine Folge #; — 00, so dass die Folge ¢’ (x) € S gegen y konvergiert (vgl. den Beweis
zu Prop. 9.10). Nun liegt y im positiven Halborbit von x, d. h. es gibt eine Zeit t > 0, so
dass y = ¢'(x) bzw. x = ¢~ '(y). Dabei konnen wir 0.B.d. A. ¢; > ¢t annehmen. Dann
gilt

"' (y) >y, i — oo

Wiire nun nicht bereits 9" ~*(y) = y, dann wire nach Proposition 9.9 die Folge ¢~ (y)
monoton in S und konnte insbesondere nicht gegen y konvergieren — ein Widerspruch. O

Proposition 9.12 Falls w(x) fiir ein x € Dy zusammenhingend ist und kein Gleichge-
wicht enthilt, aber einen periodischen Orbit O, dann ist w(x) = O.

» Beweis Esseixy € Ound S ein lokaler Schnitt durch x (der wiederum existiert, weil
Xo € o(x)und w(x) kein Gleichgewicht enthilt). Angenommen, w(x)\ O wire nicht leer
und x; € w(x)\O0.Daw(x)zusammenhingend ist, konnen wir x; beliebig nahe an x, und
insbesondere so wihlen, dass x; € S. Dies ist ein Widerspruch zu Proposition 9.10. O

Satz 9.13 (Poincaré-Bendixson) Gegeben sei eine Differentialgleichung X = f(x) in der
Ebene, d.h. f : Dy — R?, Dy C R2. Ist O*(x) fiir ein x € R? beschrinkt und enthilt
(x) kein Gleichgewicht, dann ist w(x) ein periodischer Orbit.

> Beweis Da O™ (x) beschriinktist, ist w(x) nicht leer, kompakt und zusammenhéingend
(Prop. 9.8). Nach Proposition 9.12 gentigt es also zu zeigen, dass w(x) einen periodischen
Orbit enthilt. Nach Proposition 9.11 wiederum ist dies notwendig der Fall, falls es einen
Punkt y € w(x) gibt, fiir den O (y) N w(y) # @ gilt. Tatséchlich ist dies fiir einen
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beliebigen Punkt y € w(x) gegeben: Da w(x) invariant und abgeschlossen ist, gilt dann
auch w(y) C w(x). Sei z € w(y) und S ein lokaler Schnitt durch z (der existiert, weil
(x) kein Gleichgewicht enthilt und damit f(z) # 0). Nach Proposition 9.10 besteht der
Schnitt S N w(x) nur aus dem Punkt z. Da z € w(y), gibt es eine Folge t; — o0, so dass
@' (y) = z —auBerdem konnen wir die Folge so wihlen, dass ¢" (y) € S (vgl. den Beweis
zu Prop. 9.10). Da w(x) invariant ist, gilt O*(y) C w(x) und da der Schnitt S N w(x) nur
aus dem Punkt z besteht, muss ¢ (y) = z gelten. Damit liegt also z in Ot (y) N w(y),
insbesondere ist diese Schnittmenge nicht leer und die Aussage des Satzes ist bewiesen.

O

9.4 Ubungen

Aufgabe 9.1 Zeigen Sie, dass der Fluss exp(A¢) eines linearen Systems genau dann hy-
perbolisch ist, wenn fiir jeden Punkt x # 0

|| exp(At)x|| — oo
entweder fiir t — 400 oder t — —oo gilt.
Aufgabe 9.2 Zeigen Sie, dass ein periodischer Orbit kompakt ist.

Aufgabe 9.3 Approximieren Sie numerisch die stabile und instabile Mannigfaltigkeit des
Ursprungs fiir das System
X 1= 2x 1+ x1x2

)'Cz = X12 — X2
Aufgabe 9.4 Weisen Sie nach, dass der Abschluss einer invarianten Menge invariant ist.

Aufgabe 9.5 Die Differentialgleichung X = f(x), f : R?> — R?2, besitze eine endliche
Menge von Gleichgewichtspunkten. Zeigen Sie, dass jede w-Limesmenge entweder ein
periodischer Orbit oder die Vereinigung von Gleichgewichten und homo- bzw. heterokli-
nen Orbits ist.
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Am Anfang von Kap. 7 hatten wir das Pendelmodell aus der Einleitung um einen Term
erweitert, der Reibung z. B. in der Aufhidngung modelliert. Die Gleichgewichte blieben
gleich, die globale Struktur der Losungen aber hatte sich dadurch signifikant verdndert:
statt periodischer und homokliner Losungen hatten wir fiir £ > 0 Losungen erhalten, die
asymptotisch gegen das Gleichgewicht (0, 0) konvergieren (vgl. Abb. 7.3). Aus dem (nur)
stabilen Gleichgewicht wurde also fiir k > 0 ein asymptotisch stabiles. Umgekehrt verliert
(0, 0) seine Stabilitit, wenn wir k < 0 wihlen. Physikalisch ldsst sich dieser Fall als eine
duflere Anregung der Pendelbewegung interpretieren, die Amplitude nimmt stindig zu und
irgendwann setzt die Uberschlagsbewegung ein. Die Stabilitit des Gleichgewichts — und
damit das Verhalten der Losungen in seiner Nédhe — hingt also vom Wert des Parameters
k ab. Der Wechsel der Stabilitit von (0, 0) bei k& = 0 ist ein Beispiel einer Verzweigung,
auch Bifurkation genannt.

Allgemeiner versteht man unter einer Verzweigung eines von einem ,.externen® Pa-
rameter abhiingigen dynamischen Systems die Anderung von qualitativen Eigenschaften
seiner Losungen bei Anderung dieses Parameters. Die Detektion (und Klassifizierung)
von Verzweigungen ist in Anwendungen von grofitem Interesse, da so gut wie jedes (tech-
nische) System von Parametern abhéngt, deren Wahl (oder Steuerung) entscheidend das
Systemverhalten beeinflussen kann.

Wir betrachten also eine autonome gewohnliche Differentialgleichung

X = fx.p). (10.1)

bei der das Vektorfeld f zusitzlich von einem externen Parameter u € R abhingt. In
diesem Kapitel nehmen wir an, dass f (nach x und p) stetig differenzierbar ist.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2016 143
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10.1 Die Sattel-Knoten-Verzweigung

Angenommen, das System hat fiir einen Parameterwert © = p( eine Gleichgewichtslo-
sung xo € R4, d.h.
0 = f(x0. ko).

Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt:

Lemma 10.1 Es sei f(xo, o) = 0 und Df(xo, jt9) € R?*(@+D habe maximalen Rang.
Dann ist

F7H0) = {0, ) | flx,p0) =0}
in der Nihe von (xg, i1o) eine Kurve (x(s), u(s)).

Falls D, f(xo, (o) reguldr ist, dann ist diese Kurve lokal durch p parametrisierbar, d. h.
dann gibt es fiir u nahe p( eine Kurve x () mit f(x(n), ) = 0, und D, f(x(u), ) ist
reguldr fiir diese .

Interessant ist nun der Fall, wenn D, f(xo, (o) singulér ist, d.h. genau einen Eigen-
wert A = 0 besitzt (da Df(xo, (o) ja maximalen Rang hat). In diesem Fall ist die Kurve
(x(s), n(s)) nicht durch p parametrisierbar, vgl. Abb. 10.1.

Wegen der Bedingung an den Rang von Df(xg,A¢) gilt nun insbesondere
D, f(x0, o) # 0 und im eindimensionalen Fall (d = 1) ist die Kurve lokal durch
X parametrisierbar. Auflerdem gilt in diesem Fall wegen 0 = f(x, u(x)):

0 = D, f(xo, po) + D, f(x0, o) i’ (x0)

, (10.2)
= D, f(xo, o)’ (x0),
also notwendig i'(xo) = 0. Gilt dariiberhinaus
Dxxf(-XOv /’LO) 7é Os
Abb.10.1 Eine Kurve von T
Gleichgewichten
T
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Abb.10.2 Das Verzweigungs- e
Diagramm der Sattel-Knoten- 2 e
Verzweigung e
1t
l"‘
80
1t
ot

-2 -1 0 1 2 3 4 5

dann folgt aus

d2
0= Wf(x, M(x))|x:)ro

= Dy f(x0. tto) + D pux f(x0, po) i’ (xo)
+ Doy f (X0, o) ' (x0) + Dy f (X0, po) i’ (x0)?
+ D, (xo, po) it (xo)

= D, f(x0. tto) + Dy (xo, o) it (x0),

dass u”(xo) # 0. Die Kurve (x, (x)) von Gleichgewichten hat folglich in x, ein lokales
Extremum beziiglich . Aus der Sicht des Parameters p bedeutet dies: fiir 4 > o (oder
W < o, je nach Vorzeichen von " (x¢)) gibt es zwei Gleichgewichte in der Néhe von xo,
fiir u < po dagegen keines.

Beispiel 10.2 Die Differentialgleichung

x=x%- w, M, x R, (10.3)
besitzt fiir 4 > 0 die Gleichgewichte x* = + ./, fiir ¢ = Onur x = O und fiir u < 0
keine (vgl. Abb. 10.2).

Eine solche Anderung der Dynamik in der Nihe von x, bei Variation des Parameters 1
in der Nihe von [y nennt man Sattel-Knoten-Verzweigung (bei j19) — der Name wird ver-
standlich, wenn wir diese Verzweigung bei hoherdimensionalen Systemen untersuchen.

Zunichst wollen wir uns aber noch die Stabilitdtseigenschaften der beiden Gleich-
gewichte fiir & > o anschauen. Im Beispiel 10.2 ist wegen D, f(x*, ) = 2./
das Gleichgewicht x™ instabil, x~ dagegen stabil (in der Abb. 10.2 ist dies durch eine
gestrichelte bzw. durchgezogene Linie angedeutet). Tatsédchlich folgt aus dem Vorzeichen-
wechsel von u'(x) bei xy und (10.2) sofort, dass auch im allgemeinen Fall immer eines
der beiden Gleichgewichte stabil und das andere instabil ist.
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Abb.10.3 Eine Sattel-Knoten-Verzweigung im R?: zwei Gleichgewichte fiir i > 0 (a), ein Gleich-
gewicht fiir © = 0 (b), keines fiir u < 0 (¢)

Frage 33 Wie sieht das Verzweigungs-Diagramm der Gleichung X = x? + 2ux + 1 fiir
W € [—4,4] aus?

Die Sattel-Knoten-Verzweigung fiir d > 1 Der Name ,,Sattel-Knoten-Verzweigung*
wird verstdndlich, wenn wir das Vektorfeld (10.3) um Koordinaten erweitern, deren Dy-
namik nicht von p abhéngt:

Beispiel 10.3 Wir betrachten das System

x=x>—p

y=-y

Offenbar besitzt dieses System fiir 4 > 0 die beiden Gleichgewichte (£ .,/ 0) (vgl.
Abb. 10.3). Das Gleichgewicht (— /i, 0) ist stabil (ein ,,Knoten®), (,/it,0) dagegen ist
ein ,,Sattel”, d.h. besitzt jeweils eine eindimensionale stabile und instabile Mannigfal-
tigkeit. Fir 4 — 0O laufen die beiden Gleichgewichte auf der x-Achse im Ursprung
zusammen, fiir 4 < 0 besitzt das System keine Gleichgewichte mehr.

Im allgemeinen Fall f : D xR — R?, D C R?, gilt folgender Satz (fiir einen Beweis
verweisen wir auf Sotomayor [1]).

Satz 10.4 Angenommen,

1. D = D, f(xo, o) hat einen einfachen Eigenwert 0, Dv = 0 und w™D = 0,
dimE’S =kunddimEY =d —k — 1,

2. w'Dy f(xo. po) # 0,

3. wTDxxf(XOv /,L())(U, U) 7é 0.
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Abb.10.4 Die Pitchfork
(=,,Heugabel“)-Verzweigung 2y
1 L
8 p——————f-rrmmemmmmeaeeaas
1t
ot
2 0 2 4
W

Dann gibt es eine glatte Kurve von Gleichgewichten durch (x, (o), die den affinen Unter-
raum R9 x {10} tangential beriihrt. Fiir ;o > 1 (bzw. it < i) gibt es zwei, fiir & = j1o
eins und fiir 4 < po (bzw. > o) kein Gleichgewicht in der Néhe von x. Die beiden
Gleichgewichte fiir © > o (bzw. u < o) nahe x; sind hyperbolisch (vgl. Abschnitt 8.4)
und haben stabile Mannigfaltigkeiten der Dimension k bzw. k + 1.

Man beachte, dass hier analoge Bedingungen an das Vektorfeld f bzw. seine Ablei-
tungen vorkommen wie im eindimensionalen Fall: D, f(xo, o) = 0, D, f(xo, o) # 0
und Dxxf(XOs MO) 7é 0.

Die Pitchfork-Verzweigung Die Sattel-Knoten-Verzweigung ist die ,,typische” Verzwei-
gung, wenn man nur einen Parameter (hier ;) im Vektorfeld variiert: gilt D, f(xo, o) = 0,
dann , typischerweise**! nicht gleichzeitig auch D, f(xo, pto) = O oder D f(xo, pto) =0
— aufler in Spezialfillen.
Ein solcher Spezialfall ist die Gleichung
X = pux — x>

Hier gilt tatsdchlich D, f(0,0) = 0 und D, f(0,0) = 0. Die Gleichung besitzt das
Gleichgewicht x = O fiir alle i, sowie die beiden Gleichgewichte xt =4 &1 > 0,
vgl. Abb. 10.4.

Die Stabilitit der Gleichgewichte ist in der Abbildung wieder durch gestrichelte (insta-
bil) bzw. durchgezogene (stabil) Linien angedeutet. Offenbar verliert x = 0 bei © = 0
seine Stabilitit an die beiden anderen Gleichgewichte.

Aufgrund der Form des Diagramms wird die in Abb. 10.4 dargestellte Art der Verzwei-
gung als Pitchfork (=,,Heugabel)-Verzweigung bezeichnet. Hinreichende Bedingungen
fiir ihr Auftreten im eindimensionalen Fall sind im folgenden Satz zusammengefasst. Fiir
den Beweis siehe Wiggins [3, Section 20.1E].

! Fiir eine prézisere Aussage verweisen wir auf Guckenheimer und Holmes [2, Kapitel 3].
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Satz 10.5 Die Differentialgleichung X = f(x, n), x, u € R, durchlduft bei (xo, 1) eine
Pitchfork-Verzweigung, falls f(xo, io) = 0 und

D, f(xo, o) = 0,

D, f(xo, o) = 0,

Dxxf(xo’ MO) = 0, aber

D,y f (X0, o) # 0und Dy f(x0, o) # 0,

Eal o e

d.h. dann gibt es zwei glatte Kurven von Gleichgewichten durch (xg, it¢), von denen die
eine den affinen Unterraum R x {u(} tangential beriihrt. Fiir > po (bzw. . < o)
gibt es drei und fiir u < po (bzw. u > o) ein Gleichgewicht in der Nihe von x( (vgl.
Abb. 10.4).

10.2 Zentrumsmannigfaltigkeiten

Betrachten wir, wie im vorangegangen Abschnitt, wieder eine Kurve (x(s), i(s)) von
Gleichgewichten von (10.1). Fiir alle s, fiir die das Gleichgewicht x (s) hyperbolisch ist,
legt die Anzahl der Eigenwerte von D, f(x(s), i(s)) mit positivem bzw. negativem Re-
alteil die lokale Dynamik um x, qualitativ fest (Satz 8.11 von Hartman-Grobman). Da die
Eigenwerte von D, f(x(s), u(s)) stetig von s abhingen, kann entlang der Kurve x (s) eine
qualitative Verdnderung der Dynamik (also eine Verzweigung) nur dann eintreten, wenn
fiir ein s = 50 das Gleichgewicht x(s¢) seine Hyperbolizitit verliert, d. h. der Realteil
eines oder mehrerer Eigenwerte 0 wird.

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir analysiert, welche Verzweigung (typischer-
weise) auftritt, wenn ein einfacher reeller Eigenwert die 0 durchlduft (die Sattel-Knoten-
Verzweigung). Im nédchsten Abschnitt 10.3 betrachten wir den Fall, dass ein (einfaches)
Paar komplexer Eigenwerte die imaginidre Achse kreuzt (die Hopf-Verzweigung). Bei-
den gemeinsam ist, dass im Verzweigungspunkt o = pu(so) das Gleichgewicht x, =
X (s0) nicht mehr hyperbolisch ist. Insbesondere besitzt die Linearisierung in x¢ einen
nicht-trivialen Zentrums-Unterraum (vgl. Abschnitt 8.4). Zugehorig ist eine invariante
Mannigfaltigkeit des nichtlinearen Systems, die tangential an diesen Unterraum liegt —
analog den stabilen bzw. instabilen Mannigfaltigkeiten:

Satz 10.6 Es sei f : Dy — RY ein k-mal stetig differenzierbares Vektorfeld und
Xo € Dy ein nicht-hyperbolisches Gleichgewicht von f, d.h. dim E“(xy) > 0. Dann
gibt es eine k — 1 mal stetig differenzierbare invariante Mannigfaltigkeit W€ (Zentrums-
Mannigfaltigkeit), die in x, tangential zu E¢ ist. Diese Mannigfaltigkeit ist nicht notwen-
dig eindeutig.

Einen Beweis dieses Resultats findet man in Kelley [4].
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Abb.10.5 Beispiel von 2 N
Zentrums-Mannigfaltigkeiten \
1
=0 >
-1
2 -1 0 1 2
T

Beispiel 10.7 ([2, 4]) Wir betrachten das System aus Beispiel 10.3 fiir 4 = 0:

x =x?

y =-y
Offenbar ist (0,0) ein Gleichgewicht. Die Linearisierung in (0, 0) hat die Eigenwerte 0
und —1, die y-Achse ist also der stabile Unterraum, die x-Achse der Zentrums-Unterraum.

Es liegt eine Sattel-Knoten-Verzweigung vor.
Die Losungen des Systems sind

X0

x() =
() 1—1xg
t

y(t) = yoe ",

und man erhilt durch Einsetzen y(x) = yoe~/*e!/* fiir x # 0, vgl. Abb. 10.5.
Fiir jeden Punkt (x¢, yo) ist die Kurve

W€ (xo, yo) = {(x,y) € R?
(X0, Y0) {( y) 0. £>0

V= { yoe VFoellx x <0

tangential an E€ in (0, 0), also eine Zentrums-Mannigfaltigkeit.

Reduktion auf die Zentrums-Mannigfaltigkeit In der Nihe eines Gleichgewichts xg
lautet die Taylor-Entwicklung eines gegebenen Vektorfelds f:

f(x) = Df(x0)(x — xo) + fo(x — X0).

wobei || /2(x)|| = O(]|x||?). Durch eine geeignete Koordinatentransformation kénnen wir
xo = O erreichen und A = Df(x() auf die Form

P
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bringen, wobei B nur Eigenwerte mit Realteil # 0 und C nur solche mit Realteil = 0
besitzt. Partitionieren wir entsprechend den Zustandsvektor x = (y, z), sowie den nicht-
linearen Teil f» = (f?, f) des Vektorfelds, dann lisst sich das System x = f(x) in der
Nihe von xy = 0 in der Form

y=By+ f'(y.2)

. (10.4)
t=Cz+ f(y,2)

darstellen. Nach Satz 10.6 ist die Zentrums-Mannigfaltigkeit in x, = 0 tangential zu
E¢ ={(y,2) : y = 0} und kann daher lokal als Graph iiber E¢ dargestellt werden,

We=1{(y.2) 1y = h(2)},

mit einer k — 1-mal stetig differenzierbaren Funktion # : U — R® auf einer Umgebung
U C R€ der Null, die #(0) = 0 und Dh(0) = O erfiillt. Wiirden wir die Funktion &
kennen, dann lieBe sich das System (10.4) damit durch Einsetzen von y = h(z) lokal auf
eines im Zentrums-Unterraum reduzieren:

z=Cz+ f(h(z),z), zeUl.

Tatséchlich 1dsst sich 4 in den meisten Fllen nur approximativ bestimmen. Als Grund-
lage fiir eine Niherung dient dabei die folgende Beobachtung: Es gilt y = h(z), also
y = Dh(z)z und mit (10.4) folgt

y = Dh(z) (Cz + f“(h(z),2))
= Bh(z) + f(h(z2),z).

Die Funktion £ 16st also das folgende (partielle) Randwertproblem:

Dh(z) (Cz + f€(h(2),2)) = (Bh(z) + [ (h(2).2)) =0,

h(0) =0,
Dh(0) = 0.
Beispiel 10.8 ([2]) Betrachten wir das System
y=-y-2% (10.5)
Z=yz. (10.6)

Der Ursprung (0, 0) ist ein Gleichgewicht, die Linearisierung dort hat die Eigenwerte
0 und —1, der stabile Unterraum ist die y-Achse, der Zentrums-Unterraum die z-Achse.
Die Funktion % 16st das Anfangswertproblem

W(z) (h(z)z) — (—h(z) — 2*) = 0,
h(0) =0,
h'(0)=0.
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Abb.10.6 Bewegung eines iR
Paares komplexer Eigenwerte
von D f(x, ) bei der Hopf- )
Verzweigung
R
A()

Setzen wir den Ansatz h(z) = hyz? + h3z3 + O(z*) ein, so erhalten wir

(2haz 4 3h3z% 4+ O(z2*)z(hy2? + hsz® + O(z4)+
hoz?> + h3z + 0@z + 22 =0,

also durch Koeffizientenvergleich i, + 1 = 0 und 23 = 0, bzw.
h(z) = =z + 0(z%).
Die Zentrums-Mannigfaltigkeit ist also bis auf Terme der Ordnung 4 eine Parabel.

Frage 34 Wie lautet in diesem Beispiel die auf den Zentrums-Unterraum reduzierte Glei-
chung?

Zentrums-Mannigfaltigkeiten und Verzweigungen Die parameterabhingige Differen-
tialgleichung (10.1) konnen wir formal auch als das System

o= Sf(x, ) (10.7)
po= 0
schreiben. Besitzt das Gleichgewicht xo = x(uo) von (10.1) eine k-dimensionale

Zentrums-Mannigfaltigkeit, dann hat das Gleichgewicht (xo, ©o) von (10.7) eine k + 1-
dimensionale Zentrums-Mannigfaltigkeit, die wir auf die oben beschriebene Weise
approximieren konnen. Wir nennen diese die erweiterte Zentrums-Mannigfaltigkeit.

10.3 Die Hopf-Verzweigung

Charakteristisch fiir die Sattel-Knoten-Verzweigung ist, dass bei Variation des Parameters
1 ein reeller Eigenwert der Jacobi-Matrix D, f(x, i) die Null durchlduft. Analog erhilt
man eine qualitative lokale Anderung der Dynamik (also eine Verzweigung), wenn un-
ter Variation von u der Realteil eines Paares komplexer Eigenwerte von D, f(x, p) die
imaginédre Achse passiert (vgl. Abb. 10.6).
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Abb.10.7 Die Hopf-Verzweigung
Beispiel 10.9 Betrachten wir das System
s 2 2
s 2 2 :
y = x—ypr+x"+y9)

mit dem reellen Parameter p. Offenbar ist (0, 0) fiir alle u ein Gleichgewicht. Die Jacobi-
Matrix (nach (x, y)) des Vektorfelds in (0, 0) ist

I —pn
mit den Eigenwerten p &+ i. Fiir u > 0 ist der Ursprung also stabil, fiir 4 < 0 instabil.
Fiir p < 0 existiert in der Nihe des Ursprungs ein (stabiler) periodischer Orbit, vgl. die

Abb. 10.7. Tatséchlich ldsst sich die Existenz dieses periodischen Orbits leicht nachwei-
sen, wenn man das System in Polarkoordinaten? x = r cos ¥, y = r sin ¢ betrachtet:

F=—r(u+r?) (10.9)
b =1 (10.10)
Offenbar liegt fiir die r-Gleichung eine Pitchfork-Verzweigung bei u = 0 vor, fiir u < 0

hat diese Gleichung das stabile Gleichgewicht ry = ,/—, das eben dem stabilen periodi-
schen Orbit des Gesamtsystems entspricht.

2 Das Umrechnen einer Gleichung von Polarkoordinaten (r, §) in kartesische Koordinaten (x, y)
funktioniert analog zu Abschnitt 4.3, mit dem Unterschied dass die Koordinatentransformation
(x,y) = T(r,0) = (rcos@,rsin@) nur als Abbildung von (0, 00) x [0,27) nach R? \ {0} in-
vertierbar ist mit 7' (x, y) = (y/x2 + y2, arccos(x//x2 4 y2)).



10.4 Globale Verzweigungen 153

Allgemein gilt der folgende Satz von Hopf>:

Satz 10.10 Es sei x( ein Gleichgewicht von X = f(x, u) fiir 4 = wo und D, f(xg, to)
habe ein einfaches Paar A(u(), A(io) € iR rein imaginirer Eigenwerte und keine weite-
ren Eigenwerte mit Realteil Null. Gilt auBerdem

d
% (Re A(/”“)) |IL:M0 7é 0 (1011)

fiir die Kurve A(u) von Eigenwerten von D, f(x(u), 1) mit A(po) € iR, dann gibt es ei-
ne eindeutige erweiterte dreidimensionale Zentrums-Mannigfaltigkeit W¢ durch (x, (o).
Das auf W€ reduzierte System hat in geeigneten Koordinaten die Taylor-Entwicklung
dritten Grades

Hr=(du+ar)z — (0 +cp + br)z,,

Z = (0 +cp+bri)z + (dp + ar’)z,,

wobei 72 = 212 + Z%. Gilt a # 0, dann gibt es eine Familie periodischer Orbits in W,
deren Abstiinde r von x bis auf Terme zweiter Ordnung die Gleichung

__4 .
m = d"

erfiillen und die fiir a < O stabil und fiir ¢ > 0 instabil sind.

10.4 Globale Verzweigungen

Die Verzweigungen, die wir bisher in diesem Kapitel betrachtet haben, waren lokaler
Natur: wir haben uns auf die qualitative Anderung der Dynamik in der Nihe eines Gleich-
gewichts konzentriert. Natiirlich ist eine Anderung der Dynamik nicht auf solche lokalen
,Breignisse beschrinkt. Globale Verzweigungen in dem Sinne, dass das dynamische Ver-
halten in mehr als einer Umgebung eines Gleichgewichts (oder einer anderen speziellen
Losung) betroffen ist, sind allerdings viel schwieriger zu detektieren und analysieren. Eine
recht erfolgreiche Methode basiert auf der Detektion von Verbindungsorbits, also homo-
oder heteroklinen Trajektorien. Ein typisches Beispiel ist das folgende:

Beispiel 10.11 ([2]) Wir betrachten das System
XxX=y
y=x—x"4puy,

mit dem freien Parameter 1 € R. Abbildung 10.8 zeigt die globale Dynamik fiir die drei
Fille 4 < 0, & = Ound pu > 0. In diesem Beispiel entsteht offenbar ein zum Ursprung

3 Heinz Hopf, deutscher Mathematiker, 1893—-1971.
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Abb.10.8 Eine homokline Verzweigung;a pu <0, b =0,cpu >0

homokliner Orbit fiir 4 = 0, das stabile Gleichgewicht (1, 0) wird fiir o > 0 instabil und
fiir u < 0 asymptotisch stabil. Tatsdchlich liegt fiir u = 0 ein Hamilton-System vor (vgl.
Kap. 12) mit der Hamilton-Funktion

x2 X3
J’__

2
H(X,y)=7—7 3

und die Losungskurven sind die Hohenlinien dieser Funktion.

10.5 Ubungen

Aufgabe 10.1 Uberpriifen sie, dass die Bedingungen (i)—(iii) aus Satz 10.4 im Beispiel
10.3 erfiillt sind.

Aufgabe 10.2 [Subkritische Pitchfork-Verzweigung] Analysieren sie die Verzweigung der
Gleichung % = pux + x3 bei u = 0. Wie sieht das Verzweigungsdiagramm aus? Welche
Bedingung der Sattel-Knoten-Verzweigung ist verletzt?

Aufgabe 10.3 [Transkritische Verzweigung] Analysieren sie die Verzweigung der Glei-
chung X = px + x? bei 4 = 0. Wie sieht das Verzweigungsdiagramm aus? Welche
Bedingung der Sattel-Knoten-Verzweigung ist verletzt?

Aufgabe 10.4 Berechnen Sie die Taylorentwicklung der erweiterten Zentrums-Mannig-
faltigkeit fiir die Gleichung x = x2 — u aus Beispiel 10.2.

Aufgabe 10.5 Zeichnen Sie in MATLAB oder MAPLE das globale Phasenportrait des Pen-

dels mit Reibung
. X2
X = . ,
|: —gsin(x;) — kx; :|

vgl. Gl. (7.2), fir k < 0,k = O und k > 0, analog zur Abb. 10.8.
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Attraktoren

In der qualitativen Analyse der Losungen von Differentialgleichungen und dynamischer
Systeme ist das Langzeitverhalten oft von zentraler Bedeutung. Wir haben dies bereits in
den Kapiteln iiber Stabilitit gesehen, in denen wir untersucht haben, ob Losungen ¢’ (x)
fiir 1 — oo gegen ein Gleichgewicht konvergieren (asymptotische Stabilitit), in der Ndhe
verbleiben (Stabilitit) oder sich von dem Gleichgewicht entfernen (Instabilitét). In die-
sem Kapitel greifen wir das Konzept der asymptotischen Stabilitit wieder auf, wenden
dies aber auf allgemeine Mengen an Stelle von Gleichgewichtslosungen an. Dies fiihrt zur
Definition der asymptotisch stabilen Menge und des Attraktors, der eine besondere Form
der asymptotisch stabilen Menge darstellt. Insbesondere werden wir sehen, dass Attrak-
toren gerade diejenigen Teilbereiche des Zustandsraumes charakterisieren, in denen sich
das Langzeitverhalten der Losungen — soweit sie nicht unbeschrinkt wachsen — abspielt.
Wihrend Methoden zur Berechnung von Attraktoren iiber den Umfang dieses einfiihren-
den Buches hinausgehen, werden wir abschlieBend zumindest eine Technik kennen lernen,
mit der Gebiete im Zustandsraum bestimmt werden konnen, in denen sich Attraktoren be-
finden.

1.1 Grundlegende Definitionen

In diesem Abschnitt werden wir das zentrale Objekt dieses Kapitels definieren. Beginnend
mit einer Wiederholung des Konzepts der Invarianz von Mengen und einer neuen — men-
genwertigen — Definition asymptotischer Stabilitit werden wir dabei Schritt fiir Schritt die
Bestandteile der Attraktordefinition einfithren und an Beispielen veranschaulichen.

Fiir eine Teilmenge D C R schreiben wir dabei wieder (vgl. (9.2))

¢'(D) == [ J{o' ()}

xeD

Wir beginnen mit einer detaillierteren Definition verschiedener invarianter Mengen, vgl.
(9.3).
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Definition 11.1
(i) Eine Teilmenge D C RY heiBit vorwdrts (oder positiv) invariant, falls die Inklusion

@' (D) C D fiiraller >0

gilt.
(ii) Eine Teilmenge D C R? heit riickwéirts (oder negativ) invariant, falls die Inklusion

¢'(D)C D fiiraller <0

gilt.
(iii) Eine Teilmenge D C R? heiBt invariant, falls sie vorwirts und riickwirts invariant
ist, also die Gleichheit
@' (D) =D firallet ¢ R

gilt.

Bemerkung 11.2
(i) Gemil Bemerkung 9.4 ist Invarianz einer Menge D wegen der Kozykluseigenschaft
dquivalent zu
¢'(D) € D fiirallet € R.

Eine Menge ist also genau dann invariant, wenn sie sowohl vorwirts als auch riick-
wirts invariant ist, oder dquivalent, wenn alle in D startenden Losungen fiir alle
positiven und negativen Zeiten in D verbleiben.

(ii) Ebenso wegen der Kozykluseigenschaft reicht es zur Uberpriifung der Invarianz aus,
die Gleichheit in (iii) fiir # > 0 zu priifen, da fiir < 0 dann gilt

D = ¢'(p7(D)) = ¢'(D).
=D

Die insbesondere in den Stabilititskapiteln ausfiihrlich untersuchten Gleichgewichts-
losungen sind wegen ¢’ (x*) = x* spezielle invariante Mengen. Im folgenden Beispiel
existieren weitere invariante Mengen.

Beispiel 11.3 Wir betrachten die Gleichung

X1 = —x2 4+ x1(1 —xl2 —x%)

Xo= x1+x(1— xl2 - x%),

vgl. System (10.8). Abbildung 11.1 zeigt ausgewihlte Losungskurven dieser Gleichung,
mit verschiedenen Anfangswerten auf der x,-Achse.
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Abb. 11.1 Losung der DGL 1.5
mit verschiedenen Anfangs-
werten auf der x,-Achse 1t
0.5}
g o
-0.51
At
1.5 .
-1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5

In Abb. 11.1 kann man die folgenden invarianten Mengen erkennen:

e D; = {0}, da 0 ein Gleichgewicht ist,

e D, = {x € R?||x|| = 1}, dajede Losung, die auf dem Kreis startet, fiir alle positiven
und negativen Zeiten darauf bleibt,

e D3 = {x € R?||x| <1}, aus dem gleichen Grund wie in (ii).

Man sieht also leicht, dass invariante Mengen nicht eindeutig sein miissen. Sie konnen
disjunkt sein (wie D und D), oder sich schneiden, wie D; und D3 oder D, und Ds.

Abbildung 11.1 wurde numerisch erstellt und liefert damit keinen formalen Beweis,
dass diese Mengen tatsichlich invariant sind. Der formale Beweis ist bei diesem einfachen
System allerdings durchaus machbar, vgl. Aufgabe 11.1.

Frage 35 Gibt es in diesem Beispiel vorwirts invariante Mengen, die nicht invariant sind?

Als Schritt auf dem Weg zur Definition von Attraktoren betrachten wir zunichst ei-
ne Vorstufe, ndmlich die sogenannten asymptotisch stabilen Mengen. Dazu miissen wir
zunichst mengenwertige Abstandskonzepte definieren.

Definition 11.4
(i) Gegeben sei eine kompakte Menge A C R¢. Dann definieren wir den Abstand eines
Punktes x € RY von A als

d(x,A) = min|x — y]|.
yeA

(i) Sei B C R eine weitere kompakte Menge. Wir definieren den (nicht symmetrischen)
Hausdorff-Abstand zwischen B und A als

H*(B,A) = maé(d(x, A)
Xe
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Bemerkung 11.5

(1)  Aus der Definition folgt sofort, dass d(x, A) = 0 genau dann gilt, wenn x € A.

(i1) Aus (i) folgt sofort, dass H*(B, A) = 0 genau dann gilt, wenn B C A.

(iii) Das folgende Beispiel zeigt, dass H* tatséchlich ein nicht symmetrischer Abstand
ist: Seid = 1, A = [—1, 1] und B = {0}. Dann gilt

H*(B,A) =0 aber H*(A,B)=1.
(iv) Fiir H* gilt die Dreiecksungleichung
H*(C,A) < H*(C.B) + H*(B, A)

fiir alle kompakten Mengen A, B,C C R?. Um dies zu sehen, wiihle fiir jedes x €
R< einen Punkt x*(x) € B, fiir den

d(x,B) = |lx —x*(0)|
gilt (dieser existiert, da B kompakt ist). Damit gilt

H*(C,A) = maxd(x,A) = maxmind(x, y)
xeC xeC yed

< max m1n (a’(x x*(x)) + d(x*(x), y))

xeC y

= max min (d(x B) + d(x*(x), Y))

xeC yed
< max max Iymn (d(x B) +d(z, y))
= max d(x,B)+ max ryréi/r; d(z,y)
= H*(C,B)+ H"(B, A).
Aus der Dreiecksungleichung folgt sofort die umgekehrte Dreiecksungleichung
H*(C,B)> H*(C,A)— H*(B, A).
(v) Mit Hilfe des Hausdorft-Abstands ldsst sich durch

H(A, B) = max{H*(A, B), H*(B, A)}

eine Metrik, die Hausdorff-Metrik, auf der Menge der kompakten Teilmengen defi-
nieren.

Mit Hilfe dieses Abstandes konnen wir nun asymptotische Stabilitéit einer Menge defi-
nieren.
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Definition 11.6 Eine kompakte Menge A C R? heiit asymptotisch stabil, falls sie vor-
wirts invariant ist und eine offene Umgebung U von A existiert, so dass die Konvergenz

lim H*(¢'(B),A) =0
=00

fiir alle kompakten Teilmengen B C U gilt. Die Menge U wird dann Stabilitdtsumgebung
genannt.

Frage 36 Welche asymptotisch stabilen Mengen besitzt die Gleichung 7 =
r(l+r)y(1—r)?

Vergleicht man dies mit der Definition 7.3 der asymptotischen Stabilitédt von Gleichge-
wichten, so unterscheidet sich diese kompakte mengenwertige Charakterisierung deutlich
von der dortigen e-§-Formulierung. Die Definitionen sind aber dquivalent, wie der folgen-
de Satz zeigt.

Satz 11.7 Eine kompakte Menge A C R ist genau dann asymptotisch stabil mit Stabili-
taitsumgebung U im Sinne von Definition 11.6, wenn die folgenden beiden Bedingungen
erfiillt sind:

(i) Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein § > 0, so dass die Ungleichung
d(¢'(xp), A) < efiiralle s > 0

fiir alle Anfangswerte xo € R? mit d(x, A) < § erfiillt ist.
(i1) Fiir jedes x¢ € U gilt
tlim d(¢'(x), A) = 0.
—00

» Beweis ,,Definition 11.6 = (i)*: Sei ¢ > 0 gegeben und wihle §, > 0 so, dass die
Inklusion
B := Bs(A) = {x e R |d(x,4) <} CU

gilt. Aus der asymptotischen Stabilitit von A folgt H*(¢'(B), A) — 0 und damit die
Existenz von T > 0, so dass H*(¢'(B), A) < ¢ fiir alle t > T gilt. Aus der Definition
von H* folgt damit

d(¢'(x),A) < e

fiir alle x € RY mit d(x, A) < §ound alle s > T.

Da die Losung ¢’ (x) stetig in # und x ist, ist sie auf der kompakten Menge [0, T'] X B
gleichmiBig stetig. Da A vorwiirts invariant ist, folgt d(¢'(x), A) = 0 fiir alle x € A und
alle z > 0. Wegen der gleichméBigen Stetigkeit existiert daher ein 6 > 0, so dass

d(¢'(x).A) < e

gilt fiir alle # € [0, T] und alle x € Bs(A). Damit gilt (i).
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,Definition 11.6 = (ii)“: Fiir beliebiges xy € U betrachte die kompakte Menge B =
{x0}. Dann gilt
lim d(¢'(x9), A) = lim H*(¢"(B), A) =0,
=00 —00
also (ii).
»(1) und (ii) = Definition 11.6*: Aus (i) folgt fiir alle x € A und alle ¢t > 0 die

Ungleichung
d(g'(x).4) < e

fiir beliebige & > 0. Daher gilt d(¢'(x), A) = 0, was die Vorwirtsinvarianz zeigt.

Zum Beweis der Konvergenz sei eine kompakte Menge B C U gegeben. Wir zei-
gen H*(¢'(B), A) — 0 indem wir zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 ein 7 > 0 existiert mit
H*(¢"(B),A) < efiirallet > T. Sei dazu ¢ > 0 gegeben und wihle § > 0 aus (i). Aus
(ii) folgt dann, dass fiir jedes x € B ein T, > 0 existiert mit

d(p™(x), A) < §/2.
Wegen der Stetigkeit von ¢+ gibt es dann zu jedem x ein o, > 0 mit
d(@™(y), A) < § firalle y € B, (x),

wobei B, (x) den offenen Ball mit Radius o(x) um x bezeichnet. Aus der Wahl von §
und (i) folgt daraus

d(¢'(y), A) < efiiraller > T, und alle y € By, (x).

Die Menge aller dieser Bille fiir x € B iiberdeckt B, folglich gibt es wegen der Kom-
paktheit von B eine endliche Teiliiberdeckung By (x,)(X1), . ... Bo(x,)(Xn). Damit folgt
die Behauptung mit 7 = max{7y,...., T, }. O

Aus diesem Satz folgt sofort, dass fiir jedes asymptotisch stabile Gleichgewicht x* die
Menge A = {x*} asymptotisch stabil ist.

Beispiel 11.8 Wir betrachten wieder die DGL aus Beispiel 11.3. Hier kann man die fol-
genden asymptotisch stabilen Mengen identifizieren:

e A ={x eR"||x|| =1} (= D, aus Beispiel 11.3)

e A, ={x e R"||x|| <1} (= Dj3 aus Beispiel 11.3)

e Jede Menge der Form {x € R" |a < | x| < b} mita € [0,1], b > 1 (diese sind i. A.
nicht invariant).

Auch diese Mengen sind aus der numerischen Losung in Abb. 11.1 naheliegend, der for-
male Beweis ist wiederum Ubungsaufgabe.

Nun kommen wir zu dem zentralen Objekt dieses Kapitels, dem Attraktor.
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Definition 11.9 Eine asymptotisch stabile Menge A € R¢ heiit Attraktor, falls sie inva-
riant ist.

Frage 37 Welche Attraktoren besitzt die Gleichung 7# = r(1 + r)(1 —r)?

Wir werden in Kiirze sehen, warum Attraktoren besonders ausgezeichnete asympto-
tisch stabile Mengen sind. Zunichst aber einige Beispiele:

Beispiel 11.10

(i) Offenbar ist jede asymptotisch stabile einpunktige Menge A = {x*} (also jedes
asymptotisch stabile Gleichgewicht x*) ein Attraktor, da aus der Gleichgewichtsei-
genschaft ¢’ (x*) = x* sofort die Invarianz folgt.

(i) Von den in Beispiel 11.8 aufgefiihrten asymptotisch stabilen Mengen sind nur die
Mengen A; und A, invariant, vgl. Beispiel 11.3. Beachte, dass alle anderen in Bei-
spiel 11.8 angegebenen Mengen entweder A; oder A; und A, enthalten. Dies ist,
wie wir gleich sehen werden, kein Zufall, da Attraktoren — in geeignetem Sinne —
minimale asymptotisch stabile Mengen sind.

(iii) Einige Attraktoren haben es wegen ihrer komplexen geometrischen Struktur zu einer
gewissen ,,Beriihmtheit* in der Mathematik gebracht. Beispiele sind der bereits in
der Einleitung betrachtete Lorenz-Attraktor, den wir spéter noch einmal aufgreifen
werden oder Chua’s Circuit, vgl. Aufgabe 11.4.

11.2 Attraktoren als minimale asymptotisch stabile Mengen

In diesem Abschnitt beweisen wir, in welchem Sinne Attraktoren besonders ausgezeich-
nete asymptotisch stabile Mengen sind.

Satz 11.11 Gegeben sei eine asymptotisch stabile Menge A mit Stabilitdtsumgebung U'.
Dann ist die Menge A genau dann ein Attraktor, wenn sie die minimale asymptotisch
stabile Menge mit Stabilititsumgebung U ist, d. h., wenn fiir jede weitere asymptotisch
stabile Menge A* mit Stabilititsumgebung U die Inklusion A C A* gilt.!

» Beweis Nach Voraussetzung ist A vorwirts invariant und asymptotisch stabil. Die
Menge A ist also genau dann ein Attraktor, wenn sie invariant ist, also ¢'(A4) = A fiir

alle ¢+ € R gilt. Wir beweisen die zur Behauptung dquivalente Aussage

A ist nicht invariant < A ist nicht minimal.

' Wir verwenden die Inklusionszeichen im Folgenden analog zu den Ungleichungszeichen: A* € A
bedeutet, dass A* = A moglich ist, wihrend A* C A impliziert, dass A* # A ist.
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Wir zeigen zunéchst die Aussage ,,A nicht invariant = A nicht minimal®:
Sei A nicht invariant. Dann gibt es ein 1* > 0 so dass A* := ¢’ (A) # A gilt. Da A nach
Definition vorwirts invariant ist, ist A* € A, weswegen also

A* 2 A
gilt. Zudem ist A* vorwirts invariant, denn fiir jedes ¢ > 0 gilt
LAY = @' (0" (A) = ¢ (A) = ¢" (¢ (A) S " (4) = A",
——
cA

Sei nun ein beliebiges ¢ > t* gegeben. Dann gilt
H* (¢! (B). A%) = H* (" (¢' " (B)).¢" (4)).

Nun gilt H*(¢" " (B), A) — 0 fiir t — 0o. Da '~ stetig ist, ist diese Abbildung auch
gleichmiBig stetig auf kompakten Mengen. Weil nun D = [ J,.,. ¢’ (B) wegen der
Konvergenz von ¢'(B) gegen A beschrinkt und damit kompakt_ist, ist ¢'" gleichmiBig
stetig auf D. Daraus folgt

H*(¢" (9" (B)).¢" (4)) = 0

fiir t — oo, also H*(¢'(B), A*) — 0. Wir haben damit fiir A* alle notwendigen Eigen-
schaften fiir eine asymptotisch stabile Menge nachgewiesen, und da A* C A ist, ist A
folglich keine minimale asymptotisch stabile Menge.

Nun zeigen wir die umgekehrte Aussage ,,A nicht minimal = A nicht invariant™:
Sei A nicht minimal, d.h., es gibt eine asymptotisch stabile Menge A* C A mit Stabili-
titsumgebung B und A* # A. Dann gilt H*(A, A*) > 0. Also folgt mit der umgekehrten
Dreiecksungleichung

H*(A.¢'(4)) = H* (A, A") — H"(¢'(A), A7) .

>0 —0

Fiir hinreichend groBes ¢ > 0 folgt also H*(A, ¢’ (A)) > 0 und damit ¢’ (4) # A, womit
A nicht invariant ist. O

Asymptotisch stabile Mengen beschreiben per Definition solche Regionen des Zu-
standsraumes in R?, in deren Umgebung sich die Losungen des Systems — sofern sie
nicht divergieren — nach einer gewissen Ubergangszeit aufhalten. Attraktoren sind also
deswegen besonders schon, da sie die kleinsten solchen Mengen sind und deswegen die
genauest mogliche Information iiber den Aufenthalt der Losungen liefern. Das Verhal-
ten der Losungen bis zur Konvergenz® gegen einen Attraktor wird transientes Verhalten
genannt.

2 Diese Beschreibung ist natiirlich etwas informell, denn man kann nicht prizise definieren, wann
Konvergenz ,eintritt“. Anschaulich diirfte aber klar sein, was hier gemeint ist.
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1.3 Absorbierende Mengen

Fiir kompliziertere Systeme ist es oft schwierig bis unmoglich, Attraktoren analytisch zu
bestimmen. Es gibt aber ein Verfahren, mit dem man Bereiche ermitteln kann, in denen
ein Attraktor liegen muss, auch wenn dieser selbst unbekannt ist. Dazu bendtigen wir das
folgende Konzept:

Definition 11.12 Eine kompakte Menge C C R? heiBt absorbierende Menge mit offener
Absorptionsumgebung U D C, falls fiir jede kompakte Teilmenge B C U ein T > 0
existiert, so dass ¢’ (B) C int C gilt fiir alle t > T, wobei ,,int C* das Innere der Menge
C bezeichnet.

Absorbierende Mengen sind — im Vergleich zu Attraktoren — relativ leicht zu finden,
z.B. durch numerische Simulationen aber auch durch analytische Betrachtungen. Der fol-
gende Satz zeigt, dass sich in absorbierenden Mengen immer ein Attraktor findet.

Satz 11.13 Jede absorbierende Menge C C R” mit Absorptionsumgebung U enthélt
einen Attraktor A C int C mit Stabilitdtsumgebung U . Dieser Attraktor ist gegeben durch

A=Je'©). L1

s>01t>s

» Beweis Zunichst muss man sich iiberlegen, dass die solchermaflen definierte Menge
A nicht leer ist. Betrachte ein x € C. Da ¢'(x) € ¢'(C) C intC ist firt > T, ist ¢’ (x)
beschrinkt und besitzt damit einen Hidufungspunkt, der fiir alle s > 0 in {J,., ¢*(C)
liegen muss. Daher ist A nicht leer. -

Als nichstes zeigen wir, dass dieses A in int C enthalten ist. Hierzu zeigen wir zunéchst

die Inklusion
U ¢'(C) < U 9" (). (11.2)
=T 1€[T,2T]
Dies folgt aus der Tatsache, dass fiir beliebige # > 0 die Inklusion
¢'(C) = ¢! (¢7(C)) S ¢'(C)
——
cc

gilt, weswegen per Induktion auch die Inklusion ¢'*"7(C) C ¢'(C) fiir alle n € N gilt.
Damit folgt (11.2). Da ¢’ (C) C int C fiir jedes ¢ € [T, 2T] gilt, erhalten wir

L ¢'©) cintC

te[T.2T]
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und weil |, e[T2T] ¢'(C) (als Bild der kompakten Menge [7,27] x C unter der stetigen
Abbildung ¢) abgeschlossen ist, folgt mit (11.2)

Uerc U ¢©= |J ¢©) cinc

=X 1€[T2T] 1€[T2T)

fiir alle s > T, womit auch der Schnitt 4 in int C liegt.

Wir zeigen nun die Attraktoreigenschaften fiir A, namlich Invarianz und asymptotische
Stabilitit.

Zur Invarianz: Beachte zunichst, dass fiir jedes > 0 die Gleichung

a=Ue© =NUe©

s>01t>s S>T t>8

gilt, da die Mengen, die hier geschnitten werden, fiir wachsende s kleiner werden.
Fiir ein beliebiges v € R gilt nun

s>01=s 5>0 t>s
=Ue @@y =Ue ) =Je'() =4
s>01t>s s>01t>s S>T t>58

Zur asymptotischen Stabilitdt: Angenommen, diese Eigenschaft gilt nicht. Dann gibt es
ein ¢ > 0, eine kompakte Menge B C U sowie eine Folge #, — 00, so dass

H*(¢p"(B), A) > efiirallen € N
gilt. Dies bedeutet, dass eine Folge x,, € B existiert mit
d(¢" (x,), A) > e fiirallen € N. (11.3)

Da C absorbierende Menge ist, existiert ein T > 0, so dass ¢'(B) C C fiirallet > T
gilt. Damit gilt auch ¢" (x,) € C fiir alle n mit £, > T. Da C kompakt ist, gibt es einen
Hiufungspunkt y dieser Folge, fiir den wegen ¢ (x,) = ¢" T (¢"(x,)) € ¢"~T(C) die
Relation

yelJe'(€)

t=s

fiir alle s > 0 gelten muss. Also liegt y € A, und nach der Dreiecksungleichung gilt

d(p" (xn), A) < d(¢" (x4), ) +d(y, A) = d(@" (x,), y).
——
=0
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Da y ein Hiufungspunkt der Folge ¢™ (x,) ist, gibt es eine Teilfolge ty; — 0O mit
d(@" (xn;), y) — 0. Also folgt

d(@"i (xn), A) < d(¢"I (xn;),y) = 0,
was (11.3) widerspricht. O

Bemerkung 11.14 Die in (11.1) definierte Menge ist eine Verallgemeinerung der in (9.4)
definierten Omega-Limesmenge w(x) fiir mengenwertige Argumente. Diese Menge wird
auch mit £2(C) bezeichnet. Beachte, dass im Allgemeinen

2(C) # w(C) == | J o)

xeC

gilt.

Das folgende Korollar fasst zwei Konsequenzen der vorangegangenen Sétze zusam-
men.

Korollar 11.15

(1) Jede asymptotisch stabile Menge enthilt einen Attraktor mit der gleichen Stabilitéts-
umgebung.

(ii) Fiir jede offene Menge U C R gibt es hochstens einen Attraktor mit Stabilititsum-
gebung U.

> Beweis

(i) Fir jede asymptotisch stabile Menge A ist jede kompakte Teilmenge C ihrer Sta-
bilitatsumgebung U mit A C intC eine absorbierende Menge. Dies folgt aus der
folgenden Tatsache: Da int C eine offene Umgebung von A ist, enthilt int C eine
e-Umgebung von A. Aus H*(¢'(B), A) < e fiir alle hinreichend groBen ¢t > 0
im Hausdorff-Abstand erhalten wir also ¢’(B) C int C fiir alle hinreichend groBen
t > 0. Damit ist C eine absorbierende Menge und enthilt nach Satz 11.13 einen
Attraktor mit Stabilitdtsumgebung U, der nach Satz 11.11 in A liegen muss.

(i) Es seien A; und A, Attraktoren mit Stabilititsumgebung U. Da Attraktoren asym-
ptotisch stabile Mengen sind gilt nach Satz 11.11 A} € A, und 4, C A;. Also folgt
Al = Az. O

Wir illustrieren die Resultate dieses Abschnitts anhand des Lorenz-Systems

o(xy —x1)
X=f(X)= pPX1 — X3 — X1X3 s
X1x2 — Bx3
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fiir das wir eine absorbierende Menge konstruieren. Die Parameter p, o, § > 0 sind dabei
im Prinzip beliebig, zur Vereinfachung der Rechnung nehmen wir aber p > o und 8 > 2
an.

Zur Konstruktion der absorbierenden Menge betrachten wir die Funktion

V(x) = px} + ox3 + o(x3 — 2p)°,

die eine dhnliche Rolle fiir unsere Analyse spielen wird wie die Lyapunov-Funktion in der
Stabilititsanalyse, vgl. Satz 8.2. Fiir V' gilt mit der Abkiirzung x = ¢’(x¢)

DV(x) f(x)

= —20px] — 20x5 — 20Bx3 + 4o Bpx3

= —20pr — 20x§ — 0B (x3—2p)° — crﬁx% + 40pp?
< —2V(x) + 40Bp’.

d t
V(' ()

wobei wir im letzten Schritt die Annahmen p > ¢ und B > 2 ausgenutzt haben. Fiir jede
Menge der Form
C,:={x e R®|V(x) = 208p> + &}

und jeden Anfangswert x, > O gilt fiir & > 0 also

d V(p'(xp)) < —e <0

dt ¢ (Xo )
fiir alle 1 > 0 mit ¢’ (xg) # C,. Daraus folgt die Abschétzung

V(' (x0)) < max{20Bp> + &, V(xo) —t¢},

denn wenn V(¢'(xo)) einmal kleiner als 208p> + & kann es nie wieder iiber diesen
Wert hinaus wachsen, da %V(qo’ (x0)) < 0 gilt, falls V(¢'(x¢)) > 20Bp? ist, der Wert
V(¢ (x0)) also im Bereich [208p?, 20 8p? + ¢] streng monoton fallen muss.

Aus dieser Abschitzung folgt sofort, dass jede Losung ¢’ (x¢) fiir alle z > 0 mit ¢ >
(V(xo) —20Bp*—¢)/e in C, liegt. Fiir beliebige kompakte Mengen B C R? bedeutet dies

Vi -2 2
¢'(B) C C,firallet > T = maxyep V(X) — 20fp 8,
€

weswegen C, eine absorbierende Menge mit Absorptionsumgebung U = R? ist. Folglich
enthélt C; fiir jedes ¢ > 0 nach Satz 11.13 einen Attraktor A mit Attraktionsumgebung
U = R3 (solche Attraktoren nennt man globale Attraktoren). Da dieser Attraktor A nach
Korollar 11.15(i1) eindeutig ist, hiingt er nicht von der Wahl von ¢ > 0 ab und ist daher
fiir jedes ¢ > 0 in C, und damit auch in C; enthalten (beachte, dass unsere Konstruktion
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Abb. 11.2 Die Menge Cy und
der darin enthaltene simulierte
Lorenz-Attraktor
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40
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-10- 50
50 25 0 P 2 100
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nicht beweist, dass auch Cy eine absorbierende Menge ist). Die Menge C ist zusam-
men mit dem durch eine numerisch berechnete Trajektorie simulierten Lorenz-Attraktor
in Abb. 11.2 fiir die Parameter 0 = 10, p = 28 und 8 = 8/3 dargestellt.

Die Abbildung 11.2 zeigt, dass die tatsdchliche GroBle des Attraktors durch das El-
lipsoid Cy iiberschétzt wird, zudem lédsst die Form von Cj keinen Riickschluss auf die
spezielle ,,Schmetterlingsform® des Attraktors zu — hierzu sind weitergehende Techniken
notig, die wir in diesem einfiihrenden Buch nicht behandeln konnen, wir verweisen dazu
auf Sparrow [1] und Tucker [2].

Wir haben mit unseren Mitteln aber immerhin rigoros beweisen konnen, dass der
Lorenz-Attraktor tatsichlich existiert und dass er die Stabilititsumgebung U = R? be-
sitzt, dass er also jede kompakte Menge B C R? anzieht und daher ein globaler Attraktor
1st.

11.4 Ubungen

Aufgabe 11.1 Zeigen Sie, dass die Mengen D; = {0}, D, = {x € R?||x|| = 1} und
D3 = {x € R?|||x|| < 1} invariant sind fiir Beispiel 11.3. Uberpriifen Sie dazu zunchst,
dass die Gleichung in Polarkoordinaten x; = r cos ¢, x, = r sin ¥ durch

F=r(—r?, b =1
gegeben ist und verwenden Sie diese Darstellung.

Aufgabe 11.2 Zeigen Sie, dass die Mengen A; = {x € R"|||x|| = 1}, 4, = {x €
R" | |lx|| < 1} sowie alle Mengen der Form {x € R" |a < ||x|| < b} mita € [0,1],b > 1
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asymptotisch stabil sind fiir Beispiel 11.3. Verwenden Sie dazu die Polarkoordinatendar-
stellung aus Aufgabe 11.1 und argumentieren Sie mit der Monotonie von r(¢).

Aufgabe 11.3

(i) Beweisen Sie: Fiir eine asymptotisch stabile Menge A ist ¢’ (A) fiir jedes t > 0
wieder eine asymptotisch stabile Menge mit gleicher Stabilititsumgebung.

(i) Gilt dies auch fiir t < 0?

Aufgabe 11.4 Gegeben sei die dreidimensionale Differentialgleichung (,,Chua’s Cir-
cuit*?)

0,01
X1 18 ()Cz +0,2x1 — 3 X13)
Xy = X1 — X2+ X3

).63 = —33)(72

Stellen Sie die Losungen mit MAPLE oder MATLAB als Kurven im Phasenraum R3 grafisch
dar. Betrachten Sie dabei die die Anfangswerte (x1(0), x2(0), x3(0)) = (1,1, 1), (1,1, 10),
sowie weitere frei wihlbare Anfangswerte. Experimentieren Sie mit verschiedenen (auch
recht langen) Zeitintervallen und verschiedenen Genauigkeiten der grafischen Darstel-
lung, bis Sie schone Bilder erhalten. Welche Vermutung iiber das dynamische Verhalten
legen die Simulationen nahe?

Literatur
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12.1 Klassische Mechanik

Im 18. und 19. Jahrhundert entstand, insbesondere durch die Arbeiten von Joseph-Louis
Lagrange' und William Rowan Hamilton?, eine elegante Theorie zur mathematischen Be-
schreibung der Bewegung von mechanischen Systemen. Sie basiert auf den Konzepten
der Konfiguration eines mechanischen Systems, sowie seiner potentiellen und kinetischen
Energie.

Die moglichen Konfigurationen g des Systems sind Elemente einer (Konfigurations-)
Mannigfaltigkeit Q. Zum Beispiel ist die Konfiguration eines Massepunktes im Raum ge-
geben durch einen Vektor ¢ € R® = Q. In anderen Fillen konnen einzelne Komponenten
von g beispielsweise Winkel sein. So konnte man die Konfiguration eines Luftkissenboots
durch zwei kartesische Komponenten (g1, q,) € R? sowie einen Winkel g3 € S' model-
lieren. Die Konfigurationsmannigfaltigkeit ist in diesem Fall also Q = R? x S!. Um die
Darstellung zu vereinfachen, werden wir im folgenden allerdings immer annehmen, dass
Q C R? eine Teilmenge des euklidischen Raums ist.

Die Konfiguration g eines mechanischen Systems ist zeitlich verdnderlich, seine Be-
wegung also durch eine Kurve ¢(¢) in Q gegeben. Fasst man die Konfiguration ¢ und
die Geschwindigkeit ¢ eines Systems zum Zustand (q, ¢) zusammen, dann ist das System
insofern vollstiandig beschrieben, als dass sich (zumindest theoretisch) aus der Kenntnis
seines Zustands (q(2p),§(%o)) zu einem Zeitpunkt 7 sein Zustand (q(z),¢(¢)) zu einem
beliebigen Zeitpunkt ¢ > f( berechnen lédsst: wie wir sehen werden, fiihrt die weitere Mo-
dellierung des Systems auf eine gewohnliche Differentialgleichung fiir die Zustandskurve,
die zu einem Anfangswert (¢(¢), 4 (¢y)) eine eindeutige Losung besitzt.

! franzosischer/italienischer Mathematiker, 1736-1813 (geboren als Giuseppe Lodovico Lagrangia
in Turin).
2 jrischer Mathematiker, 1805-1865.
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Die Beschreibung eines mechanischen Systems wird komplettiert durch skalare Funk-
tionen U(q) fiir die potentielle und T (q, ¢) fiir die kinetische Energie. Die Funktion

L(g.q) = T(q.9) — U(g)
heiflt Lagrange-Funktion des Systems.

Beispiel 12.1 Die potentielle Energie des Pendels ist proportional zu seiner Hohe h(«) =
cos(w) iiber seinem tiefsten Punkt,

U(a) = —mg cos().

Seine kinetische Energie ist
m
T(¢) = —d*
@ =7

und damit seine Lagrange-Funktion

L(x,a) = %O'lz + mg cos().

Frage 38 Wie lautet die Lagrange-Funktion einer im Schwerkraftfeld (z. B. der Erde) frei
fallenden Masse m?

Das Prinzip der stationiren Wirkung Das Prinzip der stationdren Wirkung bzw.
Hamilton-Prinzip ist als Abstraktion verschiedener Extremalprinzipien entstanden. Zu-
grunde lag damals die Beobachtung, dass die Bewegung eines mechanischen Systems in
einem gewissen Sinne immer optimal abliduft. Hamilton formalisierte diese Idee 1833. Er

betrachtete die Wirkung
51

Sigl = / L), 4(0) d (12.1)

einer Bewegung(skurve) ¢ : [fo, 1] — Q des Systems (die noch gewissen Anfangs- oder
Randbedingungen geniigen muss) und postulierte, dass das mechanische System derjeni-
gen Kurve ¢ folgt, fiir die die Wirkung stationdr ist, d. h.

d
—S[q] =0 (12.2)
dq

gilt. Um dies zu prézisieren, betrachten wir das Funktional S auf dem Raum

K ={q € C*([to.11]. Q) | q(t0) = q0.q(t1) = q1}



12.1 Klassische Mechanik 173

von zweimal stetig differenzierbaren Kurven in Q, die zwei feste Punkte go,q; € QO
miteinander verbinden. Mit der Bedingung (12.2) ist dann priziser gemeint, dass

d
%S[c] + &8q] = 0 (12.3)

fiir alle zweimal stetig differenzierbaren Kurven 8q : [fo,t;] — Q mit §q(ty) =
8q(t1) = 0.

Die Euler-Lagrange-Gleichung Aus dem Variationsprinzip (12.2) bzw. (12.3) lésst sich
unmittelbar eine dazu &quivalente Differentialgleichung ableiten, die Euler-Lagrange-
Gleichung:

Satz 12.2 Es sei L : R?Y x R — R zweimal stetig differenzierbar. Eine Kurve ¢ € K
erfiillt genau dann (12.3) fiir alle Kurven 8¢ € C?([to,#;], Q) mit 8q(ty) = 8q(t;) = 0,

wenn
d oL

oL
T G.0) — —(a.6) = 0. 124
d[aq(q,q) aq(q,q) 0 (12.4)

» Beweis Schreiben wir abkiirzend ¢, = g + €8q. Es ist

d d |
L siga= 2 / L (@e(1). 4:(0)) di

15!

:[g—s(qg(t),qs(t))Sq(t)+ g—;(qg(t),q'a(t))&}(t) dt.

fo
Partielle Integration ergibt fiir den zweiten Summanden

|

/ %(qg(z),ég(z))&?(z) dt = — / %g_’;(qg(t), 3.0))5q(0) di.

da

L .
[5(%0),450))&0)} =0,

weil 8¢q(ty) = 8¢q(t;) = 0. Insgesamt erhalten wir also

= [ (g—z(q(t),c](t)) — %%(a](z),cj(l))) 8q(r) dt.

fo

d
%S[qa]
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Da L € C? und §q stetig ist, gilt

d
%S[q + &8q] = 0

fiir alle Kurven 8qg € C?([to.#;], Q) mit 8q(ty) = 8¢(t;) = 0 genau dann, wenn (12.4)
erfiillt ist. O

Beispiel 12.3 Die Lagrange-Funktion des Pendels ist mit ¢ = o

. m,
L(q,.q) = qu + mg cos(q).

insbesondere also

JL oL
%(q(z>,q'<z>)=—mgsin(q) und a—q(q(t),c](t))zmq'

und damit lautet die Euler-Lagrange-Gleichung fiir dieses System
mg + mgsin(g) =0 (12.5)

— in Ubereinstimmung mit der Differentialgleichung, die wir in der Einleitung aus den
Newtonschen Gesetzen fiir das Pendel hergeleitet hatten.

Frage 39 Wie lautet die Euler-Lagrange-Gleichung einer im Schwerkraftfeld (z. B. der
Erde) frei fallenden Masse m (vgl. Frage 38).

Hamilton-Systeme Die Euler-Lagrange-Gleichung ist im Allgemeinen eine Differenti-
algleichung zweiter Ordnung, die, wie in Kap. 3.1 beschrieben, natiirlich in ein System
erster Ordnung (der doppelten Dimension) umgeformt werden kann. Als niitzlicher und
eleganter hat sich allerdings eine andere Darstellung als System erster Ordnung heraus-
gestellt, die auf Hamilton zuriickgeht: aus ihr lassen sich wichtige Eigenschaften, wie
beispielsweise die Erhaltung der Energie des Systems, direkt ableiten.

Dazu betrachten wir die (,, verallgemeinerten“ oder ,,konjugierten*) Impulse

oL ..
pi = a—_(q,q), i=1,....d (12.6)
qi
zuq = (q1,....qq) € O C RY und nehmen an, dass die dadurch fiir festes g definierte
Abbildung ¢ + p (die Legendre-Transformation) fiir jedes ¢ invertierbar ist. Definieren
wir die Hamilton-Funktion

H(p.q) = p'4¢—L(q.9). (12.7)
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(wobei ¢ = ¢(p, q)), dann gilt

OH .. 108G dLdG .o _
r qg + o g, sowie
OH 3¢ dL 9Ldq  OL

9 P 9 949q 0

Die Euler-Lagrange-Gleichungen (12.4) sind also dquivalent zu dem Hamilton-System

q = Hp(p’CI),

wobei H, = (0H/dp)" und H, = (dH/dq)".
Beispiel 12.4 Im Pendel ist p = mq, die Hamilton-Funktion lautet
H(p.q) = pq—L(q.9)
=p— 55— mg cos(q),

1

2—]72 —mg cos(q),
m

vgl. auch (5.16). Das zu (12.5) dquivalente Hamilton-System ist also

. 1
q=—p
m
p = —mg sin(q).

Frage 40 Wie lautet das Hamilton-System einer im Schwerkraftfeld (z. B. der Erde) frei
fallenden Masse m (vgl. die Fragen 38 und 39).

ErhaltungsgroBien Eine zentrale Eigenschaft von Hamilton-Systemen ist, dass bestimm-
te GroBen unter der Evolution (also entlang von Losungskurven) des Systems erhalten
bleiben: Betrachten wir eine Losung (q(z), p(¢)) eines Hamilton-Systems (12.8), dann
gilt
S H(O.90) = T (p@).4WNd0) + T (pl@). 40 ()
q P

= —p()qt) +qt)p(t)
=0,
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d.h. die Hamilton-Funktion ist konstant entlang von Losungskurven von (12.8). Tatséch-
lich ist im Fall T'(¢, ¢) = %(}TM g, M symmetrisch, die Hamilton-Funktion

H(p,q) = p'¢—L(q.9)
="M~ (5iMa - v@)
1
= 24"M§+ UG)
=T(q.9) +U(q)

gerade die (Gesamt-)Energie des Systems. Allgemein definieren wir:

Definition 12.5 Sei (Dg, @) ein dynamisches System. Eine Funktion / : Dy — R, die
auf Orbits von @ konstant ist, d. h. fiir die

(@' (x)) = 1(x)
firalle t € T gilt, heiBSt Erhaltungsgrifie (Invariante, erstes Integral).

Eine Erhaltungsgrofe ist nichts anderes als das aus Kap. 5 bereits bekannte erste Inte-
gral (vgl. Definition 5.10 und Satz 5.11), das hier allerdings eine physikalische Bedeutung
besitzt.

Hiufig gibt es neben der Energie weitere Erhaltungsgrof3en, wie z. B. den Drehimpuls
g x p. Tatsichlich hat Emmy Noether® allgemein gezeigt, dass jede kontinuierliche Sym-
metrie des Systems eine Erhaltungsgrofle erzeugt:

Satz 12.6 (Noether, 1918) Gegeben sei eine Lagrange-Funktion L(g, ¢) und eine einpa-

rametrige Gruppe G = {g* | s € R} von differenzierbaren Abbildungen g° : Q — Q,
die die Lagrange-Funktion invariant lésst, d. h.

L(g*(q). Dg’(9)g) = L(q.q) fiiralle s und (¢, q). (12.9)

Sei f(q) = % g°(q) |s=o das Vektorfeld, das den Fluss g° erzeugt. Dann ist

I(q.p) = p" f(q)

eine ErhaltungsgroBe des zugehodrigen Hamilton-Systems.

3 deutsche Mathematikerin und Physikerin, 1882-1935.
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» Beweis Mit (12.4) und (12.6) gilt entlang einer Kurve (¢(¢), p(?))

d
- 1a.p = P f(@)+ p'Df(q)q

9 a
- a—L(q,c])f(q) + —L.(q,c})Df(q)f]
q 9q

Nach Voraussetzung gilt L(g*(¢), Dg*(¢)q) = L(q, q) fiir alle s und damit

d aL o oL o )
mn I(q.p) = a—(g“(q), Dg*(9)q) f(q) + T(g“(q), Dg*(9)q)Df (q)q
q q

d oy
— aL(g (@). Dg*(q)q) 5=0
=0,

letzteres ebenfalls aufgrund der Invarianz (12.9) der Lagrange-Funktion. O

12.2 Symplektizitat
Neben der globalen Darstellung (12.8) mit der Hamilton-Funktion ldsst sich ein Hamilton-
System auch lokal dadurch charakterisieren, dass sein Fluss eine bestimmte Grofe, die

symplektische Form, erhilt.

Symplektische Abbildungen Es sei

S [ 0 1} |
-1 0
wobei I € R*“ die d-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet.
Definition 12.7 Eine lineare Abbildung A : R?? — R2? heiBt symplektisch, falls
ATJA= 1.
Im Fall d = 1 bedeutet dies, dass der Flicheninhalt eines von zwei Vektoren x, y € R2

aufgespannten Parallelogramms P unter Transformation mit einer symplektischen linea-
ren Abbildung A erhalten bleibt:

area(P) = det [x y] =x"Jy,
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und damit
area(AP) = det [Ax Ay] = (Ax)TJAy = xTJy = area(P).

Im Fall d > 1 gilt eine analoge geometrische Interpretation: schreiben wir x =
(x?,x7)T € R* mit x4? = (xI7,.. .,xg’p) und ist A € R?¥*24 gymplektisch, dann

erhilt A die Grofe
d Xyl
o(x,y) =Y det| " i1 =x"Ty.
i=1 XY

i i

Definition 12.8 Eine (nichtlineare) Abbildung g : U — R??, U C R??, heiBt symplek-
tisch, falls Dg(x) fiir alle x € U symplektisch ist.

Charakterisierung Hamiltonscher Fliisse In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass
es eine charakteristische Eigenschaft des Flusses eines Hamilton-Systems ist, symplek-
tisch zu sein.

Satz 12.9 (Poincaré, 1899) Sei H : R — R eine zweimal stetig differenzierbare
Hamilton-Funktion. Dann ist der Fluss ¢’ des zugehorigen Hamilton-Systems (12.8) sym-
plektisch fiir alle ¢, fiir die er definiert ist.

» Beweis Wir beobachten zunéchst, dass wir das Hamilton-System (12.8) auch in der
Form
x=J'VH(x)

mit x = (p,q)und VH = (%—Ip{, %—IZ) schreiben konnen. Die Ableitung D¢’ ist Losung

der zugehorigen Variationsgleichung
A=J'V2H(¢'(x))A

(wobei V2H die Hesse-Matrix von H bezeichnet). Daher gilt, da V> H symmetrisch ist,

d tT t d t ! t t T d t
E(D(p JD(p): T-D¢') ID¢' + D' ( Dy

dt
_ T2 —I\T t (T -1 2 t
= D¢"'V’H (J)J Dy’ + D¢'" JJ_ V*HDy
=7 =1
:O’

d.h. D¢’ (x) ist fiir alle x symplektisch und damit ist die Flussabbildung ¢’ symplektisch
(fiir alle relevanten ¢). O
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Tatsichlich gilt auch die Umkehrung — allerdings nur in einem lokalen Sinn. Dazu
zunichst die folgende Definition:

Definition 12.10 Eine Differentialgleichung ¥ = f(x), f : U — R?*¢, U c R? offen,
ist lokal ein Hamilton-System, falls es zu jedem x¢ € U eine Funktion H : U(xg) - R
auf einer Umgebung U(x) C U von x gibt, so dass

f(x)=J 'VH(x)
fiir x € U(xo).

Auflerdem benétigen wir die folgende Hilfsaussage, die eine lokale Stammfunktion fiir
ein Vektorfeld mit symmetrischer Ableitung liefert.

Lemma 12.11 Sei f : D — R”", D C R” offen, stetig differenzierbar und die Jacobi-
Matrix Df(x) symmetrisch fiir alle x € D.Dann gibt es zu jedem xy € D eine Umgebung
D(xg) C D und eine Funktion H : D(xy) — R, so dass

f(x) = VH(x)
fiir x € D(xp).

» Beweis Ohne Einschriankung kdnnen wir x, = 0 annehmen (ansonsten betrachten wir

f(x) = f(x + xp)). Wir wihlen ¢ = &(xo) > 0 so, dass B,(0) C D, setzen D(xy) =

B.(0) und
1

H(x) = /fo(tx) dt
0

fiir x € D(xo). Dann gilt, da Df(x) symmetrisch ist,

1
g_H(x) _ / Foltx) + 1Y fi(6)x di
Xk
0

1

= / %(sz(tx)) dt = fi(x). =

0

Damit sind wir in der Lage, die folgende Charakterisierung von Hamilton-Systemen zu
geben.
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Satz 12.12 Falls das Vektorfeld f stetig differenzierbar ist, dann ist die Differentialglei-
chung X = f(x) genau dann lokal ein Hamilton-System, wenn ihr Fluss symplektisch
ist.

» Beweis Die eine Richtung folgt analog zum Beweis von Satz 12.9. Sei also der Fluss
@' von x = f(x) symplektisch. Dann gilt
d T
0= (D¢ IDg")
a1 @ @
= D" (Df ()] + IDf(¢") Dy'.
firt =0also (J =—J7T)

—Df(x)'JT + JDf(x) =0

bzw.

(JDf(x))" = JDf (x).
d.h. JDf(x) ist symmetrisch. Nach Lemma 12.11 gibt es also lokal eine Funktion H mit

Jf(x) = VH(x). O

Volumenerhaltung Eine weitere charakteristische Grofe, die der Fluss ¢’ eines Hamil-
ton-Systems erhilt, ist das Volumen im Phasenraum, d. h. es gilt

V(p'(M)) = V(M) (12.10)

fiir alle beschréinken Teilmengen M des Phasenraums und fiir alle ¢, fiir die ¢’ (x) fiir alle
x € M existiert. Hier bezeichnet V(M) = [, dm das Volumen beziiglich des Lebesgue-
MafBes m. Tatsichlich gilt der folgende allgemeinere Satz (vgl. Aufgabe 12.3).

Satz 12.13 Der Fluss ¢ der Differentialgleichung x = f(x) erhilt das Phasenraumvolu-
men (d. h. es gilt (12.10)) genau dann, wenn div f(x) = O fiir alle x.

» Beweis Der Fluss ¢’ ist genau dann volumenerhaltend, wenn det (D¢’ (x)) = 1 fiir al-
le x (Substitutionsregel). Wie wir in Kap. 4 festgestellt haben, ist X (t) = D¢’ (x) Losung
der Variationsgleichung

X = A0)X, X(0) =1,

mit A(t) = Df(¢'(x)). Nun gilt

%detX(t) = det' (X(1)) X (¢) = det (X (1)) (A(t) X (1)) (12.11)
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sowie

det(X + hAX) = det(I + hA)det(X)
= (1 + h spurd + O(h?)) det(X),

also det’' (X)(AX) = spurd - det(X). Mit (12.11) folgt
%det(X(t)) = spurA(z) det(X(?)),

also d/dt detX(t) = 0 genau dann, wenn spurA(z) = O fiir alle . In unserem Fall ist
spurd(t) = div f (¢’ (x)) und es gilt detX(0) = 1, also gilt det (D¢’ (x)) = 1 (Volumen-
erhaltung) genau dann, wenn div f(x) = 0. O

12.3 Numerische Integration von Hamilton-Systemen

Bei der numerischen Losung eines Anfangswertproblems, das durch ein Hamilton-System
beschrieben wird, liegt es nahe zu fordern, dass die besonderen Eigenschaften des Flusses
eines solchen Systems (Erhaltungsgroflen, Symplektizitit) an den diskreten Fluss vererbt
werden. Die Forderung fiihrt auf spezielle numerische Verfahren, insbesondere symplek-
tische Runge-Kutta-Verfahren (siehe auch Hairer, Lubich und Wanner [1]).

Numerische Simulation des Pendels Inzwischen haben wir ein recht weitgehendes Ver-
standnis des Pendelmodells aus der Einleitung erreicht, das in der folgenden Abb. 12.1
noch einmal zusammengefasst ist:

Versuchen wir nun, einige dieser Losungen numerisch zu approximieren. Dazu betrach-
ten wir zunéchst das wohl einfachste Einschrittverfahren, das explizite Euler-Verfahren

)Zi+1=ii+hf(ii), i=0,1,2,...,

Abb. 12.1 Uberblick iiber qua- 8r
litativ verschiedene Losungen 6 ://_\\
im Pendelmodell: Gleichge- al
wichte, periodische Losungen,
homokline Orbits 21
50
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Abb. 12.2 Numerische Integration des Pendelmodells zum Anfangswert (0, 4) und Schrittweite
h = 0,1 mit dem expliziten (a) und dem impliziten (b) Euler-Verfahren

wobei wir abkiirzend X; = X(t;) schreiben (vgl. Kap. 6). Die numerische Losung zum
Anfangswert xo = (xo, &) = (0, 4) mit Schrittweite 7 = 0,1 ist in Abb. 12.2a graphisch
dargestellt.

Offensichtlich gibt diese Approximation das Verhalten der wahren Losungen qualitativ
falsch wieder: das Resultat der Rechnung ist nicht periodisch, die Amplitude der Schwin-
gung steigt kontinuierlich an. Auch implizite Verfahren helfen in dieser Hinsicht nicht
weiter, wie Abb. 12.2b zeigt, wo die numerische Losung des impliziten Euler-Verfahrens

Xip1 =X +hf(Xit1)

zu denselben Daten dargestellt ist. Der Einsatz eines Verfahrens hoherer Ordnung wiirde
zwar den Approximationsfehler verkleinern, aber qualitativ an Verhalten der numerischen
Losung nichts dndern — es sein denn, man erwischt ein spezielles Verfahren:

Abbildung 12.3 zeigt das Ergebnis fiir die implizite Mittelpunktsregel:

(12.12)

5€i+1=)?i+hf(m)-

2

Dieses Verfahren schneidet offenbar deutlich besser ab, die numerische Losung scheint
auf einem periodischen Orbit zu verbleiben. Tatsédchlich ist die durch (12.12) definierte
Abbildung symplektisch (wenn f ein Hamilton-System ist) — und erbt damit die charak-
teristische Eigenschaft des Flusses eines Hamilton-Systems wie dem Pendel. Man kann
zeigen, dass ein symplektisches Verfahren eine Hamilton-Funktion erhilt, die ,,nahe® an
der gegebenen Hamilton-Funktion liegt (fiir Details verweisen wir auf Hairer, Lubich
und Wanner [1]). Da die Trajektorien im Pendel gerade die Hohenlinien der Hamilton-
Funktion sind, erklédrt das, warum die Losungen der impliziten Mittelpunktsregel peri-
odisch sind (und in der Nédhe der wahren Losungen verlaufen).
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Abb. 12.3 Numerische In- 81
tegration des Pendelmodells 6t
zum Anfangswert (0, 4) und al
Schrittweite 7 = 0,1 mit der
impliziten Mittelpunktsregel 2y

-2

4t

-6}

R 5

(%
Symplektische Runge-Kutta-Verfahren
Definition 12.14 Ein Einschrittverfahren
Xit1 = P(X;, hy)

heilit symplektisch, falls die Abbildung x +— @(x,h) fiir alle 7 > 0 symplektisch ist,

wenn das Einschrittverfahren auf ein Hamilton-System angewendet wird.

Im Fall von Runge-Kutta-Verfahren existiert ein einfaches Kriterium an die Koeffizi-

enten des Verfahrens, das die Symplektizitiit sicherstellt:

Satz 12.15 Gilt fiir die Koeffizienten eines Runge-Kutta-Verfahrens
biajj +bjaj; =bb;, i,j=1,...,s,

dann ist das Verfahren symplektisch.

» Beweis Siehe z. B. Hairer, Lubich und Wanner [1, Abschnitt VI.4].

Beispiel 12.16 Das Butcher-Schema der impliziten Mittelpunktsregel ist

12172
1

Hier gilt also by = 1 und a;; = 1/2, so dass (12.13) erfiillt ist.

(12.13)
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12.4 Ubungen

Aufgabe 12.1 Es sei ¢! der Fluss eines Hamilton-Systems X = J 'V H(x) und damit
symplektisch (Satz 12.9). Zeigen Sie, dass daraus

det D' (x) =1
folgt fiir alle # und x.

Aufgabe 12.2 Gegeben sei eine Lagrange-Funktion L(q, ¢), zwei Konfigurationen g, und
¢, und die Losung ¢(¢) der zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichung. Wir betrachten das

Wirkungsintegral
n

S(qo.q1) = /L(q(t),c](t)) dt.

Beweisen Sie die Gleichungen

0S

oL . aS oL )
—(q0,91) = —7(q0.40) und —(qo.q1) = —(q1.41),
940 aq 9q: aq

wobei gy = ¢(tp) und g1 = q(t1).

Aufgabe 12.3 Sei X = f(x) ein Hamilton-System. Zeigen Sie div f = 0.

Literatur
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Anwendungsbeispiele 13

Differentialgleichungen sind immer dann das mathematische Modell der Wahl, wenn es
gilt, die (kontinuierliche) zeitliche Entwicklung eines Systems zu beschreiben. Entstan-
den ist das Konzept im 17. Jahrhundert durch Newton und Leibniz mit der Motivation,
die Bewegung von mechanischen Korpern quantitativ zu berechnen. Heutzutage sind Dif-
ferentialgleichungen und Methoden zu ihrer Losung in vielen Wissenschaften und der
Wirtschaft ein unverzichtbares Hilfsmittel, weil sie die Simulation eines Phdnomens, Pro-
dukts oder Verfahrens ermoglichen.

Ein klassisches Beispiel ist die Wettervorhersage: Das zugrundeliegende Modell ist im
einfachsten Fall eine partielle Differentialgleichung, die in vielen Fillen zunichst durch
eine Ortliche Diskretisierung in eine (hochdimensionale, nichtlineare) gewohnliche Diffe-
rentialgleichung iiberfiihrt und dann mit aktuellen Wetterdaten als Anfangswert numerisch
iber einen bestimmten Zeitraum gelost wird. Ein anderes Beispiel betrifft die Chemie:
Die Abldufe wihrend einer chemischen Reaktion lassen sich quantitativ durch nichtli-
neare Differentialgleichungen modellieren und so die Reaktion im Computer im Voraus
berechnen. In den Material- und Nanowissenschaften lassen sich die Eigenschaften bzw.
das Verhalten eines Materials oder Bauelements vorhersagen, wenn man die Dynamik
auf molekularer Ebene modelliert und simuliert. Das fiihrt typischerweise auf sehr hoch-
dimensionale nichtlineare Differentialgleichungen, an deren effizienter — also moglichst
schneller — Simulation nach wie vor intensiv geforscht wird. Die Reihe dieser Beispiele
lasst sich fast beliebig fortsetzen.

Dieses Kapitel soll einen Einblick in einige klassische und aktuelle Anwendungen
geben: Molekiildynamik, die Modellierung elektrischer Schaltkreise, sowie die Model-
lierung des Wachstums von Populationen in der Biologie.

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2016 185
L. Griine, O. Junge, Gewdohnliche Differentialgleichungen,
Springer Studium Mathematik — Bachelor, DOI 10.1007/978-3-658-10241-8 13
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13.1 Elektrische Schaltkreise

Elektrische bzw. elektronische Schaltkreise begegnen uns im Alltag stindig: In Com-
putern, (Mobil-)Telefonen, Audio- und Videogeriten, Unterhaltungselektronik und auch
vielen Haushaltsgeriten sind zum Teil hochkomplexe elektrische Schaltungen enthalten.
Auch hier ist es beim Entwurf von grofitem Interesse, vor der Produktion eines Prototy-
pen das Verhalten des Schaltkreises im Rechner simulieren zu konnen. Die Modellierung
von Schaltkreisen fiihrt in einfachen Fillen auf lineare Differentialgleichungen. Typi-
scherweise aber — insbesondere sobald aktiv schaltende Elemente (wie z. B. Transistoren)
modelliert werden miissen — erhélt man Systeme nichtlinearer gewthnliche Differential-
gleichungen, deren GroBe linear mit der Anzahl der Elemente einer Schaltung wéchst.
Insbesondere bei der Simulation von komplexen Mikrochips sind extrem grof3e Systeme
zu 16sen (~ 10° Gleichungen). Wir betrachten in diesem Abschnitt zwei einfache Prototy-
pen mit zwei bzw. drei Bauelementen: einen (idealisierten) passiven Schwingkreis, sowie
den klassischen Oszillator von van der Pol.

Ein passiver Schwingkreis Wir betrachten den in Abb. 13.1 dargestellten Schaltkreis,
der aus einer Spule mit der Induktivitidt L > 0 und einem Kondensator mit der Kapazitcit
C > 0 besteht. Der im Kreis flieBende Strom sei mit /, die iiber den beiden Bauelementen
abfallende Spannung mit Uy, bzw. U¢ bezeichnet. Aus physikalischen Gesetzen erhélt man
die folgenden beiden Beziehungen zwischen Strom durch und Spannung tiber den beiden
Bauelementen:

U =LI und [=CUc.

AuBlerdem gilt das Kirchoffsche Gesetz: ,,Die Summe aller Spannungen in einem Kreis ist
Null*, d. h.
U, +Uc =0.

Insgesamt erhalten wir also die folgende Differentialgleichung fiir den Strom und die
Spannung iiber der Spule:

Ue = =1,
‘T c
1 ! U
=7 Ue.
Abb.13.1 Passiver Schwing- N

kreis
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Abb.13.2 Aktiver Schwing- I T
kreis nach van der Pol

Dies ist eine lineare Gleichung, die Systemmatrix

1
-1 0

besitzt die Eigenwerte :I:%i und dementsprechend erhalten wir als Losungen harmoni-
sche Schwingungen der Form

1
Uc(t) = sin (Et + (p) Uc(0)

(vgl. Abschn. 2.1, hierbei ergibt sich ¢ € R aus der Anfangsbedingung fiir / = Ue).

Der van der Pol-Oszillator Ein realer Schwingkreis wie in Abb. 13.1 ist immer mit Ver-
lusten behaftet und eine einmal erregte Schwingung wird gedampft und klingt nach einiger
Zeit ab, vgl. Aufgabe 13.1. Um die Schwingung aufrecht zu erhalten, muss geeignet Ener-
gie hinzugefiigt werden. Einen einfachen (aktiven) Schwingkreis mit einer Rohrentriode
als aktivem Element hat Balthasar van der Pol! 1922 erdacht, mathematisch modelliert
und analysiert.

Abbildung 13.2 zeigt eine vereinfachte Version seines Schaltkreises, in der die Triode
vereinfacht durch ein Element mit der charakteristischen Gleichung

Ur =—EI + RI?

(mit Konstanten E, R > 0) modelliert ist. Wieder verwenden wir das Kirchhoffsche Ge-
setz, das in diesem Fall lautet

U, +Ur+Uc =0,

! niederlidndischer Ingenieur, 1889-1959.
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a b
3,
| ‘I
2| |
1| 2
=N 0‘7 >0
1
| S
.2‘}
NS -
Y R S S— 0 1 2
X X

Abb. 13.3 Grenzzyklus im van der Pol-Oszillator fiir ¢ = 0,1 (a) und ¢ = 2 (b)

und erhalten so die folgende Gleichung fiir den Strom / und die Spannung U iiber dem
Kondensator:

Ue = —1, (13.1)
I = —Z(EI — RI}+ Up), (13.2)

bzw. als Gleichung zweiter Ordnung fiir den Strom, nach geeigneter Normierung und
Umbenennung von Konstanten,

I —(—1)I+1=0. (13.3)

Offenbar ist der Ursprung (I,7) = (0,0) ein Gleichgewicht. Die Linearisierung von
(13.3) im Ursprung besitzt die Eigenwerte (¢ + +/¢2 —4)/2. Folglich liegt hier eine
Hopf-Verzweigung vor, fiir ¢ > 0 ist der Ursprung instabil und umgeben von einem
asymptotisch stabilen periodischen Orbit (einem ,,Grenzzyklus*). Qualitativ bleibt es fiir
wachsendes ¢ bei diesem dynamischen Verhalten, die Form des Grenzzyklus verdndert
sich, vgl. Abb. 13.3.

13.2 Klassische Molekiildynamik

Die Modellierung von Systemen auf atomarer Ebene erfordert eigentlich eine quanten-
mechanische Betrachtungsweise: die Schrodingergleichung. Dies ist eine partielle Dif-
ferentialgleichung fiir die Zustands- oder Wellenfunktion des Systems, die angibt, wie
wahrscheinlich sich das System in einem gewissen Zustand befindet. Umfasst das Sys-
tem k Kerne und e Elektronen, dann ist die Wellenfunktion eine skalare Funktion auf dem
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R3%+e) Bereits fiir moderate Kern- und Elektronenanzahlen ist eine direkte Losung der
zugehorigen Schrodingergleichung schwierig bis unmoglich.

Man behilft sich mit einfacher zu handhabenden Modellen, die sich durch eine Reihe
von Approximationen aus dem quantenmechanischen Modell herleiten lassen. Auf die-
se Weise lésst sich ein klassisches Modell der Bewegung der Atome eines molekularen
Systems konstruieren: die Dynamik wird durch die Newtonschen Gesetze der Mechanik
beschrieben, die resultierende Differentialgleichung ist ein Hamilton-System fiir die Posi-
tionen ¢; € R3 und Momente p; € R3 der beteiligten Atome i = 1,...,n (vgl. Kap. 12):

P =—Hy(p.q) (13.4)
g = Hy(p,q), (13.5)

mitg = (¢q1,....q,) € R¥und p = (py,..., p,) € R* und der Hamilton-Funktion

1
H(p.q) = EpTM‘1 p+U(@Q). (13.6)

Hier sind in der Matrix M = diag(m, ..., m,) die Massen der Atome (oder auch Atom-
gruppen) zusammengefasst, durch das Potential U sind die Wechselwirkungen zwischen
den Atomen festgelegt. Dieses entsteht aus der Approximation des quantenmechanischen
Modells oder hiufig auch aus heuristischen Uberlegungen und Anpassen der im Modell
enthaltenen Parameter aus Messungen, mehr dazu im folgenden Unterabschnitt.

Explizit erhalten wir also das System

7. = ,71 .
q‘t m; " pi ’ =1 -
b =-ViU(g)
bzw.
miG; = Fi(q), i=1,....n
wobei

Fi(q) = -ViU(q)
die Kraft auf das i-te Atom darstellt.
Konstruktion des Potentials Ein Molekiil wird durch Bindungen zwischen einzelnen

Atomen definiert. Die Wechselwirkung zwischen zwei gebundenen Atomen i und j wird
durch ein Potential der Form

1 _
Up(rij) = Ekh(rij — 7))’

modelliert, wobei r;; = ||¢; — g;|| den Abstand der beiden Atome, 7;; ihren Gleichge-
wichtsabstand und k;, eine (,,Feder-“)Konstante bezeichnet, vgl. Abb. 13.4 (links).
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Abb. 13.4 Bindungslinge und
-winkel

Abb. 13.5 Torsionswinkel

Wechselwirkungen zwischen drei aufeinanderfolgenden gebundenen Atomen werden
durch (,,Winkel-“)Potentiale der Form

Ua (k) = —kq(cos(8;x — Oijx) — 1),

abgebildet, wobei 8;;; den Winkel zwischen den drei aufeinanderfolgend gebundenen
Atomen i, j und k, 6; i% einen entsprechenden Gleichgewichtswinkel und k, eine Konstan-
te bezeichnet (vgl. Abb. 13.4, rechts). Den Winkel 0;;; erhilt man aus den kartesischen
Koordinaten der Atome mit Hilfe der Beziehung

(rij rjK) )

Oijx = arccos(
17 7

Weiter beriicksichtigt man Wechselwirkungen zwischen vier aufeinanderfolgend gebun-
denen Atomen durch Einbeziehen von (,,Torsionswinkel-*) Potentialen U, (¢;;;) fiir den
Winkel ¢;;r; zwischen den beiden Ebenen, die von jeweils drei aufeinanderfolgend ge-
bundenen Atomen definiert werden, vgl. Abb. 13.5.

Diese Potentiale werden héufig in der Form

M
Ui (@ijk1) = Z k™ cos™ @ij

m=0

dargestellt, mit typischerweise M = 5 oder 6. Eine Moglichkeit zur Berechnung des
Torsionswinkels ist

rk/- rk/-
Qijki = 7T + sarccos (\Fij —\Tij, —— ) Fijs Tik —\Viks —— | Tkj ) ) »
7 I 7 I

wobei s = signdet(r;;, 1, rx1), vgl. Griebel et al. [1].
Zwischen nicht gebundenen Atomen eines Molekiils, die mehr als vier Atome vonein-
ander entfernt sind (und zwischen den Atomen verschiedener Molekiile, die man gleich-
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zeitig simulieren will), beriicksichtigt man iiblicherweise zwei weitere Wechselwirkun-
gen: elektrostatische, modelliert durch das Coulomb-Potential

1 0:0;

47'[80 rij

Ue(rij) =

wobei Q; und Q; Ladungen bezeichnen und g, die elektrische Feldkonstante ist, sowie
van-der-Waals-Krdfte, modelliert durch ein Lennard-Jones-Potential der Form

12 6
UpLy(rij) = 4 ((Ui) - (&) ) ;
rij rij

mit Konstanten ¢ und o;;, die von den betrachteten Atomen abhéingen.
Das in (13.6) zu beriicksichtigende Potential hat also insgesamt die folgende Form:

Ug) = Z Up(rij) + Z Ui (0j) + Z Ui (@ijri) + Z[Uc(rij) + ULy (rij)],

i.j i,k i.jkl ij

wobei sich die Summe jeweils iiber (aufeinanderfolgend) gebundene Atompaare, -triple
bzw. -quadrupel bzw. iiber alle Paare nicht gebundener Atome in der letzten Summe er-
streckt.

Bei der Simulation der Dynamik eines (oder mehrerer) Molekiile wird nun das
Hamilton-System (13.4) mit einem der in Kap. 6 beschriebenen Verfahren numerisch
gelost (auch die Bestimmung eines physikalisch sinnvollen Anfangswertes ist dabei
eigene Uberlegungen wert, vgl. z.B. Griebel et al. [1, Abschnitt 3.7]). Wie in Ab-
schn. 12.3 dargestellt, ist es sinnvoll, mit dem numerischen Verfahren die symplektische
Struktur des Hamilton-Systems zu erhalten. In der Praxis hat sich dazu das Stormer-
Verlet-Verfahren bewihrt, das zu einem gegebenen Zustand (g¥, %) zum Zeitpunkt 7, den
Zustand (g**!, g¥*1) zum Zeitpunkt t | = t; + h gemiB

. 2
gt =qf +hif + £-Fi(dh)

; (13.7)
gt =qf + 2 (Fi(¢") + Fi(¢"™)

berechnet. Dies ist ein explizites Verfahren zweiter Ordnung, da die Krifte F; nur von den
Ortskoordinaten abhiingen und daher die Kraft F; (g¥*!) nach Auswerten der ersten Zeile
bereits berechnet werden kann.

Die Simulation grofler Molekiilsysteme ist mit zwei prinzipiellen Schwierigkeiten be-
haftet:

(i) Bei den Wechselwirkungen zwischen nicht gebundenen Atomen ist prinzipiell eine
grofe Zahl von wechselwirkende Partnern zu beriicksichtigen, der numerische Auf-
wand zur Auswertung der entsprechenden Potentiale wichst zunédchst quadratisch mit
der Anzahl der Atome. Fiir dieses Problem wurden inzwischen effiziente Verfahren
erdacht, sieche Barnes und Hut [2] oder Greengard und Rokhlin [3], deren Aufwand
nur noch linear wichst.
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(i) Die schnellsten Bewegungen (ndmlich die Schwingungen in den Bindungen zwi-
schen je zwei Atomen) finden im Picosekundenbereich statt, interessiert ist man aber
typischerweise an Simulationen iiber Mikro- oder gar Millisekunden — es liegt ein
sogenanntes Multiskalenproblem vor. Es ist also eine enorme Zahl von Zeitschritten
durchzufiihren. Dariiberhinaus hingen die Simulationsergebnisse du3erst sensitiv von
den Anfangswerten ab. Es ist also nicht sinnvoll, quantitative Schliisse aus einer ein-
zelnen Simulation zu ziehen. Vielmehr muss man sich einer statistischen Sichtweise
bedienen und Daten fiir ein Ensemble von gleichartigen Molekiilen heranziehen.

13.3 Populationsdynamik

Das Wachstum von Populationen in der Biologie wird ebenfalls erfolgreich durch Dif-
ferentialgleichungen modelliert — zumindest in Fillen, in denen die Populationsgrof3e
hinreichend grof} ist und deshalb als kontinuierlich variierend angenommen werden kann.
Bezeichnet x(¢) > 0 die GroBe einer Population zum Zeitpunkt #, dann ist es hiufig
sinnvoll anzunehmen, dass ihr momentanes Wachstum X (¢) proportional zur GroBe der
Population ist:

X =a(x)x. (13.8)

Hier ist a(x) die von der PopulationsgroBe abhingige Nettoreproduktionsrate. Durch
sie ldsst sich beispielsweise modellieren, dass bei anwachsender Population aufgrund
schrumpfender Ressourcen (Nahrung o.4.) das Wachstum kleiner wird. Beliebt ist ein
affin linearer Ansatz fiir a, der auf die logistische Gleichung

X =o(K —x)x

o, K > 0, fithrt. Spezialfille dieser Gleichung haben wir bereits kennengelernt, vgl. Auf-
gabe 5.4 und Gl. (7.1). Die Gleichung besitzt die beiden Gleichgewichte x = 0 und
x = K, fiir x < K ist das Wachstum positiv, fiir x > K negativ, vgl. Abb. 13.6. Das
Gleichgewicht x = 0 ist also instabil, x = K asymptotisch stabil. Alle Losungen zu
Anfangswerten x (0) > 0 (negative Populationsgrofen betrachten wir hier nicht) konver-
gieren also gegen den Gleichgewichtszustand, in dem die Population gerade die Gro8e der
Kapazitdt K > 0 der Umgebung hat.

Lotka-Volterra-Modelle Der Ansatz (13.8) ldsst sich abstrakt leicht auf den Fall von
Populationen mehrerer Spezies verallgemeinern: Im System

Xi=a(xX)x;, i=1,...,p,

0 K

Abb.13.6 Dynamik der logistischen Gleichung
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steht x; fiir die Populationsgroe der i-ten Spezies und ihre Nettoreproduktionsrate a;
hingt von der GroBe x = (xi, ..., x,) aller anderen Populationen ab. Modellieren wir die
a; wieder affin linear in den x;, so erhalten wir ein Lotka®-Volterra’-Modell. Im Fall von
zwei Spezies lautet dieses explizit

)2?1 =(a+bx1+cxz)x1,

. (13.9)
Xy =(d+ex;+ fx)xs,

wobei sich verschiedene Situationen durch die Wahl der Konstanten modellieren lassen:
Ein beriihmtes Beispiel ist ein Rauber-Beute-System nach Lotka und Volterra der Form

X1 = (a—cxy)xy, (13.10)
Xy = (—d + ex))x,

mit a,c,d,e > 0, das die Dynamik einer Beute- (x;) und einer Rduber-Population (x,)
modelliert: Eine grofe Zahl von Riubern hat einen negativen Effekt auf die Nettorepro-
duktionsrate der Beute, umgekehrt vermehren sich die Riuber besser, wenn viel Beute
vorhanden ist. Ohne Beute aber wiirden die Réuber aussterben.

Das System (13.10) hat die Gleichgewichte (0,0) und (d/e,a/c). Der Ursprung ist
instabil, seine stabile Mannigfaltigkeit die x,-Achse, seine instabile die x;-Achse. Das
bedeutet insbesondere, dass keine Losungskurve (mit Anfangswert im positiven Quadran-
ten) die beiden Koordinatenachsen je schneidet, der positive Quadrant ist invariant. Die
Eigenwerte der Linearisierung in (d /e, a/c) sind rein imaginir, daraus lésst sich zunichst
keine Information iiber die Dynamik ableiten.

Das Réuber-Beute-System (13.10) besitzt aber eine Erhaltungsgrofle bzw. erstes Inte-
gral (vgl. auch Aufgabe 5.5), namlich die Funktion

I(x) = ex; —dlogx| + cx; —alogx,.

Tatsdchlich gilt entlang einer Losungskurve
d .
2 1x(@) = VIx(@)x()

—fe—d/xi.c —a/x)] [ @ = cxz)n ]

(—d + exl)xz
=0.

Die Losungskurven von (13.10) sind also die Hohenkurven von /I — und diese sind
geschlossene Kurven, vgl. Abb. 13.7 (links). Dieses einfache Modell sagt also bereits

2 Alfred J. Lotka, 1880—1949, amerikanischer Mathematiker und Chemiker.
3 Vito Volterra, 1860—1940, italienischer Mathematiker und Physiker.
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Abb. 13.7 Losungskurven des Riuber-Beute-Modells

die in Abb. 13.7 (rechts) dargestellte periodische Schwankung von Réuber- und Beute-
Population voraus.

Wir erweitern jetzt das Modell (13.10) wieder um einen logistischen Term wie in
(13.9), der das Wachstum der beiden Spezies limitiert:

)fl = (a —bx; —cxp)xy, (13.11)
Xy = (—d +ex; — fx2)xa,

wobei a,b,c,d,e, f > 0. Fir x; = 0 bzw. x, = 0 liegt jeweils eine logistische Glei-

chung fiir die andere Spezies vor, insbesondere gibt es ein weiteres Gleichgewicht bei

(a/b,0), das instabil ist. Fiir ae > bd liegt aulerdem das Gleichgewicht

T
af +cd ae ba’) (13.12)

* __ * L o\T __
¥ =00a) = (bf+ce’ce +bf
im positiven Quadranten — und ist lokal asymptotisch stabil, was man durch Berechnung
der Eigenwerte der Linearisierung sehen kann.

Dies bedeutet, dass alle Losungen mit x, aus einer Umgebung von x* gegen x* kon-
vergieren. Was ldsst sich nun iiber das asymptotische Verhalten der Losungen im positiven
Quadranten aussagen, die nicht in einer Umgebung von x* starten? Konvergieren alle Lo-
sungen gegen x*? Um dies zu beantworten, fithren wir zur Vereinfachung der folgenden
Rechnungen zunichst neue Koordinaten

V1= X1/X[. Y2 =X2/X;
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ein. Dann gilt fiir die Losungen von (13.11) in den neuen Koordinaten

Y1 =x1/x7 = (a—bx;—cxa)x1/x}
= (a —by1x] —cyrx3)(nix))/x{ = ayi(1—=y2) + Byi(1 = y1)

mit o = cxj und B = bx{, denn es gilt @ + B = a. Analog folgt

V2 = —yy2(1 —y1) + 8y2(1 — )

mit y = exj und § = fx;.Beachte, dass das Gleichgewicht x* in den neuen Koordinaten
nunin y* = (1, 1T liegt, zudem bildet die Koordinatentransformation wegen unserer Be-
dingung ae > bd den positiven Quadranten auf sich selbst ab. Wenn wir also zeigen, dass
alle Losungen des y-Systems im positiven Quadranten gegen y* = (1, 1) konvergieren,
so folgt dieselbe Eigenschaft fiir die Losungen von (13.11) und x*.

Um dies zu beweisen, zeigen wir, dass die — durch eine leichte Modifikation aus der
obigen Erhaltungsgrofle I hergeleitete — Funktion

V(y) =yy1—vlogy,—y +ay, —alogy, —«a

eine quadratische Lyapunov-Funktion im Sinne von Definition 8.1 auf ihrem Definiti-
onsbereich (0,00)? ist. Da V nicht auf ganz R? definiert ist, weisen wir die notigen
Ungleichungen (8.1) und (8.2) gemidl Bemerkung 8.3(ii) auf den Niveaumengen N, :=
{x € (0,00)?|V(x) < o} fiir alle 0 > 0 nach. Beachte, dass diese Mengen kompakt
sind, weil V(y) — oo gilt fir y; — 0 oder y; — oo, i = 1,2. Zudem besitzt N, fiir
jedes 0 > 0 wegen der Monotonieeigenschaften von V in y; und y, nur jeweils eine
Zusammenhangskomponente.
Die Taylor-Entwicklung von V in y* = (1, 1)T liefert

V) = L0112+ 01 = D) + 302 = 12+ 02 = D).

woraus fiir eine hinreichend kleine Umgebung B.(y*) die Ungleichung (8.1) folgt. Auf
der kompakten Menge N, \ B.(y*) nimmt der Ausdruck

V(y)
Iy = y*I?
ein Minimum und ein Maximum an. Aus log y; < y; — 1 fiir y; # 1 folgt nun V(x) > 0

auf N, \ B (y*), weswegen das Minimum und damit auch das Maximum positiv ist. Daher
gilt (8.1) auf ganz N, fiir geeignete (von o abhingige) ¢, ¢, > 0.
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Fiir die Ableitung gilt nun

DV — [y — o — ayi(1—y2) + Byi(1 —y)
) =lr=y/in.« a/m[ —yy2(1 = y1) + 8y2(1 — y2)

= yayi(1 = y2) — ya(l — y»)
+yByi(1 = y1) —yB(l—y1)
—ayy(1—y1) +ay(l —y)
+ adyr(1 — y2) —ad(l — y2)

= —yB( — 1)’ —ad(y, — 1)’

< —min{yB. as}lly — y"|I>

Also gilt (8.2), weswegen gemil Satz 8.2 und Bemerkung 8.3(ii) alle Losungen mit An-
fangswert yo € N, gegen y* konvergieren. Da nun jedes y, € (0, 00)? fiir hinreichend
groBes 0 > 0 in N, liegt, folgt die Konvergenz gegen y* fiir alle Losungen im positiven
Quadranten.

13.4 Ubungen

Aufgabe 13.1 Erweitern Sie den passiven Schwingkreis aus Abschn. 13.1 gemif3 Abb. 13.8
um einen Widerstand R (fiir diesen gilt die charakterisierende Gleichung U = RI).
Stellen Sie die Differentialgleichung fiir den Strom und die Spannung iiber der Spule auf
und geben Sie ihre Losungen an.

Aufgabe 13.2 Implementieren Sie das Stormer-Verlet-Verfahren (13.7). Testen Sie es an
Molekiilmodellen (beginnen Sie dabei mit einem Molekiil aus zwei Atomen und nur dem
Bindungspotential). Vergleichen Sie das Verfahren numerisch mit dem expliziten Euler-
Verfahren und der Mittelpunktsregel fiir verschiedene Schrittweiten.

Aufgabe 13.3 Analysieren Sie die linearisierte Dynamik in der Nihe des Gleichgewichts
x* im Riuber-Beute-Modell (13.11) in Abhéngigkeit der Parameter a,b,c,d,e und f.
Welche qualitativ unterschiedlichen Situationen sind moglich?

Abb.13.8 Gedimpfter 1 R
Schwingkreis
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Aufgabe 13.4 Was lisst sich iiber die Dynamik des Modells (13.11) fiir den Fall aussagen,
dass x* nicht im ersten Quadranten liegt? Charakterisieren Sie die w-Limesmengen fiir
eine moglichst grole Menge von Anfangswerten.
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Anhang 14

141 Maple

MAPLE ist ein Computermathematiksystem, mit dem Probleme aus vielen Bereichen der
Mathematik computergestiitzt gelost werden kdnnen. MAPLE unterstiitzt sowohl die soge-
nannte symbolische als auch die numerische Rechnung. Angewendet auf Differentialglei-
chungen bedeutet die symbolische Rechnung, dass eine explizite Losungsformel durch
Anwendung von analytischen Losungstechniken — oder genauer durch Anwendung von
Algorithmen, die aus diesen entwickelt wurden — berechnet wird. Insbesondere konnen
solche Algorithmen basierend auf den Methoden aus Kap. 5 entwickelt werden. Die nume-
rische Berechnung hingegen benutzt die in Kap. 6 vorgestellten Verfahren, um Losungen
approximativ zu berechnen.

In diesem Anhang geben wir eine Einfiihrung in eine Auswahl von MAPLE-Routinen
zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen und der graphischen Darstellung der
Losungen. Da eine umfassende Einfiihrung leicht ein eigenes Buch fiillen wiirde, be-
schrinken wir uns auf die Erklidrung einiger grundlegender Methoden und geben im ab-
schlieBenden Abschnitt einige kurze Ausblicke auf weitere Funktionen. Zur weitergehen-
den Einfiihrung in MAPLE gibt es eine Vielzahl von Biichern und Internet-Seiten, z. B.
den Kurs des Rechenzentrums der Universitdt Bayreuth [1]. Speziell mit dynamischen
Systemen beschiftigt sich das Buch von S. Lynch [2].

Alle Beispiele wurden mit MAPLE 10.04 getestet und stehen unter http://www.dgl-
buch.de als Worksheets zum Download zur Verfiigung. Die hier im Buch abgedruckten
MAPLE-Eingaben sind im klassischen ,,Maple Notation“-Eingabeformat angegeben, da
dieses eine direkte Wiedergabe der einzugebenden Befehlsfolgen im Druck ermoglicht. In
MAPLE kann dieses Format unter dem Meniipunkt ,,Tools — Options — Display* durch
Auswahl von ,,Input Display: Maple Notation* ausgewéhlt werden. Alternativ konnen alle
Eingaben aber natiirlich auch in der ,,2-D Math Notation* eingegeben werden, sehen dann
am Bildschirm aber anders aus als hier im Druck.
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Grundlegendes

Um gewohnliche Differentialgleichungen mit MAPLE zu 16sen, miissen wir zuerst kli-
ren, wie man Differentialgleichungen und Anfangsbedingungen in MAPLE eingibt. Bevor
die folgenden Definitionen eingegeben werden, empfiehlt es sich, einmal die Anweisung
restart; auszufiihren, um alle bereits definierten Variablen zu 16schen.

Eingabe von Differentialgleichungen Um Differentialgleichungen mit MAPLE zu 16sen,
miissen diese zunichst eingegeben werden. Die dabei benotigten Ableitungen werden mit
der dif f-Anweisung definiert. Um sie spéter weiterverarbeiten zu konnen, wird die ge-
samte Gleichung einer Variablen zugewiesen.

Betrachten wir als erstes Beispiel die Gleichung

x(t) = x(1)%. (14.1)
Mit der MAPLE-Anweisung
> bspl := diff(x(t),t) = x(t)A2;

wird diese definiert und der Variablen bspl zugewiesen. Um mehrdimensionale Glei-
chungen einzugeben, werden diese als System eindimensionaler Gleichungen geschrie-
ben. Als Beispiel betrachten wir die lineare zweidimensionale Gleichung

[ o
x—|:_1 Oi|x. (14.2)

mit x = (x1, x2)T. Ausgeschrieben in zwei Gleichungen lautet diese

X1(1) = x2(1),  Xa(r) = —x1(0)

und genauso kann dieses zweidimensionale System mittels
>  bsp2 := diff(x1(t),t)=x2(t), diff(x2(t),t)=-x1(t);

eingegeben und der Variablen bsp2 zugewiesen werden.

Dariiberhinaus kann MAPLE auch Gleichungen hoherer Ordnung direkt verarbeiten,
ohne dass diese in ein System erster Ordnung (3.3) umgeformt werden miissen. Das Bei-
spiel (14.2) z. B. ist dquivalent zu

y(@) = —y(@) (14.3)

mit (x1, x2) = (¥, y). Gleichung (14.3) kann in MAPLE direkt als
>  bsp3 := diff(y(t),t,t) = -y(t);

eingegeben und der Variablen bsp3 zugewiesen werden.
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Zu beachten ist bei der Eingabe von Differentialgleichungen, dass das unabhingige
Argument (in der Notation dieses Buches also zumeist das #) stets mit eingegeben werden
muss. Dies erkennt man sofort an den — oben nicht explizit aufgefiihrten — Ausgaben
der entsprechenden MAPLE-Anweisungen in. Die fiir Gl. (14.1) durchgefiihrte Definition
liefert die Ausgabe

> bspl := diff(x(t), t) = x(t)A2;

4 _ 2
7" () =(x@)
wihrend bei der Eingabe ohne ,,+* die Ausgabe

>  bspl := diff(x, t) = xAn2;

0=x
erscheint: MAPLE leitet den nicht von ¢ abhiingigen Ausdruck ,.x“indiff (x, t) sofort

nach ¢ ab und liefert konsequenterweise ,,0* als Ergebnis.

Eingabe von Anfangsbedingungen Wollen wir ein Anfangswertproblem l6sen, so muss
zusitzlich eine Anfangsbedingung eingegeben und wiederum einer Variablen zugewiesen
werden. Dies kann eine ganz abstrakte Anfangsbedingung der Form x () = x, sein, die
fiir Gl. (14.1) als

> abl := x(t0) = x0;

eingegeben und der Variablen abl zugewiesen wird. Die Notwendigkeit dieser abstrakten
Definition wird im folgenden Abschnitt klar werden. Ebenso kann man aber auch konkrete
numerische Zahlenwerte benutzen, z. B.

> ablnum := x(1) = 10;

Fiir die Beispiele (14.2) und (14.3) geht dies analog, indem man die Dimension bzw.
Ordnung des Beispiels berticksichtigt. Wollen wir z. B. fiir Gl. (14.2) den abstrakten An-
fangswert x0=(x01,x02) zur Anfangszeit t0 definieren, so geht dies mit

> ab2 := x1(t0) = x10, x2(t0) = x20;
konkrete Zahlenwerte weist man mit
> ab2num := x1(0) = 5, x2(0) = 2;

zu. Um fiir Gl. (14.3) eine eindeutige Losung zu erhalten, muss man sowohl y () als auch
y(ty) festlegen, was fiir die abstrakten Werte y0, dy0 mittels

> ab3 := y(t0) = y0, D(y) (t0) = dy0;
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und fiir konkrete Zahlenwerte (die hier dquivalent zu x0= (x01,x02) fiir (14.2) gewihlt
werden) mit

> ab3num := y(0) =5, D(y) (0) = 2;

geschieht. Die hierbei verwendete Anweisung D (y) berechnet dhnlich wie das oben
verwendete diff (y (t), t) die Ableitung y. Wihrend aber diff (y (t) , t) den Aus-
druck y(¢) in Form eines MAPLE-Terms berechnet, liefert D(y) die Funktion ¢ +— y(¢)
in Form eines MAPLE-Operators. Damit ldsst sich die Anfangsbedingung der Ableitung
kompakter und intuitiver schreiben.

Analytische Losungen

In diesem Abschnitt wollen wir erldutern, wie die dsolve-Anweisung benutzt werden
kann, um gewohnliche Differentialgleichungen analytisch zu lsen. Fiir die computerge-
stiitzte analytische Losung gelten natiirlich die gleichen prinzipiellen Beschriankungen,
wie wir sie am Anfang von Kap. 5 skizziert haben. Allerdings kann die Fihigkeit des
Computers, viele verschiedene Methoden in sehr kurzer Zeit systematisch durchzuprobie-
ren, bei der Berechnung analytischer Losungen eine enorme Hilfe sein.

Die einfachste Form des Aufrufs zur Losung einer Differentialgleichung lautet fiir
(14.1)

> dsolve(bspl);

und liefert die Ausgabe
x(t) = (-t +_cn™!

Hier erkennt man die typische Struktur der Ausgabe dieser Anweisung: Die allgemeine
Losung wird abhiingig von einer Variablen _C1 dargestellt, die beliebige reelle Werte
annehmen kann. Ahnlich ist das bei den beiden anderen Gln. (14.2) und (14.3), bei denen
Ein- und Ausgabe wie folgt lauten:

> dsolve ({bsp2});

{xI(t) = _CIsin(t) + _C2 cos(t),
x2(t) = _Cl cos(t) — _C2 sin (1)}

und

> dsolve(bsp3);

y(t) = _CIlsin(t) + _C2 cos (¢)

Hier hdangen die Losungen nun von jeweils zwei Konstanten _C1 und _C2 ab. Zu
beachten ist, dass das Argument dgl2 von dsolve im Fall von (14.2) in geschweifte
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Klammern gesetzt werden muss. Der Grund dafiir ist, dass es sich hier um ein System
von zwei Gleichungen handelt, das auf diese Weise als ein einziges Argument an die
Routine iibergeben wird. Etwas uneinheitlich ist dabei die Ausgabereihenfolge der bei-
den Losungekomponenten in MAPLE impementiert; es kann vorkommen, dass die beiden
Losungskomponenten in umgekehrter Reihenfolge ausgegeben werden.

Um nun die Losung fiir eine gegebene Anfangsbedingung der Form x(z)) = xo zu
berechnen, miisste man nur noch _C1 bzw. _C1 und _C2 so berechnen, dass diese Be-
dingung erfiillt ist. Dies kann man aber MAPLE automatisch erledigen lassen, indem wir
die oben definierten ,,abstrakten* Anfangsbedingungen in den dsolve-Befehl einsetzen.
Fiir unsere drei Beispiele erhalten wir so

> dsolve({bspl,abl});

x0
x(t)= ———
1 —1x0 4 t0x0

> dsolve ({bsp2,ab2});

{xI (¢) = (cos (0) x20 + sin (t0) x10) sin ()

+ (—sin (#0) x20 + x10 cos (t0)) cos (t) ,
x2 (t) = (cos (10) x20 + sin (t0) x10) cos (t)

— (—sin (10) x20 4 x10 cos (t0)) sin (¢)}

> dsolve({bsp3,ab3},y(t));

y (1) = (y0 sin (t0) + cos (10) dy0) sin (¢)
+ (—sin (t0) dy0 + cos (10) y0) cos (t)

Die Anfangsbedingung wird bei der Ubergabe also mit der Differentialgleichung in ge-
schweiften Klammern zusammengefasst und so an dsolve iibergeben. Bei bsp3 wird
hier zudem mit dem weiteren Argument y (t) explizit festgelegt, nach welchem Term die
Losung aufgelost werden soll. Dies ist bei diesem Beispiel notwendig, damit MAPLE die
Differentialgleichung und die Anfangsbedingung auseinanderhalten kann, denn in beiden
treten hier ja Ableitungen auf. Bei bspl und bsp2 ist diese Angabe nicht notwendig,
da MAPLE hier selbst erkennt, nach welchem Term die Losung sinnvollerweise aufgelost
werden muss.

Wiederholen wir diese Anweisungen mit den entsprechenden numerischen Anfangsbe-
dingungen, so erhalten wir die zugehorigen Losungen mit den angegebenen Zahlenwerten
als Anfangsbedingung:

> dsolve ({bspl,ablnum}) ;

x(t)=—10 (107 —11)~"
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> dsolve ({bsp2,ab2num}) ;

{xI(t) =5cos(t)+2sin(t),x2(t) = —5sin(t) + 2 cos (¢) }

> dsolve({bsp3,ab3num},y(t));

y(t) =5cos(t) + 2 sin(t)

Wie geht MAPLE intern vor? Wir haben in Kap. 5 verschiedene Moglichkeiten kennen
gelernt, Losungen von Differentialgleichungen analytisch zu 16sen. Fiir lineare Differenti-
algleichungen haben wir bereits vorher in Kap. 2 gesehen, dass sich die Losungen explizit
iiber die Matrix-Exponentialfunktion berechnen lassen. Vereinfacht gesagt priift MAPLE
all diese Moglichkeiten — und noch viele mehr — beim Aufruf von dsolve systematisch
auf ihre Anwendbarkeit, um dann im Erfolgsfall die entsprechende Methode auszufiihren.
Welche Methoden MAPLE dabei probiert, kann man sehen, wenn man die Anweisung

> infolevel [dsolve] :=3;

eingibt. Diese bewirkt, dass dsolve bei allen nachfolgenden Ausfiihrungen detailliert
Auskunft iiber die gepriiften Methoden gibt — die Voreinstellung ist 1, damit werden kei-
nerlei Informationen ausgegeben. Wiederholen wir nach der Anweisung z. B. den Aufruf

> dsolve(bspl);

so erhalten wir die Ausgabe:

Methods for first order ODEs:
- Trying classification methods ---
trying a quadrature
trying lst order linear
trying Bernoulli
<- Bernoulli successful

x(t)=—@—_cI)!

Zuerst wird also die Quadratur ausprobiert, d. h. es wird getestet, ob sich die Gleichung
— gegebenenfalls nach Umformungen — durch einfaches Integrieren (also durch Quadra-
tur) des Vektorfeldes geldst werden kann. Dies kann funktionieren, wenn die rechte Seite
nur von einer der beiden Variablen ¢ oder x abhingt, scheitert aber oft daran, dass keine
Stammfunktion gefunden werden kann, was offenbar auch hier der Fall ist. Als zweites
wird gepriift, ob die Gleichung linear ist, was hier ebenfalls nicht zutrifft. Als drittes wird
getestet, ob die eingegebene Gleichung eine Bernoulli-Differentialgleichung ist. Dies ist
hier der Fall, weswegen diese Losungsmethode hier angewendet wird. Weitere Methoden,
die MAPLE zur Losung probiert sind z. B. die Ermittlung von Symmetrien des Vektorfel-
des, Losungsformeln fiir homogene Gleichungen oder Gleichungen vom d’ Alembertschen
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Typ und viele mehr. Eine ausfiihrliche Ubersicht findet sich auf der Hilfe-Seite zur An-
weisung odeadvisor, vgl. auch Abschn. 14.1.

Im Zusammenhang mit der dsolve-Routine sollte darauf hingewiesen werden, dass
MAPLE jedes nicht weiter definierte Symbol standardmaBig als komplexe Zahl behandelt.
Beim Losen einer reellen gewohnlichen Differentialgleichung kann das dazu fiihren, dass
die berechnete Losung nicht so weit vereinfacht werden kann, dass eine allgemeine Lo-
sung ausgegeben werden kann. Als Beispiel betrachte die Gleichung

x(t) =x@1)* —x()

aus Beispiel 5.9. Mit
>  dgl := diff(x(t),t)=x(t)A3-x(t);
> ab:= x(t0)=x0;
> dsolve({dgl,ab},x(t));

erhdlt man kein Ergebnis, da sich die aus der Methode fiir Bernoulli-Gleichungen erge-
bende allgemeine Losungsformel nicht weit genug vereinfachen lésst. Dies sieht man z. B.
indem man die Anfangsbedingung weglisst, da dann eine Losung ausgegeben wird. Eben-
so kann man durch Heraufsetzen von infolevel [dsolve] sehen, dass die Gleichung
korrekt als Bernoulli-Gleichung erkannt wird.

Abhilfe schafft hier die explizite Angabe, dass die Gleichung als reell zu 16sen ist, was
mit der nachgestellten Anweisung assuming real realisiert wird. Folgerichtig liefert
der Aufruf

> dsolve({dgl,ab},x(t)) assuming real;

mit

\/— (—x0%20 — 21 4 €21x0%) €210x0

x(0) =~ —x0%e210 — @21 4 21 x(?

die richtige allgemeine Losung.

Numerische Losungen

Numerische Losungen werden in MAPLE ebenfalls mit dsolve berechnet, indem der
Anweisung die Option numeric iibergeben wird.

Die numeric Option Fiir das Beispiel (14.1) erhédlt man mit der numeric-Option >

numlsgl:=dsolve ({bspl,ablnum}, numeric);
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die Ausgabe
numlsgl := proc(x_rkf45) ... end proc

Dies erscheint auf den ersten Blick unverstindlich, ist aber leicht erklirt: Der Variablen
numlsgl werden hier keine Zahlenwerte sondern eine Berechnungsvorschrift zugewie-
sen, die wie jede andere MAPLE-Funktion ausgewertet werden kann. Um z. B. den nume-
risch berechneten Wert an der Stelle ¢ = 0 zu erhalten, gibt man ein:

>  numlsgl(0);

[t = 0,0, x (t) = 0,909091248236105320]

Fiir die beiden anderen Beispiele lauten die Aufrufe und Ausgaben entsprechend
> numlsg2:=dsolve ({bsp2,ab2num}, numeric):

>  numlsg2(0);

[t = 0,0,xI (t) = 5,0,x2 () = 2.0]
und
> numlsg3:=dsolve ({bsp3,ab3num},numeric) :

> numlsg3(0);

d
[t=0,0,y @) =50, Ey (t) =2,0]

Bei der Gleichung zweiter Ordnung wird hier also nicht nur der Wert sondern auch
die Ableitung im gewdhlten Zeitpunkt ausgegeben. Bei der Definition von numlsg2 und
numlsg3 haben wir hier einen Doppelpunkt ans Ende der Anweisung gesetzt, wodurch
die Ausgabe unterdriickt wird.

Intern wird der numerische Algorithmus zur Berechnung der Losung bei jeder Aus-
wertung neu ausgefiihrt, was bei vielen aufeinanderfolgenden Auswertungen recht lange
Rechenzeiten nach sich ziehen kann. Alternativ kann daher die range-Option iibergeben
werden, mit der ein Intervall von #-Werten festgelegt wird, auf dem die Losung berechnet
wird. Mit

> numlsgl_range:=dsolve ({bspl,ablnum}, numeric,
range = -10..1):

wird die Losung auf einem Gitter 7~ vorausberechnet, das den angegebenen Bereich — hier
also ¢t € [—10, 1] — abdeckt. Bei jeder Auswertung wird der gewiinschte Wert dann durch
Interpolation aus den gespeicherten Werten in den Gitterpunkten berechnet.
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Weitere Ausgabeformate Neben der standardmiBigen Definition der Losung als aus-
wertbarer Algorithmus gibt es viele weitere Moglichkeiten der Ausgabe der Losung, die
mit der Option output gewihlt werden konnen und von denen wir hier zwei besprechen
wollen.

Zum Beispiel ist es moglich, die Losung der Differentialgleichung mit dsolve direkt
fiir eine Menge vorgegebener Zeiten auszuwerten. Dies erreicht man, indem man dsolve
mit der output-Option wie folgt ein Array mit Zeiten {ibergibt:

> dsolve ({bsp2,ab2num}, numeric,
output=array([0,0.25,0.5,0.75,1]1));

[t,xI(t),x2()]

0.0 5,0 2,0

0,2500000000
0,5000000000

0,7500000000

5,3393701809
5,346764055

5,021722044

0,7008049215
—0,6419626068

—1,944816217

1,0 4,384453794  —3,126750498

Eine weitere Variante ist, die berechnete Funktion als eine stiickweise definierte
MAPLE-Funktion auszugeben. Dazu wird output=piecewise und zusitzlich mittels
range ein Bereich iibergeben, also z. B.

> dsolve({bspl,ablnum}, numeric, output=piecewise,
range=0..0.2);

undefined t <0,0

0,9069526370 + 0,9085562153 ¢
+0,8661496472 (1 — 0,05088529784)2
+0,8294192240 (1 — 0,05088529784)°

+0,7659454715 (¢ — 0,05088529784)*, 1 < 0,1017705956

t=t,x(t)=
0,8854291406 + 1,114621428 ¢

+1,177021463 (1 — 0,1528157176)>
+1,249739507 (1 —0,1528157176)°

+1,271889983 (t —0,1528157176)* 1<02

undefined otherwise

Die approximative Losung wird so als stiickweise definierte Funktion zuriickgegeben, de-
ren Abschnitte gerade Polynome vierten Grades sind. Der Grad vier wird dabei gewihlt,
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da Polynome vierten Grades eine Approximation fiinfter Ordnung auf jedem Teilinter-
vall liefern und damit zwischen den Gitterpunkten die gleiche Genauigkeit liefern wie
das verwendete Runge-Kutta Verfahren der Konvergenzordnung fiinf, vgl. den folgenden
Abschnitt.

Numerische Schemata Das numerische Standardschema in MAPLE ist das Runge-Kutta-
Fehlberg-Verfahren rk£45, ein eingebettetes explizites Runge-Kutta-Verfahren mit Kon-
sistenzordnungen 4 und 5. Die Schrittweite wird gemif} der in Abschn. 6.5 beschriebenen
Methode gesteuert: sie wird in jedem Schritt so gewihlt, dass der geschétzte lokale Fehler
eine Fehlerschranke der Form

|X(ti11) —x(t + his t;, X(1))|| < abserr 4+ relerr - || X))l (14.4)

erfiillt!, wobei die Werte abserr und relerr optional vorgegeben werden konnen.
Defaultwerte fiir rkf45 sind abserr = 107 und relerr = 1079,

Fiir steife Differentialgleichungen bietet MAPLE als weiteres Standardschema das
Rosenbrock-Verfahren an, ein eingebettetes implizites Runge-Kutta-Verfahren mit Kon-
sistenzordnungen 3 und 4. Mit der Option stiff = true wird auf dieses Verfahren
umgeschaltet.

Uber diese Standardschemata hinaus sind in MAPLE eine ganze Reihe weiterer Ver-
fahren implementiert, die mit der Option method ausgewihlt werden konnen. Einen
Uberblick gibt die Hilfeseite, die mit ?dsolve, numeric aufgerufen wird. An die-
ser Stelle sei nur noch auf das explizite Euler-Verfahren hingewiesen, das in MAPLE mit
der Option method = classical [foreuler] ausgewidhlt wird. Dieses Verfahren
verwendet keine Schrittweitensteuerung sondern eine konstante Schrittweite, die mit der
Option stepsize ausgewdhlt wird. Ein Beispielaufruf fiir (14.1) lautet

> numlsg_euler:=dsolve ({bspl,ablnum}, numeric,
method=classical [foreuler], stepsize=0.01);

Grafische Darstellung der Losungen

Eine wesentliche Stérke der computergestiitzten Losung von Differentialgleichungen — sei
es analytisch oder numerisch — ist die Moglichkeit, die erhaltenen Ergebnisse sofort gra-
phisch darzustellen. Hier beschreiben wir, wie das in MAPLE gemacht wird. Alle mit den
Methoden dieses Abschnittes erzeugten Grafiken konnen dabei durch Anklicken mit der
rechten Maustaste meniigesteuert nachtriglich modifiziert und in verschiedenen Formaten
exportiert werden.

I Beachte, dass nur der geschadtzte lokale Fehler diese Schranke einhélt. Auch wenn diese Verfahren
im Allgemeinen recht zuverlidssige Ergebnisse liefern, ist eine rigorose Einhaltung der Schranke
durch den tatsdchlichen Fehler nicht gewihrleistet.
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Darstellung analytischer Losungen Da analytische Losungen als iibliche MAPLE-
Ausdriicke geliefert werden, konnen die Standardgrafikanweisungen plot und plot3d
zu ihrer graphischen Darstellung verwendet werden. Wir veranschaulichen den Gebrauch
dieser Routinen anhand unserer Beispiele (14.1) und (14.2), also bspl und bsp2.

Zunichst miissen wir die Losungsausdriicke an Variablen zuweisen, um diese dann
plotten zu konnen. Fiir bspl geschieht dies mittels

> lsgl:=dsolve({bspl,ablnum}) ;

Isgl := x (t) = —10 (10t — 11)~!

> xt := rhs(lsgl);

xt:=—10 (107 — 11)7!

Damit wird zunichst die Losungsgleichung der Variablen 1sgl zugewiesen und dann die
rechte Seite der Gleichung (rhs = right hand side) der Variablen xt. Diese kann nun
mittels

> plot(xt,t=-10..1);

auf einem ausgewihlten Intervall (hier [—10, 1]) graphisch dargestellt werden. Das Ergeb-
nis ist

Trrr T T T Te0
-100  -75 -5,0 25 0,0
t

Fiir das zweidimensionale Beispiel bsp2 funktioniert dies dhnlich, allerdings miissen
hier die rechten Seiten der beiden Losungsgleichungen separat an Ausdriicke x1t und
x2t zugewiesen werden. Dies geschieht mittels
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> lsg2:=dsolve({bsp2,ab2num}) ;

Isg2 :={xI(t) =2 sin(t) + 5 cos(t),x2 (1) =2 cos () — 5 sin(¢)}

> xlt:=rhs(lsg2[1]); x2t:=rhs(1lsg2[2]);

xIt :=2sin(¢) + 5 cos ()
x2t ;=2 cos (t) — 5 sin (¢)

Hier kann die oben bereits erwihnte Eigenart von MAPLE, die Losungskomponenten
gelegentlich in umgekehrter Reihenfolge auszugeben, Probleme bereiten. Passiert dies, so
miissen die Definitionen von x1t und x2t vertauscht werden.

Im zweidimensionalen gibt es nun verschiedene Moglichkeiten, die Losung darzustel-
len. Die erste besteht darin, die beiden Komponenten der Losung als Funktionen in ¢ in
eine Grafik zu plotten. Dies geschieht mittels?

> plot([xlt, x2t], t=0..10, color=[red, blue],
style=[point, line], thickness=[1,2],

numpoints=200) ;

Die beiden Losungen werden innerhalb einer eckigen Klammer (also als eine MAPLE-
Liste) an plot iibergeben. Zudem nutzen wir hier noch einige Optionen, die die Farbe
(color), den Zeichenstil (style), die Dicke der Linie (thickness) und die Auflo-
sung iiber die Anzahl der Punkte (numpoints) festlegen. Hierbei erhalten beide Kurven

2 Verschiedene Farben sind hier und im Folgenden in Graustufen gedruckt.
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unterschiedliche Optionen, wenn die zugehdrigen Parameter ebenfalls als Listen iiberge-
ben werden (wie hier bei color, style und thickness). Wird nur ein Parameter fiir
eine Option tibergeben (wie hier bei numpoints), so gilt diese fiir alle Kurven. Zu be-
achten ist hier, dass numpoints nicht nur bei der expliziten Verwendung von point
als Stil wirksam ist, sondern auch die Auflosung bei der Darstellung der Linie beeinflusst,
was niitzlich sein kann, wenn die Standardauflosung in MAPLE zu grobe Plots erzeugt.

Will man mehrere verschiedene Losungskurven mit vielen Optionen in einer Grafik
darstellen, so kann es sehr uniibersichtlich sein, diese in eine einzelne plot-Anweisung
zu schreiben. In diesem Fall kann man die Kurven alternativ separat mit plot erzeugen,
jeweils einer Variablen zuweisen und dann mittels plots [display] in eine Grafik
plotten. Fiir die obige Grafik lautet diese alternative Anweisungsfolge

> kurvel:=plot(xlt, t=0..10, color=red, style=point,
thickness=1, numpoints=200):
kurve2:=plot (x2t, t=0..10, color=blue, style=line,
thickness=2, numpoints=200):

plots[display] (kurvel, kurve2) ;

Die zweite Moglichkeit der Darstellung der Losungen ist das Phasenportrait, in dem
die Losungskurve {(x;(¢), x2(¢))T |t € [t1.1:]} C R? geplottet wird. Dies geht in MAPLE
(hier mit #;, = O und t, = 10) mit

> plot([xlt, x2t, t=0..10]);

und erzeugt die Grafik
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Auch hier konnen natiirlich nach Wunsch die oben beschriebenen Optionen angewen-
det werden.

Die letzte Moglichkeit ist die dreidimensionale Darstellung der Losungskurve
{(t.x1(t), x2()T |1 € [t1.12]} C R3, die mit

> plot3d([t,x1t,x2t],t=0..20,x=-1..1,grid=[100,2],
axes=boxed, labels=["t","x1", "x2"],

orientation=[-111,67], thickness=2);

das Bild

erzeugt. Da plot3d eigentlich zur Darstellung zweidimensionaler Flichen im R3 dient,
wurde hier ein kleiner Trick angewendet, um die in den R? eingebettete eindimensionale
Losungskurve zu zeichnen: es wurde eine nicht verwendete Variable x als zweite Dimen-
sion iibergeben. Die Option grid=[100, 2] spielt hier die Rolle von numpoints in
plot, wobei hier nur die erste Dimension (also 7) fein aufgelost werden muss, da die
Kurve von der zweiten (also der ,kiinstlichen Variablen“ x) ja gar nicht abhéngt. Die
axes- und label-Optionen bestimmen das Aussehen und die Beschriftung der Achsen,
orientation=[-111,67] legtdie Drehung der Grafik im Raum fest (diese kann am
Bildschirm mit der Maus geédndert werden) und thickness bestimmt wie in plot die
Dicke der Kurve.

Darstellung numerischer Losungen Zur graphischen Darstellung der mittels dsolve
mit der Option numeric berechneten numerischen Losungen steht im plots-Paket von
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MAPLE mit odeplot eine eigene Routine zur Verfiigung. Diese kann nach Aktivierung
des Pakets mittels with (plots) direkt mit odeplot aufgerufen werden, alternativ
kann sie nach den MAPLE-Konventionen auch ohne Aktivierung des Paketes mit der Lang-
form plots [odeplot] aufgerufen werden?. Im Folgenden setzen wir voraus, dass die
Anweisung with (plots) bereits ausgefiihrt wurde.

Fiir das eindimensionale Beispiel bsp1 kann die graphische Darstellung nun wie folgt
erzeugt werden

> numlsgl:=dsolve ({bspl,ablnum}, numeric,

range=-10..1) :

> odeplot (numlsgl, numpoints=200) ;

[TTT T T T T T TTT T[T T TT[To
-100  -75 -5,0 25 0,0
t

Hier wurde das Zeitintervall bereits in dsolve mittels range=-10..1 fest-
gelegt, alternativ kann der Zeitbereich auch in odeplot mittels odeplot
(numlsgl, -10..1,numpoints=200) ; definiert oder abgedndert werden. Die
Option numpoints=200 bestimmt wie in plot die Auflosung der Grafik. Falls eines
der beiden Standardverfahren rk£45 oder Rosenbrock verwendet und in dsolve die
range-Option benutzt wurde, kann die Auflosung alternativ mit refine festgelegt
werden: die Option ref ine=2 z. B. verdoppelt die Auflosung der Grafik.

Mit odeplot konnen auch animierte Darstellungen der Losung erzeugt werden. Er-
weitert man den obigen Aufruf zu

3 Fiir die oben bereits angesprochene di splay-Anweisung gilt das Gleiche.
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> odeplot (numlsgl,numpoints=200, frames=20) ;

so erhilt man eine Animation, die man nach Anklicken der Grafik iiber die Steuerelemente
in der Kopfzeile von MAPLE starten kann.

Fiir hoherdimensionale Beispiele wird neben der numerischen Losung fiir jede zu
zeichnende Kurve in einer Liste (also in einer in MAPLE durch eckige Klammern zu-
sammengefassten Menge von Variablen) angegeben, welche Grolen der Gleichung in
Abhingigkeit von welcher anderen Grofle gezeichnet werden sollen. Sollen Optionen
wie z.B. color oder style nicht fiir alle Kurven sondern nur fiir eine Kurve gelten,
werden diese mit in die entsprechende Liste geschrieben (dies ist anders als bei der plot-
Anweisung). Sollen mehrere Kurven gezeichnet werden, werden die so erstellten Listen
schlieBlich in einer weiteren Liste zusammengefasst. Das so erhaltene Konstrukt wird
dann als zweites Argument an odeplot libergeben.

Wir illustrieren dies an unserem zweidimensionales Beispiel bsp2. Mit

> numlsg2:=dsolve ({bsp2,ab2num}, numeric,

range=0..20) ;

> odeplot (numlsg2, [[t,x1(t),color=blue,style=point],

[t,x2(t),color=red,style=linell,
0..10, numpoints=200) ;
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erhiélt man die Darstellung von x; (z) und x,(¢) in Abhingigkeit von ¢. Die Phasenportrait-
Darstellung erzeugt man mit

> odeplot (numlsg2, [x1(t),x2(t)]1,0..7);
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und die dreidimensionale Darstellung mit

> odeplot (numlsg2, [t,x1(t) ,x2(t)],refine=2, axes=boxed,
labels=["t","x1","x2"] ,orientation=[-111,70],

thickness=2);
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Weitere Routinen

Wie eingangs bereits erwihnt kann dieser Abschnitt nur eine kleine Auswahl der Mog-
lichkeiten von MAPLE zur Losung und Behandlung von Differentialgleichungen erldutern.
Wir hoffen, dass die bis hier behandelten Themen einen Einstieg erm&glichen und dazu
motivieren, sich die weiteren Moglichkeiten von MAPLE durch Studium der sehr ausfiihr-
lichen Hilfe-Seiten oder weiterer Literatur selbst zu erarbeiten. Im Folgenden geben wir
noch einige Anregungen dazu.

Interaktiver Modus von dsolve Die dsolve-Anweisung bietet neben den hier be-
schriebenen Aufrufen innerhalb eines Worksheets auch eine interaktive Benutzeroberfla-
che, mit der meniigesteuert auf praktisch alle Funktionalititen inklusive der graphischen
Darstellung zugegriffen werden kann. Der Aufruf lautet z. B. fiir bsp1

> dsolvelinteractive] ({bspl, ablnum}) ;

es ist aber auch moglich, die Oberfliche ganz ohne vorab definierte Gleichungen mittels
dsolve[interactive] () ; aufzurufen und Differentialgleichung und Anfangsbe-
dingung interaktiv einzugeben. Mittels der Meniipunkte ,,solve numerically und ,,solve
symbolically” kommt man in die entsprechenden Untermeniis, in denen die Losung be-
rechnet und graphisch dargestellt werden kann. In diesen Fenstern kann man mit dem
Meniipunkt ,,On Quit Return ...* auswihlen, was nach Beendigung mittels ,,Quit* im
Worksheet ausgegeben werden soll. Beispielsweise gibt die Auswahl ,,On Quit Return
Maple Commands* nach dem Schliefen der Oberfliche alle MAPLE-Anweisungen aus,
die intern innerhalb der Oberflache ausgefiihrt wurden und erlaubt so, die interaktiv durch-
gefiihrten Berechnungen im Worksheet nachzuvollziehen.

Das DEtools-Paket Das DEtools-Paket liefert iiber die bereits vielfaltigen Moglich-
keiten des dsolve-Befehls hinaus eine grole Anzahl weiterer Routinen zur analytischen
Behandlung und graphischen Darstellung gewohnlicher Differentialgleichungen. Insbe-
sondere finden sich dort auch viele Routinen, bei denen nicht alleine die Berechnung von
Losungen im Vordergrund steht. Wie bei allen MAPLE-Paketen stehen die Routinen nach
Eingabe von with (DEtools) ; zur Verfiigung. Im Folgenden stellen wir einige dieser
Routinen kurz anhand von Beispielen vor.

dfieldplot ist eine Routine mit der zweidimensionale Vektorfelder mit Pfeilen dar-
gestellt werden konnen. Wir illustrieren die Routine anhand unserer Pendelgleichung ohne
Reibung (1.5), die wir in MAPLE eingeben als

> pendel := diff (x1(t),t)=x2(t),
diff (x2(t),t)=-9.81l*sin(x1(t));
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Der Aufruf fiir das Phasenportrait lautet dann

>

dfieldplot ([pendel], [x1(t),x2(t)], t=0..1,
x1=-3.2..3.2, x2=-8..8);

und liefert das Bild
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Beachte, dass aus syntaktischen Griinden ein Bereich fiir ¢ angegeben werden muss,
auch wenn das Vektorfeld wie hier gar nicht von ¢ abhéngt.
phaseportrait ist eine Erweiterung von dfieldplot und erlaubt zusitzlich
die gleichzeitige Darstellung von Losungen fiir mehrere Anfangswerte in Form eines
Phasenportraits. Diese Losungen werden intern mit den bereits beschriebenen Routinen
numerisch berechnet. Fiir das Pendel mit den Anfangswerte (0, 6,2)™ und (0, 2)" erhalten
wir

>

phaseportrait ( [pendell], [x1(t),x2(t)], t=0..7,
[[x1(0)=0,x2(0)=6.2], [x1(0)=0,x2(0)=2]11,
x1=-3.2..3.2, x2=-8..8,

stepsize=0.01,

linecolor=black) ;) ;
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Zu beachten ist hier, dass die Auflosung der Losungskurven durch stepsize
und nicht wie bei plot oder odeplot mit numpoints gewihlt wird. Ohne An-
gabe eines hinreichend kleinen Wertes fiir stepsize tendieren die Ausgaben von
phaseportrait dazu, etwas ,ruckelig” auszusehen. Sollen die Losungen eines Pha-
senportraits ohne Pfeile ausgegeben werden, muss die Option arrows=none angegeben
werden. Neben phaseportrait existiert noch die Routine DEplot, die aber im
Wesentlichen dquivalent zu phaseportrait ist.

odeadvisor bietet eine Moglichkeit, den Typ einer Differentialgleichung zu erken-
nen. Die Beschreibung der von MAPLE verwendeten Klassifizierung kann iiber die Hilfe-
Seite im Detail eingesehen werden. Beispielsweise sind Bernoulli-Differentialgleichungen
ein Typ der Klassifizierung, wie das folgende Beispiel fiir die allgemeine Bernoulli-
Gleichung (5.12) zeigt.

> dgl := diff (x(t),t)=a(t)*x(t)+b(t)*x(t)ralpha;

> odeadvisor (dgl) ;
[_Bernoulli)

intfactor findet integrierende Faktoren fiir nicht exakte Differentialgleichungen.
Fiir die gerade definierte Bernoulli-Gleichung dgl erhalten wir damit

> intfactor(dgl);

e(otfl)j'a(t)dl (X (l))fot

also bis auf einen konstanten Vorfaktor genau (5.13).
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firint schlieflich findet Stammfunktionen exakter Differentialgleichungen. Der Na-
me erinnert an ,.erstes Integral (,,first integral®), das in unserem Buch eine andere Bedeu-
tung hat, welche aber eine enge Beziehung zu den Stammfunktionen besitzt, vgl. dazu
die Diskussion zur Berechnung erster Integrale nach Satz 5.11. Multipliziert mit dem
durch intfactor (dgl) berechneten integrierenden Faktor ist dgl exakt, weswegen
intfactor (dgl) xdgl eine Stammfunktion besitzt. Diese wird berechnet durch

> firint(intfactor (dgl) *dgl) ;

(X (l))fotJrl e(otfl)fa(t)dl

—/b ()e@ DJewdigr L c1=0
a—1 -

14.2 Matlab

MATLAB ist ein auf numerische Rechnungen spezialisiertes Computermathematiksystem.
Die Urspriinge von MATLAB (= ,,matrix laboratory*) liegen in der Matrizenrechnung und
der numerischen linearen Algebra, allerdings stehen seit geraumer Zeit auch vielféltige
und sehr leistungsfidhige Algorithmen zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen
in MATLAB zur Verfiigung. Ebenfalls bietet MATLAB Erweiterungen (sogenante Toolbo-
xes) an, in denen symbolische Methoden zur Verfiigung stehen, diese sind jedoch weniger
komfortabel zu bedienen als in MAPLE, weswegen wir uns hier auf die Beschreibung der
numerischen Routinen beschrinken. In diesem Bereich sind die Routinen in MATLAB
unserer Erfahrung nach zumeist schneller als in MAPLE, zudem ist die Implementie-
rung niher an den numerischen Algorithmen, deren Funktionsweise dadurch transparenter
wird.

Alle im Folgenden aufgefiihrten Beispiele wurden mit MATLAB 7.2.0.294 (R2006a) ge-
testet und stehen im Internet unter unter http://www.dgl-buch.de als M-Files zum Down-
load zur Verfiigung. Zur weitergehenden Einfiihrung in MATLAB gibt es viel Literatur, wie
z.B. der MATLAB-Guide von D. und N. Higham [3] oder das Skript von J. Behrens und
A. Iske [4]. Speziell mit dynamischen Systemen und MATLAB beschiiftigt sich das Buch
von S. Lynch [5].

Grundlegendes

M-Files Im Gegensatz zu MAPLE, in dem die Operationen zumeist interaktiv in Work-
sheets ausgefiihrt und als solche gespeichert werden, dhnelt MATLAB mehr einer Pro-
grammiersprache, in der die einzelnen Funktionen in kleinen Programmdateien, den so-
genannten M-Files implementiert werden. Auch wenn in MATLAB viele Definitionen auch
interaktiv im Kommandofenster (Command Window) durchgefiihrt werden konnen (was
in etwa der Vorgehensweise in MAPLE entspricht), ist es meist einfacher und bequemer,
alle wesentlichen Definitionen in M-Files vorzunehmen.


http://www.dgl-buch.de
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Nach dem Start von MATLAB wird der M-File Editor mit File->New->M-File
oder durch Offnen eines bestehenden M-Files mittels File->0Open geoffnet. In einem
M-File kann nun entweder eine Folge von Anweisungen eingegeben werden oder es
konnen ein oder mehrere MATLAB-Funktion mit Ein- und Ausgabeparametern definiert
werden. Im ersten Fall spricht man von einem Skript, im zweiten von einer Funktion.
Speichert man das M-File eines Skripts z. B. unter dem Namen meinmfile.m, so kann
es im Command Window oder von einem anderen M-File aus einfach durch Eingabe von
meinmfile — gegebenenfalls mit Funktionsparametern — aufgerufen werden.

Wichtig ist dabei, dass MATLAB das Verzeichnis ,kennt”, in dem meinmfile.m ab-
gelegt ist. Dies kann am einfachsten dadurch erreicht werden, dass dieses Verzeichnis im
Adressfenster in der rechten Hilfte der Kopfzeile eingegeben wird. Diese Methode hat
aber den Nachteil, dass MATLAB das Verzeichnis bei Eingabe eines neuen Verzeichnisses
oder nach einem Neustart wieder ,,vergisst®. Soll sich MATLAB das Verzeichnis dauerhaft
merken, so muss dieses unter File->Set Path dem sogenannten Pfad (Path) hinzu-
gefiigt werden. Wird der Pfad anschlieend im Set Path-Menu mit save gespeichert,
so ist das angegebene Verzeichnis auch nach einem Neustart von MATLAB bekannt.

Mathematische Operatoren In MATLAB gibt es fiir Multiplikation, Division und Poten-
zieren je zwei verschiedene Varianten, nimlich axb, a/b und a"b sowie a. xb, a. /b
und a . "“b. Dies macht dann einen Unterschied, wenn es sich bei a und/oder b um Vek-
toren oder Matrizen handelt: im ersten Fall wird nidmlich stets versucht, entsprechende
Matrizenoperationen durchzufiihren, wihrend die mit dem Punkt versehenen Operationen
stets komponentenweise zu verstehen sind. Wenn nicht explizit Matrizenrechnung ver-
wendet werden soll, empfiehlt es sich in MATLAB stets, die mit dem Punkt versehenen
Operatoren zu verwenden.

Eingabe von Differentialgleichungen Nun kommen wir zur eigentlichen Implementie-
rung von Differentialgleichungen in MATLAB. Wir betrachten dazu die bereits aus den
MAPLE-Beispielen bekannten Gln. (14.1)

X(t) = x(t)?
mit x(¢) € R und (14.2)

| o1

-1 0

mit x(z) € R?. Da Gleichungen héherer Ordnung in MATLAB nicht direkt eingegeben
werden konnen, betrachten wir Gl. (14.3) hier nicht.
Zur numerischen Losung dieser Gleichungen in MATLAB werden die zugehorigen Vek-
torfelder f, also
ft,x) =x? (14.5)
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_ 0 1 _ X2
ftx) = [ 1o ]x— [ . } (14.6)

als MATLAB-Funktionen in jeweils einem M-File eingegeben. Fiir (14.5) leistet dies das
folgende M-File bspl_f .m:

und

function y = bspl_f (t,x)
Yy = X.A2;

Vom Command Window aus kann die Funktion nun z. B. mit bsp1_f (0, 3) aufge-
rufen werden, was die Ausgabe ans = 9 erzeugt.

Die lediglich zwei Zeilen der Funktion haben die folgende Bedeutung: Die erste Zeile
legt fest, dass hier eine MATLAB-Funktion mit Namen bspl_f definiert wird, die zwei
Eingabeparameter ¢ und x und einen Ausgabeparameter y besitzt. In der zweiten Zeile
wird dann die Rechenregel fiir y = f(¢, x) definiert.

Hierbei sind verschiedene Sachen zu beachten:

e Der Name bspl_f taucht hier zweimal auf, ndmlich zum einen im Dateinamen des
M-Files und zum anderen in der Deklaration der Funktion. Diese beide Namen soll-
ten iibereinstimmen, tun sie das aber nicht, gibt es keine Fehlermeldung. Statt des-
sen ist in diesem Fall der Dateiname ausschlaggebend: Eine Funktion, die im M-File
funktionl.m gespeichert ist, die in der Deklaration aber z. B. funktion2 heifit,
kann nur unter dem Namen funktionl aber nicht mit funktion?2 aufgerufen wer-
den.

e In einem M-File konnen verschiedene Funktionen nacheinander deklariert werden, da-
bei ist aber nur die erste ,,nach auflen* sichtbar, die weiteren konnen nur innerhalb
dieses M-Files verwendet werden.

e Auch wenn das Vektorfeld — wie hier — nicht von ¢ abhéingt, muss es immer als Funktion
in den zwei Variablen ¢ und x deklariert werden, da ansonsten das Zusammenspiel
mit den Differentialgleichungslosern in MATLAB nicht funktioniert. Die Zeitvariable ¢
ist hierbei immer eindimensional, der Zustand x kann ein Vektor sein, vgl. die unten
stehende Funktion fiir das Vektorfeld (14.6).

Fiir unser zweites Beispiel (14.6) lautet das entsprechende M-File bsp2_ f . m:

function y = bsp2_f (t,x)
y = zeros(2,1);

1) = x(2);
v(2) = -x(1);

Statt der eindimensionalen Ein- und Ausgabeparameter x und y haben wir es nun mit
Vektoren zu tun, deren Komponenten in MATLAB mittels Indizes in runden Klammern
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angesprochen werden. Zudem muss hier vor der Zuweisung der Werte die Anweisungy =
zeros (2, 1) ; stehen, damit die Variable y korrekt als zweidimensionaler Spaltenvektor
definiert wird. In MATLARB ist ein solcher Spaltenvektor dquivalent zu einer 2 x 1 Matrix,
welche mit der Anweisung zeros (2, 1) (mit Nulleintrdgen) erzeugt wird.

Numerische L6sungen

Der Standardloser ode45 Die Standardroutine zur Losung gewohnlicher Differential-
gleichungen in MATLAB ist die Routine ode45, hinter der sich ein von Dormand und
Prince vorgeschlagenes Verfahren verbirgt, ndmlich ein eingebettetes explizites Runge-
Kutta-Verfahren mit Konsistenzordnungen 4 und 5. Beim Aufruf miissen der Funktions-
name des Vektorfeldes mit vorangestelltem ,,@“, das Zeitintervall, auf dem die Gleichung
gelost werden soll, sowie die Anfangsbedingung angegeben werden. Als Ergebnis liefert
die Routine das per Schrittweitensteuerung erzeugte Zeitgitter 7 = (fo, 11, . . .), auf dem
die Gleichung gelost wurde, und die approximativen Losungswerte X(z;) an den Gitter-
punkten. Fiir unser erstes Beispiel (14.5) lautet der Aufruf zu Losung der Gleichung auf
dem Intervall [0, 1] mit Anfangswert x(0) = 0,5

ode4s (@bspl_f, [0, 1], 0.5)

Wird dieser Befehl in dieser Form im Command Window eingegeben, so erzeugt MAT-
LAB automatisch die folgende grafische Darstellung der Losung.

1

0.9F

0.8r

0.7f

0.6}

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Das hier sichtbare Gitter entspricht dem bei der Berechnung von der Schrittweiten-
steuerung verwendeten Gitter, das aber fiir die grafische Darstellung vierfach verfeinert
wurde, d. h. zwischen je zwei Berechnungspunkte wurden in der Ausgabe je drei weitere
Punkte gesetzt. Diese Verfeinerung kann man mit der ref ine-Option steuern, wie un-
ten im Abschnitt ,,Optionen‘ beschrieben. Alternativ kann man statt des Intervalls [0, 1]
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ein Gitter vorgeben, was bewirkt, dass die approximierten Losungswerte an diesen Git-
terpunkten ausgegeben werden. Eindimensionale Gitter definiert man in MATLAB einfach
mittels der Anweisung [anfang:schrittweite:ende], der Aufruf

oded5 (@bspl_f, [0:0.1:1]1, 0.5)

liefert daher die Ausgabe auf dem gréberen Gitter {0,0,1,0,2,...,1}:

1

0.9¢

0.8}

0.7

0.6}

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zu beachten ist dabei, dass hiermit nur das Ausgabegitter und nicht das Rechengitter
gesteuert wird. Das Rechengitter wird in MATLAB stets per Schrittweitensteuerung mit
den unten im Abschnitt ,,Optionen* beschriebenen Fehlertoleranzen erzeugt.

Fiir unser zweites Beispiel funktioniert die Losung z. B. fiir das Intervall [0, 7] und den
Anfangswert x(0) = (1,0)T analog mit dem Aufruf

oded5 (@bsp2_f, [0, 71, [1, 0])

und liefert

0.5F
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Oft mochte man statt einer grafischen Darstellung lieber die Werte #; und X (#;) in Varia-
blen geliefert bekommen, um diese weiterzuverarbeiten oder — vgl. dazu den Abschn. 14.2
— mittels eigener Plot-Anweisungen auf andere Arten darzustellen. Dazu schreibt man fiir
das erste Beispiel z. B.

[t,x] = oded45 (@bspl_f, [0, 1], 0.5)

Damit erhilt man die (hier gekiirzt wiedergegebene) Ausgabe

0.0250
0.0500
0.9500
0.9750
1.0000

0.5000
0.5063
0.5128
0.9524
0.9756
1.0000

Wie bei allen MATLAB-Anweisungen kann man diese Ausgabe durch ein Semikolon
nach der Anweisung unterdriicken. Fiir bsp2_ f funktioniert dies analog mittels

[t,x] = oded5(ebsp2_f, [0, 71, [1, 01);

mit dem Unterschied, dass x nun ein Vektor von Vektoren im R ist, was in MATLAB durch
eine zweispaltige Matrix dargestellt wird, in der jede Zeile den Vektor des approximativen
Losungswertes zum entsprechenden Zeitpunkt enthilt.

Optionen Der Routine ode45 kann (ebenso wie allen anderen im Folgenden vorgestell-
ten Differentialgleichungslosern) eine Reihe von Optionen iibergeben werden. Dazu wird
mittels der Anweisung odeset zunichst eine Strukturvariable options mit den ge-
wiinschten Optionen erzeugt, die dann als weiteres Argument an ode45 iibergeben wird.

Wir illustrieren dieses Vorgehen anhand der in der Schrittweitensteuerung verwendeten
Genauigkeiten AbsTol und RelTol, welche die analoge Bedeutung zu abserr und
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relerr in MAPLE haben, vgl. Formel (14.4)*, und mit 10~ und 10~ voreingestellt
sind. Wollen wir z. B. bsp1_ £ mit relativer und absoluter Toleranz 103 15sen, so lautet
die entsprechende Anweisungsfolge

options = odeset(’RelTol’,le-13);
options = odeset (options, ' AbsTol’,le-13);

oded5 (@bspl_f, [0,1]1,0.5, options);

mit der Ausgabe

1.2

147

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Da bei MATLAB — im Gegensatz zu MAPLE — das von der Schrittweitensteuerung er-
zeugte Gitter in der Standard-Grafikdarstellung (vierfach verfeinert) sichtbar ist, sicht man
hier deutlich den Effekt der Erhohung der Genauigkeit: das Gitter ist im Vergleich zur ers-
ten Darstellung in diesem Abschnitt deutlich feiner geworden.

Das obige Beispiel zeigt, wie man mit odeset verschiedene Optionen beeinflusst:
Beim ersten Aufruf wird lediglich der Name der zu dndernden Option und der gewiinsch-
te Wert angegeben und der Variablen options zugewiesen. Um weitere Optionen zu
setzen bzw. zu dndern, wird danach bei jedem weiteren Aufruf die bereits definierte Opti-
onsvariable options als erstes Argument an odeset iibergeben.

Neben den Genauigkeiten gibt es eine Reihe von weiteren Optionen, die z. B. das Aus-
gabeverhalten der Routine oder weitere Details der Schrittweitensteuerung beeinflussen.
Ausfiihrliche Informationen hieriiber finden sich in der Hilfe-Seite von odeset in MAT-
LAB.

Erwéhnt sei hier nur noch die ref ine-Option, mit der gesteuert wird, wie viele Git-
terpunkte dem Rechengitter fiir die Ausgabe hinzugefiigt werden. Der Parameter ist fiir

4Wie in der FuBnote in Abschn. 14.1 bereits erwihnt, hilt nur der geschditzte aber nicht unbedingt
der ratsdchliche Fehler diese Schranke ein.
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oded5 wie oben bereits erwihnt auf 4 voreingestellt, fiir alle im Folgenden beschriebe-
nen anderen Verfahren auf 1. Will man also in ode45 das wirkliche Rechengitter in der
Ausgabe sehen, so muss

options = odeset (options,’'refine’,1);
gesetzt werden.

Andere numerische Verfahren Neben dem Standardloser ode45 bietet MATLAB eine
Reihe weiterer numerischer Verfahren an, von denen hier nur zwei erwéhnt seien, die als
Alternative zu ode45 niitzlich sein kdnnen:

Unter ode113 steht ein kombiniertes Adams-Bashforth-Moulton Mehrschrittverfah-
ren (ein sogenanntes Priadiktor-Korrektor- Verfahren) mit variabler Konsistenzordnung bis
hin zu p = 13 zur Verfiigung, das bei sehr hohen Genauigkeiten effizienter als ode45
sein kann. So liefert z. B. der Aufruf

odell3 (@bspl_f, [0,1]1, 0.5, options);

mit den oben definierten Optionen ein deutlich groberes Gitter, da odel113 in jedem
Zeitschritt genauer ist und die Schrittweitensteuerung daher groere Schritte wihlen kann.

Mittels odel5s steht ein implizites Mehrschrittverfahren zur Verfiigung, das einge-
setzt werden sollte, wenn die zu l6sende Differentialgleichung steif ist. Ob eine steife
Gleichung vorliegt, kann man zumeist daran erkennen, dass ode45 sehr kleine Schritt-
weiten wihlt und daher sehr viel Rechenzeit braucht, obwohl die Losung annéhernd kon-
stant verlauft.

Fiir weitere Routinen siche die Hilfe-Seite zu ode45, auf der alle Verfahren beschrie-
ben sind. Alle numerischen Verfahren werden in MATLAB auf die gleiche Art und Weise
angesprochen, so dass ein Verfahren leicht gegen ein anderes ausgetauscht werden kann.

Grafische Ausgabe

Die von ode45 und den anderen Losern direkt erzeugte grafische Ausgabe kann mittels
der OutputFcn-Option auf verschiedene Weise gestaltet werden, vgl. die Hilfeseite zu
odeset. In diesem Abschnitt beschreiben wir eine andere Vorgehensweise, in der wir
das Gitter und die auf diesem berechneten approximativen Losungwerte zunéchst in zwei
Variablen speichern und dann mit den Standard-Plot-Routinen von MATLAB grafisch dar-
stellen. Auf diese Weise konnen wir alle in MATLAB zur Verfiigung stehenden Methoden
zur Bearbeitung von Grafiken fiir unsere Losungsdarstellung verwenden.

Grundlegende Plot-Anweisungen Im einfachsten Fall geht dies mit den Anweisungen

[tl,x1] = oded5(@bspl_f, [0:0.1:11,0.5);
plot(tl,x1);
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bzw.

[t2,x2] = oded5 (@bsp2_f, [0,20]1,[1, 0]);
plot(t2,x2);

0.5

0 5 10 15 20

Der plot-Befehl in MATLAB stellt die auf den Gittern t1 bzw. t2 definierten Da-
ten x1 bzw. x2 als interpolierte Funktionen in Abhingigkeit von ¢ dar und behandelt die
zweidimensionalen Datenpunkte in der Matrix x2 automatisch als zwei separate reellwer-
tige Funktionen. Zu beachten ist dabei, dass der plot-Anweisung stets diskrete Daten
in Form von Gittern und auf diesen definierten Werten iibergeben werden, also Vektoren
oder Matrizen. Dies bedeutet insbesondere, dass die Auflésung allein durch die iiberge-
benen Daten bestimmt ist und in der plot-Anweisung selbst nicht beeinflusst werden
kann. In der Standard-Einstellung werden die Gitterpunkte (im Gegensatz zu den mittels
oded5 direkt erzeugten Grafiken) nicht markiert, dies kann aber wie unten im Abschnitt
,,Plotoptionen‘ beschrieben geindert werden.
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Will man diese zweidimensionale Funktion als Phasenportrait darstellen, so muss man
die zweite Komponente in x2 in Abhédngigkeit der ersten plotten. Die Komponenten der
zweispaltigen Matrix x2 werden in MATLAB mittels x2 (i, j) angesprochen, wobei der
erste Index i der Zeile, also dem Zeitpunkt im Gitter, und der zweite Index j der Spalte,
also der Losungskomponente entspricht. Die gesamte j -te Spalte von x2 erhilt man mit
x2 (:, 7). Daraus ergibt sich, dass das Phasenportrait mit der Anweisung

plot(x2(:,1),x2(:,2));

-1 -0.5 0 0.5 1

erzeugt wird.

Fiir eine dreidimensionale Darstellung dient die Anweisung plot3, der drei Vektoren
iibergeben werden miissen: das Zeitgitter sowie die erste und zweite Komponente der
Losung. Folglich erzeugt man die dreidimensionale Darstellung mit

plot3(t2,x2(:,1),x2(:,2));

20
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In einer plot-Anweisung konnen mehrere Datensitze auf einmal dargestellt werden.
So kann man die obige Darstellung von x2 in Abhéngigkeit von t2 alternativ mit

plot(t2,x2(:,1),t2,x2(:,2));

erzeugen. Diese Form ist sinnvoll, wenn der Zeichenstil der beiden Losungskomponenten
unabhingig voneinander veridndert werden soll, wie im iiberndchsten Abschnitt ,,Plotop-
tionen‘ beschrieben.

Grafikfenster In der Voreinstellung zeichnet MATLAB jede Grafik in das Koordinaten-
system des aktuellen Grafikfensters und 16scht dabei alle bereits darin dargestellten Objek-
te. Existiert kein aktuelles Grafikfenster, so wird beim Ausfiihren der plot-Anweisung
ein neues Fenster geoffnet.

Mochte man mit einer plot-Anweisung zeichnen, ohne die bereits im aktuellen Fens-
ter dargestellten Objekte zu 16schen, so kann dies mit der Anweisung hold on erreicht
werden. Alle dieser Anweisung folgenden plot-Anweisungen werden ausgefiihrt, ohne
dass das Fenster vorher geloscht wird, so dass man beliebig viele Losungen in ein Fens-
ter zeichnen kann. Mit hold off wird dieser Modus wieder ausgeschaltet. Die oben
vorgestellte Anweisung

plot(t2,x2(:,1),t2,x2(:,2));
kann daher alternativ auch als

plot(t2,x2(:,1));
hold on;
plot(t2,x2(:,2));
hold off;

ausgefiihrt werden.

Mittels £ igure wird ein neues Grafikfenster gedffnet und als aktuelles Grafikfenster
fiir die nachfolgenden plot-Befehle aktiviert. Soll eine plot-Anweisung in ein anderes
als das aktuelle Fenster plotten, so kann man jederzeit mittels der Anweisungh = gca;
einen Zeiger auf das Koordinatensystems des aktuellen Grafikfensters (den sogenannten
,Handle“ der ,,CurrentAxes“) in der Variablen & speichern. Dann kann man im Folgen-
den mittels plot (h, ...) die Grafik gezielt in dieses Fenster (an Stelle des aktuellen)
umleiten.

Plotoptionen MATLAB bietet vielfiltige Moglichkeiten, das Aussehen des Plots, den Zei-
chenstil sowie die Beschriftung der Grafik zu beeinflussen. Wir geben hier nur die drei
wesentlichen Moglichkeiten anhand von Beispielen wieder und verweisen wiederum auf
die Hilfe-Seiten von MATLAB fiir die vollstindigen Informationen.

Die einfachste Art, die Darstellung zu beeinflussen, geschieht iiber die sogenannten
LineSpec-Tripel. Mit diesen konnen die Farbe, der Zeichenstil der Linie und die Markie-
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rung der Gitterpunkte bestimmt werden. Z.B. bewirkt das Tripel  r- -o’, dass die Linie

in Rot (r) und gestrichelt (--) gezeichnet wird und die Gitterpunkte mit kleinen Kreisen
(o) dargestellt werden, also

plot(tl,x1,'r--0');
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Diese LineSpec-Festlegung kann in der plot-Anweisung nach jedem zu plottenden
Datensatz angegeben werden, also z. B.

plot(t2,x2(:,1),"-k’",t2,x2(:,2),":k");

0.51

0 5 10 15 20

Hier werden beide Losungskomponenten in Schwarz (k) dargestellt, die erste durchge-
zogen (-) und die zweite gepunktet (:). Da keine Markierung fiir die Gitterpunkte angege-
ben wurde, werden diese — gem@l der Voreinstellung — nicht dargestellt.

Die zweite Moglichkeit, eine Grafik zu beeinflussen, bieten die sogenannten Line-
Properties, die der plot-Anweisung iibergeben werden kénnen. Mit diesen kann z. B.
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die Liniendicke und die GrofBe der Gitterpunkt-Markierungen wie folgt beeinflusst wer-
den:

plot(tl,x1,’k-0o’,’'Linewidth’,2, 'MarkerSize’,12);

0.9}

0.8

0.7}

0.6}

0. : : : :
R 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Die dritte Mdoglichkeit, eine Grafik zu bearbeiten, bilden verschiedene Anweisungen,
die nach Erzeugen der Grafik ausgefiihrt werden. Mit diesen kann das Koordinatensys-
tem veridndert sowie Achsenbeschriftungen und Titel hinzugefiigt werden. Die folgende
Anweisungsfolge erzeugt die nachfolgend dargestellte Grafik mit Beschriftung und geén-
dertem Koordinatensystem.

plot(tl,x1,’'k-");
xlabel (‘'t’);

ylabel ("x(t) ") ;
title(’Beispiel 1');
axis ([0, 1, 0, 1.51);

Beispiel 1
1.5 T T T T

x(t)

0.5 ]
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Analog zur plot-Anweisung kann auch diesen Anweisungen ein Handle auf ein an-
deres Koordinatensystem als das im aktuellen Grafikfenster iibergeben werden.

Neben der in diesem Beispiel verwendeten expliziten Angabe eines Koordinaten-
systems stehen weitere axis-Funktionen zur Verfiigung, z. B. axis tight, mit der
das Koordinatensystem genau an die dargestellten Objekte angepasst wird, oder axis
square, mit der die Darstellung so umskaliert wird, dass die Achsen ein Quadrat bilden.
Diese Anweisung wurde z.B. fiir das Phasenportrait wie in der dritten Abbildung in
Abschn. 14.2 verwendet.

Uber die beschriebene kommandogesteuerte Bearbeitung von Grafiken hinaus gibt es
die Moglichkeit, praktisch sdmtliche Eigenschaften einer Grafik mittels des interaktiven
Property-Editors zu dndern. Diesen 6ffnet man, indem man im Menii des Grafik-Fensters
den Pfeil (,,Edit Plot*) auswéhlt und das zu bearbeitende Objekt doppelt anklickt.

14.3 Matrixnormen

In diesem Anhang fassen wir einige grundlegende Begriffe und Zusammenhinge iiber
Normen, insbesondere Matrixnormen, zusammen.

Definition 14.1 (Norm) Es sei X ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung || - || : X —
[0, co] heilit Norm, falls fiir x, y € X gilt:

(1) |lx|| = 0 genau dann, wenn x = 0 (Definitheit),
@) lIx+ Il < lIxll + Iyl (Dreiecksungleichung),
3) llax]| = |la|||lx]| fir alle a € R (Homogenitiit).

Typische Normen (Vektornormen) auf dem R¢ sind

o die p-Norm

d L
Ix]l, = (Z |xf|ﬂ) ,
i=1

insbesondere die 1-Norm

d

Xl = Ixi]

i=1

und die 2-Norm (oder euklidische Norm)

lxll2 =
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Abb.14.1 Einheitskugeln in der 1- (a), der 2- (b) und der co-Norm (c) im R?

e sowie die Maximums-Norm
[xlloc = max |x;].
i=1,..d

Abbildung 14.1 zeigt die Einheitskugeln By(1) = {x € R? | ||x|| < 1} in der I-, der 2-
sowie der co-Norm.

Auch der Raum R aller reellen n x d-Matrizen ist ein Vektorraum und ldsst sich
mit einer Norm versehen (einer Matrixnorm).

Definition 14.2 Eine Matrixnorm hei3t vertréiglich bzw. konsistent mit einer Vektornorm,
falls

[ Ax[l < [[Al[llx]l
fiir alle x € RY.
Satz 14.3 Zu einer Vektornorm || - || ist
Ay
Al = sup === = sup [|Ay]|
vro VI =

eine vertrigliche Matrixnorm, die sog. natiirliche oder induzierte Matrixnorm.

» Beweis Fiir x = 0 ist die Vertréglichkeit klar, weil ||Ax|| = 0 = ||x| gilt. Firx # 0
gilt
4] = sup 121 14x]
v2o [l [lx]

und daher ||A||||x] = ||Ax]|, also die Vertriglichkeit.
Es bleibt zu zeigen, dass || A|| tatsdchlich eine Norm ist, d. h. wir miissen Definition
14.1 (1)—(3) nachweisen:
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(1) Esgilt ||A]] = 0 genau dann, wenn ||Ax| = O fiir alle x # 0, und dies wiederum
genau dann, wenn Ax = O fiir alle x # 0. Letzteres ist aber dquivalent zu A = 0.
(2) Aufgrund der Vertriglichkeit der Matrixnorm gilt

[Ax]l < [|A]lllx]
fiir alle x € R?, also

4+ Bl = i | Ax 4 Bx[| < ||Shlpl(llz‘lxll + 1 Bx[) < |4l + [ B]].
X|[|= X||=

(3) Esgilt
laAll = sup [laAx|| = |a| sup [|Ax] = |al||A]. O

[xlI=1 [lxll=1

Die von den eingangs erwihnten Vektornormen induzierten Matrixnormen sind (vgl.
z. B. Quarteroni et al. [6])

(1) die 1-Norm (oder Spaltensummennorm)

(2) die Maximums-Norm (oder Zeilensummennornt)

(3) sowie die induzierte 2-Norm, fiir die gilt

IAll> = v/p(ATA) = V/p(AAT) = 01(A).

wobei p(A) = max;cy4) |A| den Spektralradius® und o1(A) den groBten Singuldr-
wert von A bezeichnet.

Neben der induzierten Matrixnorm gibt es aber auch weitere, die ebenfalls vertriglich
sind:

Beispiel 14.4 Die Matrixnorm

d
lAlF = | D layj> = /spur AAT
i,j=1

auf dem R¥*?  die sog. Frobeniusnorm, ist mit der 2-Norm vertriglich.

3> o (A) bezeichnet die Menge aller Eigenwerte, das Spektrum, der Matrix A.
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14.4 Antworten auf die Fragen im Text

Antwort 1 Alle Losungskurven von ¥ = 0 haben die Form x () = ¢, wobei ¢ € R ein
beliebiger (konstanter) Vektor ist. Der Zustand des Systems bleibt also fiir alle Zeiten ¢
gleich. Losungen dieser Form heiBlen auch Gleichgewichte (vgl. Kap. 7).

Die Losungskurven der Differentialgleichung ¥ = ¢ (¢ € R? konstant) haben die
Form x(t) = ct+b mit einem beliebigen (wiederum konstanten) Vektor » € R?. Die
Losungskurven sind also Geraden.

Antwort 2 Die Losungskurven von X = —cx, ¢ > 0, haben die Form
x() =e “xy, x0€R.

Wenn wir uns wieder auf den Fall xo > 0 beschrinken, erhalten wir also Losungskurven,
die mit der Zeit t exponentiell fallen, vgl. Abb. 14.2.

Antwort 3 Die Losungskurven verlaufen ja tangential zum Vektorfeld f, das rechts in
Abb. 1.2 gezeigt ist. Dass das Vektorfeld so gerichtet ist, kann man leicht iiberpriifen: So
ergibt sich in (1.5) fiiro = x; = Ound & = x, > 0 der Vektor X = [x, 0]T, also ein Pfeil
horizontal nach rechts.

Antwort 4 Ja, es gibt noch eine weitere Losungskurve, die die beiden Gleichgewichte mit-
einander verbindet, namlich eine, die fiir t — —oo auf x| und fiir # — oo auf x*, zulauft,
wie in Abb. 14.3 gezeigt. Und es gibt noch die ,,umgekehrte* Uberschlagsbewegung, also
die, bei der das Pendel in die andere Richtung (also mit negativer Winkelgeschwindigkeit)
rotiert.

Antwort 5 Wir erweitern die DGL x = £(z, x) um die Gleichung f = 1, dann ist

A N | .
y—[x}—[f(t’x)}—-g(y)-

Abb.14.2 Losungskurven fiir 2r
verschiedene Anfangswerte

Xxo > 0 der Differentialglei-
chung X = —cx,c =1

-
(4]
T

Populationsgrofie x
o
13 -
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Abb.14.3 Verschiedene Lo- 8r
sungskurven des Pendels .6 \/..\_/
-
T 4
)
o0
= 2r
g
E 0 Las) ry
%
5 -2
<
z -4
=

-8
Winkel «

Die Antwort auf die Zusatzfrage ist nein. Als Beispiel betrachte die lineare zeitvariante
Gleichung X = #2x, fiir die g(y) = [1,1?]T weder linear noch affin linear ist.

Antwort 6 Die entsprechenden Phasenportraits sind in Abb. 14.4 gezeichnet.

Antwort 7 Sei E ein Eigenraum von A zum Eigenwert A; mit Basis vy, ..., v, und xy =
c1vy + - -+ ¢y, € E. Dann gilt fiir die Losung von X = Ax zum Anfangswert x,

x(t) = exp(At)x
= Vexp(Lt)V 'xo
= Vexp(Lt)(cier + -+ + cpen)
= V(ciehley + -+ cetiey,)

= (c1e¥'vy + - + cretivy,)

und diese Linearkombination ist fiir jedes t € R ein Element aus E.

-1 0 1 -1 0 1
T T

Abb.14.4 Losungskurven von x = Ax mit Diagonalmatrizen 4 € R¥2,a A = diag(1,1),b 4 =
diag(0, 1)
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Antwort 8 Esist A2 = |:_()1 01:| , A3 = |: 01 (1):| , usw., wir erhalten also

__|cos(t) —sin(r)
exp(Ar) = |:sin(t) cos(?) :|

Antwort 9 Ein verallgemeinerter Eigenraum ist ein invarianter Unterraum, gemél Bemer-
kung 2.4 (iv) ist die Antwort also ja.

Antwort 10 Die Eigenwerte der Systemmatrix sind i und —i, die Losungen also Kreise
um den Ursprung wie in Abb. 2.4 (Mitte). Alternativ sieht man dies auch mit der Darstel-
lung von exp(At) aus Frage 8.

Antwort 11 Die i-te Spalte ¢;(t) von @(¢;1y) ist gerade die Losung von X = A(t)x
mit ¢(¢y) = e;. Im autonomen Fall ist die Losung gemaB (2.12) gegeben durch exp(A (¢ —
to))xo, es folgt also ¢; (t) = exp(A(t —1y))e;, was gerade die i -te Spalte von exp(A(t —ty))

ist. Folglich stimmen @(¢; 7) und exp(A(t — ty)) iiberein.

Antwort 12 Wir setzen wieder x = (x, x5) := («, &) und erhalten damit

. )'Cl _ X2 .
= |:x2:| B |:—g sin(x;) —kxz:| pAS

Antwort 13 Esist ja
1 t
x0) =2+ [ f6)ds = [ 1) s
) )
der Wert x () der Losung zum Zeitpunkt ¢ ist also der Wert des bestimmten Integrals der

Funktion ¢ iiber dem Intervall [ty, ] (bzw. [z, )]).

Antwort 14 Die Losung ist in diesem Fall x(t) = —+/—2¢ + 1, das maximale Existenz-
interval ist wieder Iy _; = (—o0, 1/2).

Antwort 15 Offensichtlich erfiillt v die Ungleichung (4.1) fiir « = 0. Nach dem
Gronwall-Lemma gilt also ¥ (¢) = 0 fiir alle ¢.



238 14 Anhang

Antwort 16 Fiir das Vektorfeld f(x) = [(1) _01] x gilt

B

Die (2-)Norm der Matrix (1) _01 ist ihr grofter Singuldrwert, bzw. die Wurzel aus dem

If () = I = lx =yl

groften Eigenwert der Matrix AT A — also 1. Die Lipschitz-Konstante L; ergibt sich also

zu

L; = maxel™,
tel

Antwort 17 Die Losung lautet x(¢;1,1) = 1, ist also zeitlich konstant. Die Ableitung
von f(x) = x(1 — x) nach x ist %(x) = 1 — 2x, wir erhalten also A = A(t) =
%(X(l;lo,XQ)) =1 —2x(t;to,x0) =1-2xg=1—-2-1=-1.

Antwort 18 Es ist ja h(x) = x~', fiir x > 0 also H(x) = Inx, sowie G(t) = t>. Wir
erhalten also x(¢) = ¢’ ? _und sehen, dass unsere Annahme x > 0 erfiillt ist.

Antwort 19 Die Stammfunktionen sind von der Form F(¢,x) = tx + C.

Antwort 20 Die Hohenlinien der Funktion F(z, x) = %(Z2 + x?) sind Kreise mit Mittel-
punkt (0, 0). Es ist ‘fi—f(t,x) =1t =: g(t,x) und ‘fi—f(t,x) = x =: h(¢, x). Die zugehorige
exakte DGL lautet xx + ¢ = 0 bzw. X = —%. Die Losungen beschreiben nur Halbkrei-
se, weil das Definitionsgebiet des Vektorfeldes f(¢, x) die Achse {x = 0} nicht enthilt.
(Vollstindige Kreise lassen sich allerdings auch nicht als Graph einer Funktion von ¢ nach
x darstellen.)

Antwort 21 Es ist

z(t) = (1 —a)x(1)™“x(r)
= (1 =a)x @) “(a(®)x@) + b(1)x (1))
= (1 —a)(@@®)x®)'"* +b(1)x(1)°)
=1 —a)(a(®)z(r) + b(1))

Die Funktion z(¢) erfiillt also eine inhomogene lineare Differentialgleichung.

Antwort 22 Wir approximieren also

iyl

/ FEx @)t ~ (1 — 1) flan x(ian) = b fGon x@ar). (147)
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und erhalten die Iterationsvorschrift

X(tip1) = X)) + hi f(tip1, Xt 11))- (14.8)

Der Wert X(t;11) der Losung zum nichsten Zeitpunkt #;  ldsst sich hier also nicht ex-
plizit aus dem Wert X(#;) zum aktuellen Zeitpunkt #; berechnen, vielmehr ist zu seiner
Bestimmung zunichst noch die Losung der (typischwerweise nichtlinearen) Gl. (14.8)
notwendig. Solche impliziten Verfahren haben fiir bestimmte Differentialgleichungen Vor-
teile, vgl. Kap. 6.5.

Antwort 23 Wir approximieren also

. . h? .
x(t; +hi) ~ X(t; + hi) = x(&;) + hix(4) + ?lx(ti),

und erhalten mit x(¢;) = f(¢;,x(¢)) und X(t) = f,(t;, x(t;)) + fo(t;, x(t;))x(t;) das
Verfahren

h
x(ti +hi) = x@) + hi f(&;, x (%)) + ?l (fi(ti, x (@) + fu(ti, x (@) [, x(1))) .

Im Gegensatz zu den Runge-Kutta-Verfahren muss man fiir diese sog. Taylor-Verfahren
also Ableitungen des Vektorfelds bestimmen. Dies ist symbolisch i. Allg. (und insbeson-
dere fiir hohere Ordnungen) aufwendig, léasst sich aber mit Methoden des Automatischen
Differenzierens heutzutage sehr effizient durchfiihren, so dass diese Verfahren in den letz-
ten Jahren eine gewissen Renaissance erfahren haben.

Antwort 24 Es ist f(x) = —Ax, wir erhalten also als Iterationsvorschrift mit dem expli-
ziten Euler-Verfahren

x(ti+1) = (1 = Ah)x ().

Diese Iteration konvergiert nur fiir |1 — A#| < 1 gegen 0, es muss also 7 < 2/A gelten.
Fiir das implizite Euler-Verfahren erhalten wir dagegen x (¢;+1) = x,, —Ahx(t;4+1), also

x(liv1) =

als Iterationsvorschrift. Hier gilt |ﬁ| < 1 fiir jede Wahl von 4, die maximale Schritt-
weite ist also nicht beschrénkt.

Antwort 25 Die Differentialgleichung besitzt die Gleichgewichte ro = —1,r; = 0 und

rp=1.Firr > 1gilt7# <0, firr € (0,1) gilt # > 0, fiir r € (—1,0) gilt # < 0 und fiir
r < —1 schlielich 7 > 0, das Phasenportrait hat also die folgende Form:

-1 0 1 r
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Antwort 26 Das Beispiel 7.1 besitzt das instabile Gleichgewicht r = 0 und das asympto-
tisch stabile Gleichgewicht r = 1. Eine eindimensionale Gleichung mit einem stabilen
Gleichgewicht, das nicht asymptotisch stabil ist, ist z.B. 7 = 0 — allerdings sind hier
gleich alle Stellen r € R Gleichgewichte ...

Antwort 27 Nein, denn die Matrix 4 = 8 (1) ist der 2 x 2 Jordan-Block zum (alge-
braisch) doppelten Eigenwert 0 — und damit nach (ii) in Satz 7.8 instabil.
Antwort 28 Es sind z.B. alle Funktionen der Form V(x) = cx? globale quadratische
Lyapunov-Funktionen. Das Gleichgewicht ist x* = 0, die Schranken (8.1) sind mit ¢; =
¢ = c erfiillt, und es gilt

DV(x) f(x) = 2¢x - (—ax) = —2acx?,

so dass (8.2) mit c3 = ac und fiir alle x € R erfiillt ist.

Antwort 29 Fiir kleine x; giltcosx; ~ 1 — xl2 /2 und sin x; & x1, wir erhalten also
1, .
Ve(x) = Exz 4+ g(1 —cosx;) + ax; sin x;

1
~ Exf + %xlz + axyx

= xTA,x

4= 1[E ).
2\a 1

Antwort 30 Wir wihlen Q = |:(1) (1):| und 16sen die Lyapunov-Gleichung (8.10):

-1 0 P4P -1 0 _ 1 0 '
0 -2 0 -2 0 1
Die eindeutige Losung ist P = |:

mit

O LI
(e}

], die Lyapunov-Funktion ist also V(x) =

=

0

— 1,24 1,2
1| X =25+ X
4

O =
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Antwort 31 Die Differentialgleichung besitzt (vgl. Frage 25) die Gleichgewichte ry =
—1,r; = 0und r, = 1, das Phasenportrait hat die Form:

-1 0 1 r
‘Wir haben also
Wi(=1) = (=0,0), WH(=1) = {-1},
W?(0) = {0}, WH(0) = (-1, 1),
Wi (1) = (0, 00), wH(1) = {1}

Entsprechend gehoren die Intervalle (—1,0) und (0, 1) zu heteroklinen Losungen. Ho-
mokline Losungen gibt es hier nicht (und kann es auch fiir eindimensionale Gleichungen
nicht geben).

Antwort 32
r<-—1 a(r) =0, o()=1{-1},
;= —1 a(r) = o) ={-1},
—1<r<0 a(r) =10}, o(r) ={-1},
r=0 a(r) = w(r) = {0},
0<r<l a(r) =10}, o(r) ={1},
r=1 a(r) = w(r) = {1},
r>1 a(r) ={1}, w(r)=40.

Antwort 33 Die Gleichgewichte erfiillen 0 = x2+ 2ux + 1, also

xF(w) = —p ok Vp2 -1

Wir erhalten also fiir 4> < 1 kein Gleichgewicht, fiir 4 = +1 die Gleichgewichte —1 und
1, sowie fiir 4> > 1 ingesamt vier, wie in der folgenden Abbildung dargestellt.

Antwort 34 EsistC =0, f°(y,z) = yz und h(z) = —z2 + O(z*), wir erhalten also
= (=224 00Y))z = -2 + 0(2°),

d. h. bis auf Terme der Ordnung 5 die Gleichung z = —z? fiir z aus einer Umgebung der
Null.
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Abb.14.5 Verzweigungs- 8x
Diagramm der Gleichung x = sl N
2
X" =2ux +1 al S .
N
2¢ N
8 op——  _ ____
2 L
4 L
6 L
8 L L
-4 2 0 2 4

Antwort 35 Ja, wie in jeder Differentialgleichung ist jeder positive Halborbit O (x) =
{¢"(x) | t = 0} vorwiirts invariant, aber im Allgemeinen nicht invariant.

Antwort 36 Das Phasenportrait hat die Form
-1 0 1 r

Asymptotisch stabile Mengen sind also alle Intervalle [—-1—6§,, —1+685], [1 =82, 1 +61],
aber auch [—1 — 8, 1 + &3] fiir 64,83 > O und 6, € [0, 1).

Antwort 37 Die Attraktoren sind {—1}, {1} und [—1, 1].

Antwort 38 Die potentielle Energie der Masse ist proportional zu ihrer Hohe x (iiber der
Erdoberflidche),
U(e) = mgx.

Thre kinetische Energie ist
m
T(6) = —x°
@) =7

und damit ihre Lagrange-Funktion

L(o,a) = %fcz —mgx.

Antwort 39 Die Lagrange-Funktion der Masse ist mit g = x

. m
L(q.9) = qu —mgq.

insbesondere also

g—]‘;(q(t),c](t)) =-—mg und 2—;(61(1),40)) = mq
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und damit lautet die Euler-Lagrange-Gleichung fiir dieses System
mg +mg =0, (14.9)

bzw.
X =-g,

in Ubereinstimmung mit dem, was wir aus den Newtonschen Gesetzen F = ma = mX
fiir die Beschleunigung der Masse und ' = —mg fiir die auf die Masse wirkende Ge-
wichtskraft erhalten.

Antwort 40 Hier ist der Impuls p = mx = mgq, die Hamilton-Funktion lautet

1
H(p,q) = ﬁpz + mgq.

Das dquivalente Hamilton-System ist also
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