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Notationen

Wir bezeichnen mit R"” den n-dimensionalen euklidischen Vektorraum mit dem

Skalarprodukt ' b und der euklidischen Norm |a| := Va'a. Dabei werden mit

a € R" Spaltenvektoren bezeichnet, a” und AT bezeichnen einen transponierten

Vektor beziehungsweise eine transponierte Matrix. Die Summennorm bezeichnen

wir mit |al, = Z |a;| und die Maximumnorm mit |a|_, = lrglag(n{\aA}. Die Spek-
i=1 <i<

tralnorm einer Matrix A bezeichnen wir mit ||A]|.

Der Raum der auf dem Intervall [0, '] stetigen Funktionen ist C([0,T]; R") und
der Raum der auf dem Intervall (0,7) einmal stetig differenzierbaren Funktio-
nen ist C'((0,7);R"). Weiterhin bezeichnen wir mit PC(0, T;R") die stiickweise
stetigen Funktionen und mit PC!(0,7;R") die stetigen und stiickweise stetig dif-
ferenzierbaren Funktionen auf dem Intervall [0, T].

Mit der LP-Norm fiir eine Funktion x : [0,7] — R”

p

Il / ()| de 0.1

fir 1 < p <eound

||x]|., :== esssup|x(z) 0.2)

1€(0,7]

fiir p = oo bezeichnen wir als Lebesgue-Raum L”(0,7T;R") den Raum der Funk-
tionen, fiir welche die jeweilige L”-Norm endlich ist. Den Raum

vii



viii Notationen
WF(0,T;R") .= {x € LP(0,T;R") : x € LP(0,T;R")} (0.3)

bezeichnen wir fiir 1 < p < o als Sobolev-Raum der absolut stetigen Funktionen
x mit der ersten zeitlichen schwachen Ableitung x in dem jeweiligen Lebesgue-
Raum. Die zugehorige Sobolev-Norm sei

1
Il = ()17 + [1117)” 0.4)

fir 1 <p <oound
¥l 1 = max {|x(0)][, [[[|.. } (0.5)

fiir p = oo.

Die Projektion einer Funktion x € LP(0,T;R") oder eines Vektors a € R" auf
eine abgeschlossene konvexe Menge Q2 C R” bezeichnen wir gleichermallen mit
Proj, (x) beziehungsweise Proj, (a).

Mit af
- 0.6
pp (0.6)
bezeichnen wir die partielle Ableitung einer Funktion f(x!,..., x*) nach der Kom-

ponente x'. Wir verwenden diese Bezeichnung auch dann, wenn x’ und f mehrere
Komponenten haben. In diesem Fall meinen wir mit % die Jacobi-Matrix von f
eingeschrinkt auf die partiellen Ableitungen nach den Komponenten von x'.

Ungleichungszeichen zwischen zwei Vektoren a, b € R" sind komponentenwei-
se zu verstehen.



Kapitel 1
Einleitung

In technischen und 6konomischen Anwendungen treten hdufig Systeme auf, bei
denen durch eine externe Steuerung Einfluss auf den zeitlichen Verlauf der Zustén-
de genommen werden kann. Oftmals besteht das Interesse, solche Systeme nach
bestimmten Kriterien zu optimieren. Zu diesem Zweck werden in der optimalen
Steuerung fiir verschiedene Typen von Aufgaben die bestmoglichen Verldufe sol-
cher Steuergrofien gesucht.

In dieser Arbeit werden wir eine linear-quadratische Aufgabe aus dem Bereich
der Optimalsteuerung untersuchen, dabei treten hiufig optimale Steuerungen mit
einer sogenannten Bang-Bang-Struktur auf. Fiir solche Aufgaben wurden in den
letzten Jahren mit klassischen Diskretisierungsansétzen neue Konvergenzresultate
erzielt. Insbesondere wurde in [2] eine Diskretisierung einer linear-quadratischen
Aufgabe untersucht und in [6] wurde die Regularisierung dieser Aufgabe behan-
delt.

Die vorliegende Arbeit ist folgendermalen aufgebaut: In Kapitel 2 werden wir
die Aufgabe definieren, mit welcher wir uns beschéftigen und wir werden einige
grundlegende Erkenntnisse aus der optimalen Steuerung zitieren.

In Kapitel 3 werden wir uns mit der eindeutigen Losbarkeit der linear-quadra-
tischen Aufgabe befassen und einen Regularisierungsansatz diskutieren. Mit einer
Diskretisierung der regularisierten sowie der nichtregularisierten Aufgabe und der
zugehorigen umfangreichen Konvergenztheorie werden wir uns in Kapitel 4 be-
schéftigen.

In Kapitel 5 werden wir uns auch mit zeitoptimalen Aufgaben auseinanderset-
zen, bevor wir schlieBlich in Kapitel 6 verschiedene numerische Testrechnungen
untersuchen.

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017 1
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Kapitel 2
Aufgabenstellung und grundlegende
Eigenschaften

Wir definieren zunichst die grundlegende Aufgabe aus dem Bereich der optimalen
Steuerung, mit welcher wir uns im Verlauf der vorliegenden Arbeit befassen wer-
den. Weiterhin werden wir in diesem Kapitel bereits einige Folgerungen aus der
Aufgabenstellung festhalten und grundsitzliche Erkenntnisse aus der optimalen
Steuerung wiedergeben.

2.1 Linear-quadratische Steuerungsaufgabe

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist eine linear-quadratische Steuerungsaufgabe mit
festem Zeithorizont 7 > 0:

(LQ) Minimiere  F(x,u), (2.1)
beziiglich  (x,u) € W°(0,T;R") x L”(0,T;R™), 2.2)
x(t) = f(t,x(t),u(t)) fiir fastallez € [0,7], (2.3)
x(0)=a eR", 2.4)
ult) e fiir fast alle 7 € [0, T, (2.5)

dabei ist
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4 2 Aufgabenstellung und grundlegende Eigenschaften

F(xu) = 5(T) Qx(T) +47x(T)

T
+f %x(r)TW(t)x(t)+W(Z)Tx(t)+r(t)Tu(t)dt, 2.6)
0

F,x(0),u(r)) =A@)x(t) +B(t)u(r) + b(1), 2.7
U:{veRm|bl§v§b”}. (2.8)

Das Zielfunktional F ist quadratisch in x und linear in «. In der linearen Dyna-
mik f erlauben wir, im Gegensatz zu [2], eine zusétzliche zeitabhingige Funktion
b. Dies hat jedoch keine Auswirkungen auf die Qualitdt der Konvergenzaussagen
in den Kapiteln 3 und 4. Die Systemgleichung (2.3)-(2.4) hat den festen Anfangs-
wert g und der Steuerbereich U ist zeitlich konstant.

Fiir die Aufgabe (LQ) sollen die folgenden Voraussetzungen erfiillt sein:

(V2.1) Die Funktionen W € C([0,T|;R™"),w € C([0,T];R"), r € C([0,T|;R™),
AeC([0,T];R™™),Be C([0,T];R™™), b e C([0,T];R") sind Lipschitz-
stetig.

(V2.2) Die Matrizen Q und W (¢) fiir alle # € [0, T] sind symmetrisch und positiv
semidefinit.

(V2.3) Esist b ,b* e R™, b' < b". Der Steuerbereich U ist also nichtleer, konvex
und kompakt.

Diese Eigenschaften werden in der vorliegenden Arbeit generell fiir das Problem
(LQ) und die davon abgeleiteten Aufgabenstellungen angenommen, ohne dass dies
explizit angegeben wird.

Wegen der Beschrinktheit des Steuerbereichs U nach Voraussetzung (V2.3) lie-
gen alle zuléssigen Steuerungen in L*(0,7;R"). Die Menge der zulissigen Steue-
rungen ist

U = {uecL”(0,T;R")|u(t) € U fir fastalle r € [0,T] } . (2.9)

In der Bedingung (2.2) wiirde wegen W2 (0, T;R") C L™(0, T;R") auch die For-
derung x € le (0,T;R") ausreichen, welche hiufig an Aufgaben der optimalen
Steuerung gestellt wird. Mit u € L= (0, T; R") und der Lipschitz-Stetigkeit von A, B
und b gilt dann % € L= (0, 7;R") und somit x € W;*(0,T;R"). Die Menge der zulis-
sigen Steuerungsprozesse, welche wir auch kurz als zuldssige Menge bezeichnen,
ist dann
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F = {(x,u) € W(0,T;R") x L(0,T;R")|
ue, x(0)=a, x(t) = f(t,x(¢),u(r)) fir fast alle r € [0, T]}. (2.10)

Die Einschriankung der zulédssigen Steuerungsprozesse in der Bedingung (2.2)
folgt also aus den Voraussetzungen (V2.1) und (V2.3).

2.2 Grundlagen der optimalen Steuerung

Wir definieren zunichst, was wir als Losung einer Aufgabe der optimalen Steue-
rung verstehen. Das Problem (LQ) ist konvex, wie wir in den néichsten Abschnitten
feststellen werden. Daher beschiftigen wir uns mit globalen Losungen und nicht
mit (starken oder schwachen) lokalen Losungen.

Definition 2.1. Ein Paar (x*,u*) € .Z* heiBt Losung einer Aufgabe (P) mit dem
Zielfunktional F¥ und der zulissigen Menge .%# ", wenn fiir alle zulissigen Paare
(x,u) € F¥

FP(x*,u*) < FP(x,u) (2.11)

gilt. Wenn in (2.11) fiir alle (x,u) € #\ {(x*,u*)} die strikte Ungleichungsrela-
tion gilt, so heiBt (x*,u*) € FF strikte Losung von (P).

Die eindeutige Losung z einer Differentialgleichung in der Form
2(t) = M(t)z(t) +m(r) fiir fast alle 7 € [0, 7], (2.12)
2(0)=2" (2.13)
mit M € L=(0,T;R™"), m € L*(0,T;R") und z° € R” kann nach [4], Kapitel 6,
Gleichung (6.1.3) durch

2()=@(1)+ @(t)/@(s)_lm(s) ds firaller € [0,7] (2.14)
0

dargestellt werden und es gilt z € W;°(0,7;R"). Dabei ist @ nach [5], Gleichung
(A.6.7), die eindeutige Losung der Differentialgleichung
D(t) =M(t)P(t) fiiralle r € (0,7), (2.15)
&(0)=E" (2.16)
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mit der n X n-Einheitsmatrix E”.

Durch die Voraussetzungen (V2.1), (V2.2) und (V2.3) ist nach [4], Satz 3.2.2,
die Existenz einer Losung der Aufgabe (LQ) gesichert. Die Funktionen A, B und b
sind Lipschitz-stetig, deshalb hat das Anfangswertproblem (2.3), (2.4) nach (2.14)
fiir jede zuldssige Steuerung u € % eine eindeutige Losung. Mit Vorausset-
zung (V2.3) ist x gleichmiBig Lipschitz-stetig, fiir alle zuldssigen Trajektorien x
gilt also

<L (2.17)

mit einer von x unabhéngigen Lipschitz-Konstanten L*. Somit ist .# nichtleer, kon-
vex, beschrinkt und abgeschlossen. Aus der Lipschitz-Stetigkeit der Koeffizien-
tenfunktionen und der positiven Semidefinitheit von Q und W (¢) fiir alle ¢ € [0, T]
folgt, dass das Zielfunktional F' Lipschitz-stetig und konvex auf .% ist, mit einer
Lipschitz-Konstanten L gilt

|F(x,u) = F(2,)] < L7 (b= 2l|oo + [l =v][) (2.18)

fiir alle (x,u), (z,v) € % . Insgesamt hat die Aufgabe (LQ) mindestens eine Losung.

Wir verwenden das Pontrjagin’sche Maximumprinzip nach [4], Satz 3.3.3. An-
statt einer Minimumbedingung verwenden wir jedoch die Maximumbedingung,
welche sich ergibt, wenn in der Herleitung in [4] die Vorzeichen in der adjun-
gierten Gleichung und der Transversalititsbedingung angepasst werden. Wegen
der Konvexitit der Aufgabe (LQ) sind die notwendigen Optimalititsbedingungen
auch hinreichend.

Satz 2.2 Ein zuliissiges Paar (x*,u*) € F ist genau dann eine Losung der Aufgabe
(LQ), wenn mit einer Adjungierten p € Wi°(0,T;R") folgende Bedingungen fiir
fast alle t € [0, T] erfiillt sind:

(4)  pl) =—A()" p(t) + WD) (1) +w(t), (2.19)
(1) p(T)=-0x(T)—q, (2.20)

) [0 +BOT0] v-u @) <0 firateveu. @2

Eine zuldssige Losung von (LQ) erfiillt also die Maximumbedingung (M) mit ei-
ner Adjungierten p, welche eine Losung der adjungierten Gleichung (A) mit der
Transversalitiitsbedingung (T') ist. Fiir jede optimale Zustandstrajektorie x* ist die
Losung p der linearen Differentialgleichung (A) mit der Endbedingung (7') ein-
deutig bestimmt.
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Wir definieren nun die Umschaltfunktion fiir # € [0, 7] durch
o(t):=—r(t) +B(t) p(t). (2.22)

Die Funktionen A, W und w sind Lipschitz-stetig und die Funktionen p und x
sind beschrinkt. Wegen der Adjungierten-Gleichung (A) ist p fiir fast alle € [0, 7]
beschrinkt und somit ist p Lipschitz-stetig. Mit der Lipschitz-Stetigkeit von r und
B ist auch die Umschaltfunktion o Lipschitz-stetig.

Da eine optimale Steuerung u* die Maximumbedingung (M) erfiillt, gilt fiir fast
allet € [0,T7:

falls o;(¢) > 0,
falls 0;(t) <0,  i=1,...,m. (2.23)
singulir, falls o;(¢r) =0,

Falls die Komponenten von ¢ nur endlich viele Nullstellen aufweisen, so bezeich-
nen wir u* auch als Bang-Bang-Steuerung.



Kapitel 3
Regularisierung

In praktischen Anwendungen ist eine Bang-Bang-Steuerung als Teil einer optima-
len Losung hiufig nicht wiinschenswert. Wir beschiftigen uns in diesem Kapitel
mit einer Regularisierung der Aufgabe (LQ), bei welcher der Regularisierungsterm

v 2
5 [|uel [ 5 3.1

in dem Zielfunktional hinzugefiigt wird. Fiir den Regularisierungsparameter gilt
v > 0. Wir erhalten die regularisierte Aufgabe:

(LQv) Minimiere FY(x,u), (3.2)
beziiglich  (x,u) € W°(0,T;R") x L*(0,T;R™), (3.3)
x(t) = f(t,x(t),u(t)) fiir fastallez € [0,T], (3.4)
x(0)=a eR", (3.5)
ut) eU fiir fast alle 7 € [0, T, (3.6)
dabei ist

1%
F¥ () = F () + 3 ]

1
SH(T) T Ox(T) +¢"x(T) 3.7)

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2017 9
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10 3 Regularisierung

Die Menge der zuldssigen Steuerungen % und die zulédssige Menge . fiir die
Aufgabe (LQy) sind identisch mit denen der Aufgabe (LQ). Bei einer Losung
der regularisierten Aufgabe tritt allerdings typischerweise eine Lipschitz-stetige
Steuerung anstatt einer Bang-Bang-Steuerung auf.

Falls v = 0 gilt, so ist die Aufgabe (LQy) identisch mit der Aufgabe (LQ). Im
Fall v > 0 ist die durch den Regularisierungsparameter skalierte Einheitsmatrix
VE™ positiv definit, und nach [4], Satz 3.2.5 hat die Aufgabe (LQ,) dann genau
eine eindeutig bestimmte Losung. Eine Losung der Aufgabe (LQy ) bezeichnen wir
mit (x¥,u"), fiir eine Losung der Aufgabe (LQy) verwenden wir jedoch weiterhin
auch die Bezeichnung (x*,u*).

Das Pontrjagin’sche Maximumprinzip in der folgenden Formulierung ist, eben-
so wie Satz 2.2, aus [4], Satz 3.3.3, abgeleitet. Aufgrund des Regularisierungs-
terms wird die Maximumbedingung angepasst. Zur besseren Ubersicht geben wir
das Maximumprinzip fiir die Aufgabe (LQy) an:

Satz 3.1 Fiir v > 0 ist ein zuliissiges Paar (x¥,u") € # genau dann eine Losung
der Aufgabe (LQy ), wenn mit einer Adjungierten p¥ € Wi°(0,T;R") folgende Be-
dingungen fiir fast alle t € [0,T] erfiillt sind:

(Av) V(1) = =A@) " PV (1) +W(D)x" (1) + w(t), (3.8)
(Tv) p"(T)=-0x"(T)—q, 3.9)
(My) [—VMV(I)—r(t)—|—B(t)Tpv(t)]T(v—uv(t)) <0 fiiralleveU. (3.10)

Aus der Maximumbedingung (M, ) folgt nach [4], Seite 43, Gleichung 3.4.8 fiir
den Fall v > 0 die Losungsdarstellung

uv(t):ProjU<—‘1/(r(t)—B(t)Tpv(t))) fiir fast alle £ € [0,7].  (3.11)

Aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von r, B und p" ist auch die optimale Steuerung
u” fiir v > 0 Lipschitz-stetig. Zusammen mit Gleichung (2.23) haben wir jeweils
eine Losungsdarstellung fiir den Fall v = 0 und v > 0, wobei eine Losung der nicht
regularisierten Aufgabe (LQy) singulire Steuerungsabschnitte enthalten kann.
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3.1 Eindeutigkeit der nicht regularisierten Aufgabe

Im Fall v > 0 ist die Aufgabe (LQ,) eindeutig 16sbar. Fiir die Aufgabe (LQy)
beziehungsweise (LQ) wollen wir die Eindeutigkeit durch geeignete Vorausset-
zungen sicherstellen.

Zu einer Losung von (LQ) sei X; C [0,T] fiir i = 1,...,m die Menge der Null-
stellen der i-ten Komponente der Umschaltfunktion ¢, die Menge aller Nullstellen
von o ist X = J/L, Z;. Fiir s € X definieren wir die Menge der Indizes der Kom-
ponenten von ¢, welche bei s eine Nullstelle haben:

S (s)={ieN|l <i<m, oi(s) =0}. (3.12)

Damit eine optimale Steuerung keine singuldren Abschnitte enthilt, verwen-
den wir die folgende Voraussetzung an die Umschaltfunktion ¢ einer optimalen
Steuerung u*:

(V3.1) Die Menge X =: {sy,...,s; } ist endlich, mit / € NU{0} gilt
0<s;<---<s <T. (3.13)

Um die Stabilitédt der Losung zu sichern bendtigen wir eine zusitzliche Vorausset-
zung:

(V3.2) Esexistieren Konstanten 6,7 > 0, sodass fiiralle j € {1,...,l},i€ Z(s))
und 7 € [s; — 1,5, + 7] die Bedingungen

oi(T)| > 6|7 -] (3.14)

und
O'i(Sj—‘LA')G[(Sj-i-%) <0 (3.15)

erfiillt sind.

Nach Voraussetzung (V3.2) liegt eine Komponente der Umschaltfunktion im Be-
reich um eine Nullstelle betragsmifig oberhalb einer linearen Minorante, somit
wechselt die Komponente in jeder Nullstelle ihr Vorzeichen. Falls fiir eine Losung
die Voraussetzung (V3.1) nicht erfiillt ist und die Umschaltfunktion unendlich vie-
le Nullstellen hat, so kann auch (V3.2) nicht erfiillt sein.

Wir befassen uns zunéchst mit einer lokalen quadratischen Abschédtzung einer
optimalen Steuerung u* aus [8], Lemma 2.2, welche in [2] linear auf die Menge
aller zulédssigen Steuerungen %/ erweitert wurde.
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Lemma 3.2 ([2], Lemma 4.1). Es sei (x*,u*) eine Losung der Aufgabe (LQ) mit
der Umschaltfunktion . Wenn fiir (x*,u*) die Voraussetzungen (V3.1) und (V3.2)
erfiillt sind, dann existieren Konstanten a,y,S > 0, sodass fiir (x,u) € F mit
lu—u]], < 2y6 die Abschiitzung

T
/ —o(r)" (u(t) —u (1)) dr > alju—u*|3 (3.16)
0
und fiir (x,u) € F mit |lu—u*||; > 2y die Abschiitzung

—o ()T (ult) —u (1)) dt > au—u*, (3.17)

St~

gilt.

Beweis. Mit T aus (V3.2) definieren wir fiir § € (0, %] die Menge

I7(8):=|Jls—8,s+8], (3.18)
seX
und fiir die einzelnen Komponenten definieren wir mit i = 1,...,m die Menge
I7(8) = J[s—&,s+8]. (3.19)
seX;

Die Komplemente beziiglich [0, 7] bezeichnen wir mit

I7(8) :=1[0,T]\1" (), (3.20)
beziehungsweise fiir i = 1,...,m mit
I[H(8) =[0,T)\ I (8). (3.21)

Es gelten I; (8) CI~(8) und I (8) D I1() firi=1,....m.
Wegen der Lipschitz-Stetigkeit der Komponenten o; existieren fir i = 1,...,m
Konstanten 6;™" > 0, sodass

oMt = inf |oi(r)| (3.22)

tel (£)
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gilt. Mit 6 aus (V3.2) konnen wir eine Konstante Se (0, %] wihlen, sodass

56 < min Gimm (3.23)
1<i<m
gilt. A
Essei 8 € (0,0] und i € {0,...,m}. Die Giiltigkeit der Abschétzung
loy(t)| > 86  fiiraller € I1(5) (3.24)
folgt fiir € 1,7 (£) D I," (%) \ I~ (&) aus Gleichung (3.22) und Abschitzung (3.23),
sowie furt € I; (%) 2 I7 (1) \ I~ (8) aus Abschitzung (3.14). Es gilt

(LH (NI (8))U (L (B)\I(8)) =[0,T]\I (8) =I"(5). (3.25)

Nach der Maximumbedingung (M) gilt o (¢) " (u(t) — u*(¢)) < O fiir fast alle
t € [0, T] und somit stimmen fiir i =1, ...,m die Vorzeichen von —o;(¢) und u;(¢) —
u} (¢) fiir fast alle r € [0, T] tiberein. Daraus folgt mit Abschitzung (3.24) und der
Maximumbedingung (M) fiir & € (0, 8]

i=1 (3.26)

Es gilt
|lui(t) —ui (r)] <b*—b! fiir fastalle € [0, 7] (3.27)
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firi=1,...,mund somit
y (f) — u* < u_pl
,-; / i (1) — 12 (1)) dr < m / lrgia%l{b, b} ar
(o) 1-(8) (3.28)
— u_ptl .
_261mlr£la§)§n{bl bl} 1 Y0.
Mit (3.26) folgt fiir & € (0, 8]
T
/—G(t)T(u(t) —u*(1))dt > 86 (|Ju—u*||, —¥5). (3.29)
0

Fiir ||u — u*||; = 0 sind die Gleichungen (3.16) und (3.17) trivialerweise erfiillt.
Wir nehmen nun |lu — u*||; > 0 an und wihlen

. fa 1 .
6:mm{572y|u—u ||1} (3.30)
Im Fall 6 = %, ||u— u*||| beziehungsweise |ju— u*||, < 2¥8 gilt

6

T
[ o) @) ~w )= T}, (3.31)
0

und im Fall § = § beziehungsweise |[u — u*|), > 2y6 gilt

~

T
* 6 *
/—G(t)T(u(t)—u )de > Ju—u]l. (3.32)
0
Mit & = min { %, 826 } folgen die Gleichungen (3.16) und (3.17). O

Aus Lemma 3.2 werden wir nun fiir geeignete Aufgaben eine Abschitzung des
Zielfunktionals herleiten, woraus wir dann die eindeutige Losbarkeit erhalten.

Satz 3.3 ([2], Theorem 4.2) Es sei (x*,u*) eine Lisung der Aufgabe (LQ). Wenn

Siir (x*,u*) die Voraussetzungen (V3.1) und (V3.2) erfiillt sind, dann existieren
Konstanten @,y,0 > 0, sodass fiir (x,u) € .F mit |lu— u*||; <2y0 die Abschiitzung
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F(x,u) — F(x*,u*) > & (||u—u*||% + ||x—x*|ﬁ,1) (3.33)
und fiir (x,u) € F mit |lu—u*{|, > 2y8 die Abschiitzung
Flou) = F () > & (= + =] (3.34)
gilt.
Beweis. Fiir eine symmetrische Matrix M € Ry y* € R" und y := y — y* gilt
T T "Tare  oTaga
Y My =[] My =y " My—[y*]" My* +3" M5~ My
T I
=y My—[y'] My +5"Mp
T T
—y My+2[y"] My—[y*] My*
=9 My+2[y*]" My.

(3.35)

Es seien (x,u) € #, z:=x—x", v=u—u" und p die zu (x*,u*) gehdrende
Adjungierte. Mit Gleichung (3.35), der positiven Semidefinitheit von Q und W (z)
fiir# € [0, 7] und der Transversalititsbedingung (7') gilt

F(x,u) = F(x",u) = [Ox*(T) +4] " «(T) + %Z(T)TQZ(T)

T
/
T
+/§Z(I)TW(I)Z(’)+r(t)Tv(t)dz (3.36)
0
p(
T
/

Es gelten z(0) =a—a =0und z € W;*(0,T;R"). Mittels partieller Integration fiir
—p(T)"z(T) + p(0) T z(0) folgt aus Abschitzung (3.36) weiterhin
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T
F(x,u)—F(x",u") 2/[W(t)x*(t)—i—w(t)]Tz(t)—Fr(t)Tv(t)dt
0

T
+ [ =207l =20 ple) .
0
Wegen
2(t) = A(t)z(t) + B(t)v(z) fiir fast alle 7 € [0, T]

und mit der Adjungierten Gleichung (A) gilt nun

T
Flox,u) — F(x",u*) > / W ()% (1) + w(t)] " 2() + r() Tv(r) dr
0

St — N TT—~

[A(1)z(1) + B(e)v(0)] " p(r)dr.

2(0)T [=A0) T p(6) + W) (1) + (1)) dr

r(t) "v(t) — p(t) " B(t)v(r)dt
—o (1) [u(r) -

ot u* (1)) dr.

/
/

(3.37)

(3.38)

(3.39)

Nach Lemma 3.2 existieren Konstanten &, 7,6 > 0, sodass im Fall ||ju — u|; <

2}/3 die Abschitzung
Fxu) = F( ') 2 o fu—u'|}
und im Fall |ju —u*||; > 2y die Abschiitzung
F(x,u)—F(x*,u*) > allu—u"|,

gilt.

(3.40)

(3.41)
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Wegen Gleichung (3.38) und z(0) = 0 gilt mit einer Konstanten ¢

[l ="y < cllu—ut];. (3.42)

Mit den Abschitzungen (3.40) und (3.41) folgt nun die Aussage des Satzes. a

Anmerkung 3.4. Zur besseren Lesbarkeit ist allgemein die Definition einer Kon-
stanten ¢ nur in dem jeweiligen Satz oder Lemma giiltig. Beispielsweise konnen
mit ¢! in verschiedenen Beweisen auch verschiedene Konstanten gemeint sein.

Falls fiir eine Losung (x*,u*) der Aufgabe (LQ) die Voraussetzungen (V3.1)
und (V3.2) erfiillt sind, so folgt fiir jede weitere Losung (x,u) € .7 aus F(x,u) =
F(x*,u*) nach Satz 3.3 auch (x,u) = (x*,u*). Somit gilt folgende Aussage:

Korollar 3.5 Es sei (x*,u*) eine Lisung von Problem (LQ). Wenn fiir (x*,u*) die
Voraussetzungen (V3.1) und (V3.2) erfiillt sind, dann ist (x*,u*) die eindeutige
Losung der Aufgabe (LQ).

Falls die Voraussetzungen (V3.1) und (V3.2) nicht erfiillt sind, so kann unter der
folgenden Voraussetzung an die Aufgabe (LQ) die Eindeutigkeit einer optimalen
Steuerung fiir fast alle z € [0, 7] \ X gezeigt werden, siehe [6], Seite 911.

(V3.3) Es existiert eine Konstante 8 > 0, sodass fiir alle z € [0, T]
Yy W)y > By fiir alle y € R" (3.43)

erfiillt ist.

3.2 Fehlerabschitzungen fiir die regularisierte Aufgabe

Die Aufgabe (LQ, ) ist fiir v > 0 unter geeigneten Voraussetzungen eindeutig 16s-
bar. Wir sind nun an Abschitzungen fiir den Regularisierungsfehler |u¥ —u*||,
beziehungsweise ||xV —x*||, ; interessiert, zu diesem Zweck beweisen wir den fol-
genden Satz: 7

Satz 3.6 ([6], Theorem 4.1) Es sei (x*,u*) eine Losung der Aufgabe (LQ), welche
die Voraussetzungen (V3.1) und (V3.2) erfiillt. Dann gilt mit von v unabhdingigen
Konstanten ¢" und c* fiir die Losung (x,u") der Aufgabe (LQy):

(i) |’ —ur]ly <c*v,
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(ii) ||x¥ fx*HLl <.

Beweis. Aus der Maximumbedingung (M, ) erhalten wir
’ T
J = / {—VMV(I) —r(t) +B(t)TpV(t)} (u¥(t) —u*(r))dr > 0. (3.44)
0

Zusammen mit Lemma 3.2 gilt mit von v unabhiingigen Konstanten «, ¥, 5>0

oju” — |l

; (3.45)

T
= [[v @0+ B0 0 —B0 p0)] ¥ 0)=u (1) &
0

falls [|u¥ —u*||, <2¥5, und

o[l —u]l,

T
S/{—Vuv(f)+B(t)TP(f)V—B(I)TP(t) T(Mv(f)—u*(f))dt (3.46)
0

falls [|u¥ —u*||, > 275.
Aus der Systemgleichung (3.4), der Anfangsbedingung (3.5), der Adjungierten-

Gleichung (Ay) und der Transversalititsbedingung (7y,) erhalten wir mittels parti-
eller Integration
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(3.47)

Aufgrund der positiven Semidefinitheit von Q und W (¢) fiir ¢ € [0, T] gilt somit

T
[P O =p@) B W () —u' (1) dr <0 (3.48)
0

Aus den Abschétzungen (3.45) und (3.46) folgt nun

T

olu —u|} S/[—Vuv(t)]T(uv(t)—u*(t))dtSVTIIMVIIwIIMV—M*Ill (3.49)
0

falls ||u” —u*||; < 2)/3, und

ol — ||y < v [l || e =y < VT2 e[| ("o + [J0"]l.c) - (3.50)
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falls ||u¥ —u*||, > 2y8. Wegen der Beschriinktheit von U kénnen wir ||u" ||, und
|l*||.. durch eine Konstante abschitzen und erhalten fiir den nichttrivialen Fall
|lu¥ —u*||.. > 0 die Aussage (i) mit einer von v unabhingigen Konstanten c".
Wir konnen nun wie in Abschitzung (3.42) die Norm ||x” —x*||, | durch die
Norm ||u” — u*||, abschitzen und erhalten die Aussage (ii). ' O

Wir haben die Konvergenz der eindeutigen Losungen der Aufgaben (LQ,) ge-
gen die eindeutige Losung der Aufgabe (LQ) in O(Vv) gezeigt, falls eine Losung
der Aufgabe (LQ) die Voraussetzungen (V3.1) und (V3.2) erfiillt. Wenn dies nicht
erfiillt ist, so gilt unter Voraussetzung (V3.3) die Konvergenz gemél

[x¥ —x*[|, < Vv (3.51)

mit einer von v unabhingigen Konstanten ¢* fiir hinreichend kleine v, siehe da-
zu [6], Theorem 4.2.



Kapitel 4
Euler-Diskretisierung

Wir untersuchen nun eine Diskretisierung der Aufgabe (LQy) fiir v > 0, sodass
diese als endlichdimensionale quadratische Optimierungsaufgabe mit boxed con-
straints dargestellt werden kann.!

Es sei N € N. Wir unterteilen das Intervall [0,7] in N Teilintervalle mit der
gleichen Liange h = T /N. Die Zeitpunkte ¢; = jh fir j = 0,...,N bilden die
Gitterpunkte der Diskretisierung. Der Raum der diskreten Steuerungen X“VN C
L~(0,T;R™) bestehe aus den in den Teilintervallen [¢;,¢; 1) fir j=0,...,N—1

konstanten Funktionen u”, welche durch die Randpunkte uﬁ’ = uh(tj) fiir j =

0,...,N — 1 reprisentiert werden. Weiterhin gelte u” (ty) = ul},_,.

Der Raum der diskreten Zustinde X" C W;°(0,T;R") bestehe aus den stetigen
und in den Teilintervallen [¢;,¢;,] fiir j =0,...,N — 1 linearen Funktionen X,

welche durch die Randpunkte ¥ = x(;) fiir j = 0,...,N reprisentiert werden.
Analog zum Raum X* definieren wir den Raum X°~ C W;°(0,T;R™).

Bei einem zuldssigen Paar (x,u) € .% fiir die Aufgabe (LQy) ist die System-
gleichung %(¢) = f(z,x(z),u(t)) fir fast alle t € [0,7] erfiillt. Fiir ein zuldssiges
Paar (x,u") der diskretisierten Aufgabe fordern wir dies nur an den Gitterpunkten

t,...,tN—1, und wir approximieren die schwache Ableitung i mit dem expliziten
Euler-Verfahren. Es soll also
X =t
+1
S = ) @.1)

! Die genaue Darstellung dieser Optimierungsaufgabe werden wir in Kapitel 6 behandeln.
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beziehungsweise
o= hf( ) (4.2)
fir j=0,...,N —1 gelten.
Die Euler-Diskretisierung der Aufgabe (LQy ) ist dann:

(LQvy)  Minimiere FVN(x" u"), (4.3)
beziiglich  (x",u") € X*N x X"V, (4.4)
o= nfe ), j=0,. .N—1, @5)
xp=acR", (4.6)
WjeU,  j=0,...,N—1, 4.7)
dabei ist

Pty = 21 ody g
N—1
+hY (; [x?}TW(tj)x?—Fw(tj)Tx]})
=0
N—1 v
+hY ( [u’}] 4 r(t))T h>. 4.8)
=

Analog zum urspriinglichen Problem definieren wir die Menge der zuldssigen
Steuerungen

yN — {uhGX“’N|u?EU,j:O,...,N—l} 4.9)

und die zuldssige Menge
FN = {(xh,uh) e XN XX"‘N|uh ewuV, xg =a,
A =X hf (0, ]:O,...,N—l} (4.10)

fiir die Aufgabe (LQy v). Eine Losung der Aufgabe (LQy n) bezeichnen wir mit
(x™V uMV). Im nicht regularisierten Fall v = 0 verwenden wir auch die Bezeich-
nungen (LQy), FN und (x*,u"*).

Die Differenzengleichung (4.5) mit der Anfangsbedingung (4.6) hat fiir jede
Steuerung u" € %" genau eine Losung x”, welche durch eine von N unabhin-
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gige Konstante beschrinkt ist, siche [4], Satz 4.2.1. Somit gilt fiir die schwache
Ableitung i, welche fiir fast alle # € [0, T] der rechten Seite der Differenzenglei-
chung (4.1) entspricht:

‘xh(t)’ <IF  firfastalles € [0,T]. @.11)

Dabei ist L* 0.B.d.A. dieselbe Konstante wie in Abschitzung (2.17), denn falls dies
nicht erfiillt wire, dann wiren beide Abschitzungen mit der groleren Konstante
erfiillt. Wir konnen die Lipschitz-Stetigkeit von F auf .#" erweitern, denn es gilt
%" C % und x" ist Lipschitz-stetig fiir (x",u") € .#N. Es gilt also

|F(x,u) — F(z,v)] <L (lx = 2]l + lu =) (4.12)

fiir alle (x,u),(z,v) € F UZY, dabei ist LT 0.B.d.A. dieselbe Konstante wie in
Abschitzung (2.18).

Die Aufgabe (LQy x) hat mindestens eine Losung, siehe [4], Satz 4.2.2, und es
gilt das diskrete Maximumprinzip, siche [4], Satz 4.3.2.

Satz 4.1 Ein zulissiges Paar (x"¥,u"V) € FV ist genau dann eine Lisung der
Aufgabe (LQy y), wenn mit einer Adjungierten P € XN folgende Bedingungen
fiir j=0,...,N — 1 erfiillt sind:

h
P -t
(Av) J+1h L= —A(t) iy A W) +w()), (4.13)

(Tv) ply=—-0" —q, (4.14)

-
(My) Vuh V—r(t)) +B(tj)Tp7+1] (v—u" u; YY<0 firalleveU. (4.15)

Wir definieren im Fall v = 0 die diskrete Umschaltfunktion 6’ € X fiir die
mit j=0,....,N—1

o = —r(t;) +B(1;) Pl (4.16)
und
op = —r(ty) +B(ty) " plh 4.17)

gilt. Fiir eine optimale Steuerung u™* € %" der nicht regularisierten Aufgabe
(LQy) gilt also:
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b, falls o;'; > 0,
=3 b, falls 6/, <0, i=1,...,m, j=0,....N—1. (4.18)
singulir, falls GZ’j =0,

In den folgenden Abschnitten dieses Kapitels werden wir verschiedene Feh-
lerschabschitzungen fiir die Euler-Diskretisierung erarbeiten, wir orientieren uns
dabei an [2].

4.1 Fehlerabschitzungen fiir Steuerungen mit beschrinkter
Variation

Wir setzen zunichst noch nicht voraus, das eine optimale Steuerung u* der Auf-
gabe (LQ) eine Bang-Bang-Struktur aufweist. Damit gelten die Aussagen in die-
sem Abschnitt auch fiir Steuerungen mit singuldren Abschnitten und beschriankter
Variation. Fiir eine auf dem Intervall [0, 7] definierte vektorwertige Funktion z be-
zeichnen wir die totale Variation auf dem Intervall [a,b] C [0, 7] mit

k
Vi(z) = sup{z 2(t;) —z(tic)| k€N, a<tg < -+ < < b}. (4.19)
i=1

Die Funktion z hat beschrinkte Variation, wenn V7 (z) < oo gilt.

Lemma 4.2 ([2], Lemma 3.1). Es sei (x,u) € .% und u habe beschrinkte Varia-
tion. Dann gibt es ein Paar (x",u") € FN, sodass mit von N unabhiingigen Kon-
stanten ¢, ¢* und c3 die folgenden Eigenschaften gelten:

() [ =], < hVE w),
(i) Hu—uhH2 <VhV} (),
(iii) |[x —x"|| , < he' VE (%) < h (2 +3VE (u).

Beweis. Bsseiu € %V die stiickweise konstante Funktion mit u? = Projy, (u(t;))?

fir j=0,...,N—1.Dann gilt u" € % . Firr fast alle s € [t;,#;+1] gilt nach Definition
der totalen Variation

2 Im Gegensatz zu dem Beweis in [2] verwenden wir die Projektion von u(t;) auf U. Dadurch
gilt ul € %V, selbst wenn fiir einzelne j die Bedingung u(;) € U nicht erfiillt ist.
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|u(s) = Projy (u(t}))| < |u(s) = Projy (u(t;))| + [Projy (u(tjs1)) — u(s)]

. . 4.20
< VI (Brojy (u)) < V" (u). (*20
Es folgt
T
Hu—uh lz/‘u(s)—uh(s)’ ds
0
N—1 ]
- / lu(s) — Projy, (u(t;))| ds @21
Jj=0 1
<Ni1 Lj+1 T
Y hV () =RV (u),
Jj=0
und somit (i).
Aus Abschitzung (4.20) folgt auch
2 7 2
Hu—uhuzz/’u(s)—uh(s)‘ ds
0
i
. 2
= ¥ [ luts) ~Proi (ule;)) [ ds (@22)
=0
[
N—1 ! 5 N—
< / (thﬂ (u)) ds = Z h (VZH( ))
=07 Jj=0
Mit
N-1 N-1 2
Ljt+1 _ Ljt1 iyl Lj+1
Y h (Vi) —h(Z Vi )) —n Y VIV W)
=0 =0 i,j=0,_N-1
i#] (4.23)
N1 2 s
<h{ Y VW) =h(Viw)
j=0

folgt aus Abschitzung (4.22)
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M*Mh

< (Vi) @24

und somit (ii).

Es sei x € X*V die Losung der Differenzengleichung (4.5) mit der Anfangsbe-
dingung (4.6) fiir «, dann gilt (x" u") € FV.

Die Steuerung u hat beschrinkte Variation und x liegt in W;*(0,T;R"), und
hat somit auch beschrinkte Variation. Die Funktion x ist die linke Seite der Sys-
temgleichung (2.3) mit Lipschitz-stetigen Funktionen A, B und b, also hat auch
X beschrinkte Variation. Nach [16], Theorem 6.1 und Gleichung (7) auf Seite 10,
gilt die folgende Abschitzung:

max ]xh(zj) —x(zj)‘ < 2Texp (T ||Al|) h VT (3). (4.25)
1<j<N

Die Funktion x ist fast iiberall beschriinkt. Die schwache Ableitung i entspricht
fast tiberall der rechten Seite der Differenzengleichung (4.1) mit dem jeweiligen j,
also ist auch " fast iiberall beschriinkt. Mit Abschitzung (4.25) existiert eine von
N unabhiingige Konstante ¢!, sodass gilt:

Hx—th < he'VT (%), (4.26)

Mit den Lipschitz-Konstanten L, LZ und L? der Funktionen A, B und b gilt fiir
fast alle 5,7 € [0,7]

() = x(s)| < [A(0)x(r) — A(s)x(s)]
+ [B(t)u(t) — B(s)u(s)| + |b(r) — b(s)|

4.27)
<L ¥ It = 5] + [l [x(1) = x(s))|
+ L7 |[ull.o |t = 5|+ ||B|o [u(t) —u(s)|+L" |t —s] .
Mit Gleichung (2.17) und der Beschrénktheit von U gilt
VE (@) < (LA Il 4 L AL+ L2+ L) T+ B VE @) (428)
mit einer von N unabhingigen Konstanten c*. Mit (4.26) folgt (iii). O

Ein Paar (x" u") € .ZVN, welches die Eigenschaften (i) bis (iii) aus Lemma 4.2
erfiillt, bezeichnen wir als Euler-Approximation von (x,u) € Z.
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Lemma 4.3 ([2], Lemma 3.2). Es sei (x",u") € .ZN. Dann existiert eine Funktion
7, sodass (z,u") € F und

<ch (4.29)

=

HZ o xh
mit einer von N und der Wahl von (x",u") € FN unabhdngigen Konstante c gelten.

Beweis. Es giltu"(t) € U fiir alle t € [0, 7] und somit u" € % . Es sei z die eindeu-
tige Losung der Systemgleichung (2.3) mit der Anfangsbedingung (2.4) und der
Steuerung «". Somit gilt (z,u") € .Z.
Fir j=0,...,N—1,1 € (tj,tj41) gilt
J(t) = A(t)x"(t;) + B(t;)u" (t) + b(t;). (4.30)
Also 16st x” die Differentialgleichung
(1) = A" (1) + B(t)u (t) +b(t) +y(t)  fiirfastaller € [0,T], (4.31)
dabei ist
y(t) = A" (1)) — A" (1) + (B(tj) — B(t))u(t) +b(t;) —b(r)  (4.32)
firs € [tj,¢j11) mit j=0,...,N—1.Es gilty(t;) =0 fiir j=0,...,N — 1. Weiterhin

gelten mit den von N unabhingigen Lipschitz-Konstanten L4, LB, L und L* fiir
J=0,...,N—1,t€(tj,tj41)

A 1) = A0 (1)

< [A)2 1) — A0 )| + [0 (1) - A ()

_ ‘(A(tj) —A(t))xh(tj)‘ n ‘A(r) (ﬁ(;j) _xh(t)) ’ 4.33)
< LAy o] P00 |+ AW L 1~

<IA(Ja|+L*T) h+ (|A(0)|| + IAT) L',

sowie
|B(tj) —B(t)|| <LP|t;—t| < LPh, (4.34)

und
b(t;)—b(t)| <LP|t; —t| < LPh. (4.35)
(t)) 1)) < J >
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Mit der Beschrinktheit von u” existiert eine von N unabhingige Konstante ¢!,
sodass fiir alle (x",u") € FN gilt:

ly()| <c'h  fiir fastalle r € [0, 7). (4.36)
Die Trajektorie z ist die Losung der Systemgleichung (2.3) mit der Anfangsbedin-

gung (2.4) und der Steuerung u = u”, und die Trajektorie x” ist die Losung des
durch y gestorten Systems. Mit der Beschriinktheit von y gilt

Hz—th <3|yl < c'h (4.37)
mit einer von N unabhingigen Konstanten ¢2. O
Lemma 4.4 ([2], Lemma 3.3). Es sei (x",u") € FN. Dann gilt

’Fv(xh,uh) CFYNGE | < ch (4.38)

fiir v > 0 mit einer von N, v und der Wahl von (x",u") € N unabhdingigen
Konstanten c.

Beweis. Es sei (x",u") € .ZN beliebig gewihlt. Dann gelten wegen (4.11)
Hthw <a| + T = ¢* (4.39)
und wegen der Beschrinktheit von U
HuhHm < (4.40)

mit von N und der Wahl von (x,u") € N unabhingigen Konstanten ¢* und c*.
Wegen

/T YT =n Y Y ] 441)
2 R A A ‘
0 j=0
gilt
FY(x" u)y — FYN (x ul) = Z/w %Il(t)—&—lz(t)—i—ﬁ(t)dt, (4.42)
t
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dabei ist fiir € [t,¢;11) mit j=0,...,N—1

I'e) = x"(0) "W ()" (0) =" (1) "W (1)2" (1)), (4.43)
P(t) = w(t) (1) —w(t;) ¥ (1)), (4.44)
P(e) =r(t) " (0) = r(t)) " (1)). (4.45)

Wir werden nun mit den Gleichungen (4.11), (4.39) und (4.40) die Beschrinkt-
heit von 7!, 17 und I® zeigen. Aus

1'(1) = x"(1) "W ()" () =2 (1) "W (1)4" (1)
()W (X" (1)) =" (1) TW (0" (1)

+

+Xh(tJ)TW(t)xh(tJ) (1)) W ()2 (1)

— () TW (O (1) — 2 (0) TW () (1)

+ 2 () TW(OR (1) =2 (1) TW (O (1) (446)
erh(tJ)TW(t)xh(t/) h(tj)TW( 1j)x (J)

:[ (1) +2"(t)) TW()[ (1) =" (tj)}

2 (1y) T W (1) = W (1)) (1)

folgt
111 ()| < 2¢%|W (1) L+ (c¥)* LY h, (4.47)
aus
P () =w(t) "5 (0) = w(ty) " () +wie) "5 (1) — wle) " (1) a8)
=w(0) [¥(0) = (1) | + Dwlo) = wie)]T ¥ 1)) |
folgt
|IP(t)| < [w(t)| L*h+c"L"h, (4.49)
und aus
P(t) = r() "u(6) = r(t)) "u" (1) +r(0) " (0)) = r(0) "l (1)
= r(O)T [ (0) = (1))] + [r0) = )] T 1) (4.50)
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folgt

IP(t)| < c“L'h 4.51)
firt € [tj,tj+1), j=0,...,N—1, wobei L, L" und L" die Lipschitz-Konstanten
der Funktionen W, w und r sind. Mit Gleichung (4.42) existiert also eine von N
und der Wahl von (x",u") € .7 unabhingigen Konstanten &, sodass gilt

N—1 ptig
Fv(xh,uh)—FV’N(xh,uh)‘ <Y /” ¢hdt = ¢Th, (4.52)
j=0"1j

woraus die zu beweisende Aussage folgt. O

Wir kénnen nun zeigen, dass fiir v > 0 der optimale Wert des Zielfunktio-
nals FV der Aufgabe (LQy) durch den optimalen Wert des Zielfunktionals F¥V
der diskretisierten Aufgabe (LQy x) approximiert werden kann, falls eine optima-
le Steuerung der Aufgabe (LQy) beschrinkte Variation hat. Die Aussage wurde
in [2], Theorem 3.4, fiir den Fall v = 0 bewiesen.

Satz4.5 Esseiv >0, (xV,u") € .F sei eine Losung von (LQy) und u* habe be-

schrinkte Variation. Dann existieren von N und v unabhiingige Konstanten c* und
¢, sodass fiir jede Losung (xV,u"v) € FN von (LQy n) gilt
FV7N(xh7V7Mh,V) _FV(XV,MV) S (CF +va) h (453)

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass das Zielfunktional FV fiir v > 0 Lipschitz-
stetig ist, wobei die Lipschitz-Konstante von v abhingt. Es seien (x,u),(z,v) €
FUZFN, Wegen der Beschriinktheit von U gilt mit der Konstante L" = max .y ||
fiir fast alle 7 € [0, T

< (|u(e)] + v(0)]) |ult) —v(2)]| (4.54)

Mit Abschitzung (4.12) gilt nun
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Y (k) = FY (2,9)] I () = F () 3 ll3 = V1]
T
§|F(x,u)—F(z7v)|+§/ ‘|u(t)|2_|v(,)|2)d, 4.55)
0

<LF ([P =2l + [l = v ) + VL u=v],

Nach Lemma 4.2, (i) und (iii), und mit der beschrinkten Variation von u" exis-
tiert ein zuldssiges Paar (¥, u") € FV, sodass mit von v, N und (x¥,u") € .F
unabhingigen Konstanten ¢” und ¢* gilt:

h_uv

Hu <, (4.56)

Hxh_xv

< c*h. (4.57)

oo

Es sei (xV,u"V) € FN eine Losung der Aufgabe (LQy y). Wegen der Op-
timalitit von (xh"’,uh"’), Lemma 4.4, Abschitzung (4.55) und den Abschitzun-
gen (4.56) und (4.57) gilt

FV‘N(xh’V uh,V) _ FV(xV MV)

<FYNOM W) - FY(x¥,u¥)

= FYN () = FY () + Y () = FY (2 u) (4.58)
< [FYN(! —Fv(xh,uh)‘ + ‘Fv(xh,uh) —FY(x",u")

<4 LF (" +cF)h+ VL h,

wobei ¢! unabhingig von v, N und (x,u") ist.
Nach Lemma 4.3 existiert eine Trajektorie z, sodass (z,u"") € .% und

Hz—xh’v < (4.59)

=

mit einer von v, N und (x¥,u") unabhingigen Konstanten ¢ gilt. Wegen der Op-
timalitéit von (x¥,u"), den Abschitzungen (4.55) und (4.59) und Lemma 4.4 gilt
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FY (xv7MV) _ FV,N(xh,V,uh,V)

< FV(Z’ uh,V) —FV’N(xh’v,uh’v)

(4.60)
< FV(Z, uh,V) —Fv(xh'v,uh’v) + ‘FV(xh,V7uh,V) _ FV,N(xh,th,V)
<LFPh+c'h.

Mit Abschitzung (4.58) erhalten wir die zu beweisende Abschitzung. a

4.2 Fehlerabschitzungen fiir Bang-Bang-Steuerungen

Wir wollen nun Aufgaben vom Typ (LQ) untersuchen, bei denen die optimale
Steuerung eindeutig ist und eine Bang-Bang-Struktur aufweist. Daher setzen wir
voraus, dass eine Losung von (LQ) existiert, welche die Voraussetzungen (V3.1)
und (V3.2) erfiillt. Somit konnen wir mit der Losungsdarstellung (2.23) einen Re-
préasentanten mit beschrinkter Variation finden und die Aussagen aus dem vorhe-
rigen Abschnitt anwenden.

Nachdem wir bereits die Konvergenz des Zielfunktionals gezeigt haben, wollen
wir nun zundchst die diskreten Losungen und Adjungierten untersuchen.

Satz 4.6 ([2], Theorem 4.3) Es sei (x*,u*) eine Losung der Aufgabe (LQ) mit der
Adjungierten p, welche die Voraussetzungen (V3.1) und (V3.2) erfiillt. Dann gilt
fiir hinreichend grofie N mit von N unabhdngigen Konstanten c*, ¢ und c? fiir
jede Losung (x* ul*) der Aufgabe (LQy) mit der diskreten Adjungierten p":

(i) [ ], < eV,
(ii) | —x|, < eV
(iii) ||p" —pll.. < "V
Beweis. Nach Lemma 4.2, (i) und (iii), und mit der beschrinkten Variation von

u* existiert ein zulissiges Paar (x",u") € .#V, sodass mit von N unabhingigen
Konstanten ¢! und ¢? die folgenden Eigenschaften gelten:

Es sei nun (x*, u**) eine Losung der Aufgabe (LQy ), dann existiert nach Lem-
ma 4.3 eine Trajektorie z mit (z,u"*) € .F und

oz |

x*—th <h. 4.61)
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<ch (4.62)

o

Hz_xh,*

mit einer von N und (x*,u"*) unabhingigen Konstanten ¢>. Nach Satz 3.3 gilt
mit von (x*,u*) unabhéingigen Konstanten &, Y, 0 > 0 im Fall ||uh** —u* ||1 <2y0
die Abschitzung

h.x * % A h,x * 2 %12
F(z,u"™) — F(x*,u*) > & H” —u* [ +lz=I, (4.63)
und im Fall Huh* — u*Hl > 27/3 die Abschitzung
F(z,u") —F(x*,u") > & (Huh* —u 1+ ||z—x*H1_’1) . (4.64)

Wir verwenden nun die Optimalitit von (x*,u»*), die Abschitzung aus Lem-
ma 4.4 mit der Konstanten ¢, die Lipschitz-Stetigkeit von F' gemill Abschiit-
zung (4.12) und die Abschitzungen (4.61) und (4.62). Wir erhalten die Abschét-
zung

0 < F(z,u"*) — F(x*,u")

— F(Z, Mh,*) 7F()Ch’*,uh’*) +F(xh’*,uh’*)

—FN(Xh’*,uh’*) —l—FN(xh’*,uh’*) —F()Ch,uh) —I—F(xh,uh) —F(x*,u*)
< F(Z, Mh’*) —F(xh’*,uh’*) +F(xh’*,uh’*)

— FNO ) FN (M uly — F (oM ul) + F (8 u) — F(x u)
< (LFc3 +e+ce+LF (c1 +cz)) h

(4.65)

Mit den Abschitzungen (4.63) und (4.64) (siehe auch Abschitzung (3.40) und
Abschitzung (3.41)) gilt mit einer von N unabhingigen Konstanten ¢*

Huh,* —ut

< c*max {\/Eh} (4.66)

Somit gilt fiir hinreichend kleine % die Abschidtzung (4.63), und mit der Abschét-
zung (4.65) erhalten wir (i) und

lz—x*]ly, <V (4.67)

mit einer von N unabhiingigen Konstanten ¢.
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Wegen
t
) = (O] < 2(0) =" (O)]+ [ 12(5) (5]
0
r (4.68)
< J(0) =" (0)|+ [ J2(0) " (0) ds
0
= llz—x"|l; fiir alle r € [0, 7]
gilt
X — §||x*—sz+Hz—xh‘* SHz—x*||1!1+Hz—xh’* (4.69)

Mit den Abschétzungen (4.62) und (4.67) und erhalten wir (ii) fiir hinreichend
kleine A.
Es sei nun @ die eindeutige Losung der Differentialgleichung

&(t)=—-A(t)"@(r) firaller € [0, 7], (4.70)
®(0) = E". (4.71)

Weiterhin sei u € W;°(0,T;R") die Losung der Adjungierten-Gleichung (A)
()= —A@) " u@) +W(x*(t) +w()  firfastaller € [0,7]  (4.72)
mit der diskreten Transversalititsbedingung (7y)
u(T) = —0x"*(T) —q. (4.73)
Nach Gleichung (2.14) gilt
w(t)— plt) = ®(1)Q (xh’*(T) —x*(T)) fiir fastalle £ € [0,7].  (4.74)

Da A Lipschitz-stetig und somit beschrinkt ist, gilt mit einer von N unabhéngigen
Konstanten ¢!
= pll. <t (1) = (7)]. 475)
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Wir setzen die Losungsformel fiir t(¢) (siehe Gleichung (2.14)) die Randbedin-
gung (4.73) in Gleichung (4.72) ein und erhalten fiir fast alle ¢ € [0, 7|

a0 =A@ @) (0 (T) +q)
T
+A@)TD(r) / @ (s) "L (W (s)x"(s) +w(s)) ds+ W (£)x* (£) +w(t). (4.76)
t
Die optimale Trajektorie x* ist eindeutig fiir die Aufgabe (LQ), daher definieren

wir:

2= VI (A(-)Tcp(-)) : 4.77)

+W(Ex () +w() |- (4.78)

Nach Gleichung (4.76) gilt
VE () < -0 (1) —g| + ¢, 4.79)

Die Funktion fi hat also beschrinkte Variation. Mit der Losung u” € X*V der
Differenzengleichung

h h
Hjp —Hj

- =—A(t;) Wl W ()X () +w(t),  j=0,... ,N—1 (4.80)

und der Transversalititsbedingung ,LL]}\’, = —Qx"*(T) — ¢ gilt nach [16], Theorem
6.1 und Gleichung (7) auf Seite 10, die Abschitzung

hee Y — y(e)| < I
Jmax ()~ ()| <2Texp(TAL)RVE (). (481)

Mit (ii) gilt fiir hinreichend kleine & mit einer von N unabhingigen Konstanten
cl’l

max
0<j<N-1

p(t)) —uh(t,-)] < c*Vh. (4.82)
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Mit den Abschitzungen (4.75) und (4.81) gilt

hee N . heoe N hiy. hee N _ .
smax [p @) = p(e)| < max (| 0) ' (0)| + |1 0) ()

+ 1) = p(t)] ) (4.83)

<c! ‘xh*(T) —x*(T)’ +c*Vh

mit einer von N unabhingigen Konstanten ¢*. Mit (ii) und der Lipschitz-Stetigkeit
von p und p” folgt (iii). 0

Mit der Lipschitz-Stetigkeit von r und B folgt aus Satz 4.6 (iii) die folgende
Aussage, siehe auch [3], Theorem 2.3.

Korollar 4.7 ([2], Corollary 4.4) Es sei (x*,u*) eine Losung der Aufgabe (LQ)
mit der Umschaltfunktion o, welche die Voraussetzungen (V3.1) und (V3.2) erfiillt.
Dann gilt fiir hinreichend grofie N mit einer von N unabhdingigen Konstanten c®
fiir jede Losung (x*,u"*) der Aufgabe (LQy) mit der diskreten Umschaltfunktion
oh:
max
t€[0,T]

o'(1) - a(r)‘ < Oh. (4.84)

Wir wollen nun untersuchen, wie wir eine Abschitzung der Form (4.84) nut-
zen konnen, um nahezu eine Bang-Bang-Struktur einer optimalen Steuerung von
Aufgabe (LQy) zu zeigen.

Satz 4.8 ([2], Theorem 4.5) Es sei (x*,u*) eine Lisung der Aufgabe (LQ) mit der
Umschaltfunktion o. Wenn fiir (x*,u*) die Voraussetzungen (V3.1) und (V3.2) er-
fiillt sind und fiir hinreichend grofies N mit von N unabhdngigen Konstanten® ¢°®
und B € (0,1]
max ‘Gh(t) - G(t)‘ < cOpP (4.85)
t€(0,7]
fiir jede Losung (x"* ,u"*) der Aufgabe (LQy) mit der Umschaltfunktion o erfiillt
ist, dann existiert eine von N unabhdngige Konstante K, sodass fiir hinreichend
grofes N jede fiir die Aufgabe (LQy) optimale Steuerung u'™* mit u* iiberein-
stimmt, aufer auf einer Menge vom Lebesgue-Maf3 < Khb.

3 Anders als in [2] fordern wir auch B <1, dafiir B > 1 die Gleichung (4.100) nicht erfiillt ist.
In [2] wird der Satz auch nur mit f§ € (0, 1] weiterverwendet.
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Beweis. Esseii€ {l,...,m}. Mit der Konstante 7 aus Voraussetzung (V3.2) defi-
nieren wir wie im Beweis von Lemma 3.2 fiir 8 € (0, 7]

I7(8)=Jls—8,s+8], (4.86)
sEX;
11(8) =[0,TI\1; (), (4.87)
o™= min |o;(r)]. (4.88)
tel (%)

Nach Abschitzung (4.85) gilt fiir 7 € [0,T]

0> ’G,»(t) — G»h(t)’ —chP

(4.89)
> [[0i(0)] —|of (1) | — e = |ai(0) = | of 1) — conP
Daraus folgt mit Gleichung (4.88) fiir z € I," (%)
h : o1 B min 1P
’oi (t)‘2|0',(t)|—c WP > gmin _ opP (4.90)
Fiir hinreichend kleine % gilt
5 _om Gmm 491)
h .
2c0 (
und somit ,
0 o . + (2
o (t)‘ > % furaller € I (2). 4.92)

Aus den Abschitzungen (4.89) und (3.14) in Voraussetzung (V3.2) folgt auch
fiir jedes s € X; und fiir alle 7 € [s — %, s+ 1] die Abschiitzung

c,.h(z)‘ > 6i(1)] — cOhB > & [t — 5| — O hP. (4.93)
Es gilt somit ’G | > 0 fiir

CG
> |r—s| > ghﬁ. (4.94)

Esseinuns € X;und A € {1,...,N — 1} sei der Index, fiir welchen s € [t ,£; 1)
gilt. Wegen Voraussetzung (V3.1) gilt 1 < s < N — 1 fiir hinreichend kleine A.
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Weiterhin wihlen wir k € N als die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche

CG
kh > —hP (4.95)
6
erfiillt ist. Es gelten
CG
ll+k+1*S2tl+k+1*[}’+1 =kh > gl’lﬁ (496)
und
CG
S—ty g >t —th y =kh> ghﬁ. (4.97)

Fiir hinreichend kleine & liegen die verwendeten Gitterpunkte in [0, 7]. Wegen der
Wahl von k gilt aulerdem

c® c®
WP <k < —_RP 1. (4.98)
(o) (o)
Wir definieren nun
kKl =22 4+k+1, k; :=A—k. (4.99)
Fir B <lgiltfirh<T
WP <118, (4.100)

Mit den Ungleichungen (4.96), (4.97) und (4.98) folgt
it —t = (2k+1)h
CO'
< <2Ahﬁ‘ +3) h
6
o (4.101)
= (2‘; +3h1ﬁ> hP

CG
< (26+3T1_ﬁ) W= k1P

dabei hidngt K nicht von / ab. Somit gilt fiir hinreichend kleine A

[t — ] Cls— s+ 1] (4.102)
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Aus Ungleichung (4.94) folgt |6/ (r)| > 0 fiir 1 € [s — 2, t-]und fiir t € [+, 5+ ).
Wir definieren nun ‘ ‘

=), L= 0,TIN (4.103)

l seX;
Es gelten I, C I; (%) und I; O I;"(%). Mit Abschitzung (4.92) folgt |6/ ()| > 0

firt € Ii+ . Mit den Losungsdarstellungen (2.23) und (4.18), der Stetigkeit von Gl-h
und Abschitzung (4.85) erhalten wir

W) =uf(t)  firaller € I (4.104)

1

Es sei |X;| die Anzahl der Elemente in X;. Wir kénnen nun das Lebesgue-MaB von
U™ I durch xkhP abschitzen mit der Konstante

k=kY |Z], (4.105)

s

Il
=

1

woraus die zu beweisende Aussage folgt. a

Aus Satz 4.8 erhalten wir schlieSlich mit Korollar 4.7 die folgende Aussage:

Satz 4.9 ([2], Theorem 4.6) Es sei (x*,u*) eine Losung der Aufgabe (LQ). Wenn
Siir (x*,u*) die Voraussetzungen (V3.1) und (V3.2) erfiillt sind, dann existiert eine
von N unabhdngige Konstante x, sodass fiir hinreichend grofies N jede fiir die
Aufgabe (LQy) optimale Steuerung u* mit u* iibereinstimmt, aufer auf einer
Menge vom Lebesgue-Maf3 < k+/h.

4.3 Verbesserte Fehlerabschéitzungen

Wir werden nun einige weitere Fehlerabschidtzungen vorstellen, ohne diese zu be-
weisen. Fiir die Herleitungen und Beweise verweisen wir auf die jeweils angege-
bene Literatur.

Es sei v > 0. Nach [6], Gleichung (5.1), gilt fiir jede Losung (x™, u™") der
Aufgabe (LQy y) und die Losung (x”,u") der Aufgabe (LQy) mit den Adjungier-
ten p” und pY
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h,v v h v
5 [|X —X p —p

max{”uh’v —w }g clg, (4.106)

)
=

mit einer von N und v unabhingigen Konstanten ¢!, siehe auch [7] und [17].
Wenn (x*,u*) eine Losung der Aufgabe (LQ) ist, welche die Voraussetzun-
gen (V3.1) und (V3.2) erfiillt, dann gilt mit Satz 3.6 (i) und Abschétzung (4.106)

Huh,v —u

< Huh,v —u
1

=

= TH”'W—MV + [l —u], (4.107)

h
<cT=+c"y.
%
Mit dem Regularisierungsparameter v = v/h erhalten wir

Huh,v —ut

< Vh (4.108)

mit einer von N unabhiingigen Konstanten c?.

Wenn fiir eine Losung der Aufgabe (LQ) nicht die Voraussetzungen (V3.1)
und (V3.2) erfiillt sind, aber die Aufgabe (LQ) die Voraussetzung (V3.3) erfiillt,
so erhalten wir aus den Abschitzungen (3.51) und (4.106)

Hxh"" —x* , S Hxh"’ —x¥ ,+ flx¥ —x*||,
< \/fohV —x" _+ IV —x*|, (4.109)
< clﬁg +cVv.
Mit dem Regularisierungsparameter v = h3 erhalten wir
Hxhﬂv -, = Aht (4.110)

mit einer von N unabhingigen Konstanten ¢>.

Um die Resultate aus Abschnitt 4.2 zu verbessern und weitere Aussagen zur
Struktur einer Losung der Aufgabe (LQy) zu erhalten, bendtigen wir neben Vor-
aussetzung (V3.1) eine weitere Voraussetzung an eine Losung (x*,u*) der Aufgabe
(LQ) mit der Umschaltfunktion o:



4.3 Verbesserte Fehlerabschétzungen 41

(V4.1) Es gelten r € C1((0,T);R™), B € C'((0,T);R™™), i, B sind Lipschitz-
stetig und es existiert eine Konstante & > 0, sodass gilt

lrgigllerr]nn {lei(sj)|} = 26. (4.111)

Die Funktion p entspricht fiir fast alle # € [0, 7] der rechten Seite der Adjungier-
ten-Gleichung (A). Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von p und x* ist p Lipschitz-
stetig. Mit Voraussetzung (V4.1) ist somit auch & Lipschitz-stetig, wir konnen
dann eine Konstante £ > 0 wihlen, sodass fiir alle s € X und alle i € .#(s)

[6(t)] >6  firaller € [s— 1,5+ 1] (4.112)

erfiillt ist, somit ist Abschitzung (3.14) erfiillt. Aus Voraussetzung (V4.1) folgt
auch Gleichung (3.15), und somit insgesamt Voraussetzung (V3.2).

Die diskrete Umschaltfunktion o™ ist fiir fast alle 7 € [0, T] stetig differenzier-
bar. Wir erweitern die Ableitung 6" auf [0,7) mit

ot  —of

ch(tj)=%7 j=0,... N—1. 4.113)
Wir geben nun zum Abschluss dieses Kapitels die Aussagen aus Abschitt 5
in [2] an.

Satz 4.10 ([2], Theorem 5.1) Es seien (x*,u*) eine Losung der Aufgabe (LQ) mit
der Umschaltfunktion & und (x"*,u"*) eine Losung der Aufgabe (LQy) mit der
Umschaltfunktion ¢". Wenn fiir (x*,u*) die Voraussetzungen (V3.1) und (V4.1)
erfiillt sind, dann existiert eine von N unabhiingige Konstante ¢, sodass

max |G
1<i<m

M) —6i(t)| < VR fiirallet € [0,y 1] (4.114)

fiir hinreichend grofle N erfiillt ist.

Satz 4.11 ([2], Theorem 5.2) Es seien (x*,u*) eine Lisung der Aufgabe (LQ) mit
der Umschaltfunktion & und (xX"*,u"*) eine Losung der Aufgabe (LQy) mit der
Umschaltfunktion o". Wenn fiir (x*,u*) die Voraussetzungen (V3.1) und (V4.1) er-
fiillt sind und N hinreichend grofs ist, dann haben die Komponenten von 6" insge-
samt | disjunkte Nullstellen s’l’ << s? und es existiert eine von N unabhdngige

Konstante ¢*, sodass
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’s,-—s’}‘ <R fiirj=1,...1 4.115)

erfiillt ist.

Satz 4.12 ([2], Theorem 5.3, Korollar 5.4) Es sei (x*,u*) eine Lisung der Auf-
gabe (LQ) mit der Adjungierten p und der Umschaltfunktion o. Wenn fiir (x*,u*)
die Voraussetzungen (V3.1) und (V4.1) erfiillt sind und N hinreichend grof ist,
dann existieren von N unabhéngige Konstanten c*, c*, ¢ und c°, sodass fiir jede
Losung (x"*,u"*) der Aufgabe (LQy) mit der Adjungierten p" und der Umschalt-
funktion & gilt:
() [~ < con
(ii) || —x*|| < ch,
(iii) ||p" = pl|.. < ch
. h c
(iv) max. |o"(t) — o (t)| < c®h.

Satz 4.13 ([2], Theorem 5.5) Es sei (x*,u") eine Losung der Aufgabe (LQ). Wenn
Siir (x*,u*) die Voraussetzungen (V3.1) und (V4.1) erfiillt sind und N hinreichend
grofs ist, dann gilt:

(i) Es existiert eine von N unabhdingige Konstante K, sodass jede fiir Problem
(LQN) optimale Steuerung u* mit u* iiberall iibereinstimmt, aufSer auf
einer Menge vom Lebesgue-Maf3 < Kh.

(ii) Es existiert eine von N unabhdngige Konstante c*, sodass

‘sj—s’}‘gcm fiir j=1,....1 (4.116)

fiir die Nullstellen der Komponenten von ¢ und c" gilt.



Kapitel 5
Zeitoptimale Aufgaben

Die Aufgabe (LQ) hat einen festen Zeithorizont 7. Bei vielen Aufgaben der opti-
malen Steuerung ist jedoch der Endzeitpunkt nicht bekannt oder stellt sogar eine
der Variablen dar, iiber die der Wert des Zielfunktionals optimiert werden soll.

In diesem Kapitel wollen wir zunéchst die Aufgabe (LT') vorstellen, welche be-
ziiglich des Zielfunktionals und der Randbedingung allgemeiner und beziiglich der
betrachteten Rdume weniger allgemein ist als die Aufgabe (LQ). Fiir die Aufga-
be (LT) werden wir dann notwendige Optimalititsbedingungen bereitstellen. Wir
werden eine zeitoptimale Aufgabe angeben und uns mit einer Modifikation der
zeitoptimalen Aufgabe beschiftigen, welche dadurch als Aufgabe vom Typ (LQ)
dargestellt werden kann. Auerdem werden wir untersuchen, unter welchen Bedin-
gungen eine Losung der modifizierten Aufgabe in eine Losung der zeitoptimalen
Aufgabe iibergeht.

5.1 Aufgabenstellung mit beliebigem Zeithorizont

Wir beschiftigen uns mit einer Aufgabe der optimalen Steuerung mit nicht not-
wendigerweise festen Anfangs- und Endzeitpunkten ¢, ! mit 10 < ¢!
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(LT)  Minimiere  G(°,x(t°),!, x(¢1)), (5.1
beziiglich  (x,u) € PC'(1°,t';R") x PC(:°, 1", R™), (5.2)
x(t) = f(t,x(t),u(t))  firfastaller € [(°,¢'], (5.3)
h(f%, x(1),1!, x(t1)) = 0, (5.4)
u(t)e U firaller € [(°,¢1], (5.5)

dabei sind
G eC' (R R), (5.6)
J(t,x(1),u(t)) =A(1)x(r) + B(t)u(r) + b(z), (5.7
h eC' (R, R)), (5.8)
U={veR"||w|<1,i=1,....m}. (5.9)

Der Steuerbereich in Gleichung (5.9) stellt keine tatsdchliche Einschrankung
im Vergleich zum Steuerbereich

U:{veRmyblgvgb“}. (5.10)

der Aufgabe (LQ) dar. Dieser kann durch eine lineare Transformation der Dyna-
mik in Gleichung (5.7) geméil

! u
b+b } (5.11)

b(t) =b(1) + B(1) [ 5
bY —bg

Bji(t)=B;(t) 5 j=1,....n,i=1,....m (5.12)

angepasst werden.
Analog zur Aufgabe (LQ) ist fiir die Aufgabe (LT) die Menge der zulédssigen
Steuerungen

U = {ve PC(t°,t";R")|v(t) € U firallet € [t°,¢"]}, (5.13)

und die Menge der zuldssigen Steuerungsprozesse ist
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G = {(x,u) € PC'(1°,t";R") x PC(t°,t"sR") |lu € Z ,

h(t®,x(), ¢4, x(t1) = 0, 2(¢) = f(r,x(t),u(t))
fiir fastalle 7 € [1°,¢']} . (5.14)

Wir nehmen an, dass die Aufgabe (LT) mindestens eine Losung (x*,u*) € ¢4
hat.

Fiir die Aufgabe (LT) verwenden wir einen Spezialfall des Pontrjagin’schen
Maximumprinzips in der Formulierung aus [11], Theorem 1. Bei der in [11] be-
handelten Aufgabe ist die Systemgleichung allgemeiner und es sind auch Unglei-
chungsbedingungen an die Randwerte enthalten.

Satz 5.1 Es sei (x*,u*) € 4 eine Lisung der Aufgabe (LT) mit den Anfangs- und
Endzeitpunkten t°* ,t1*, dann gelten mit Parametern 0 < po € R, A € R! und einer
Adjungierten p € PC' (1% t1*;R") folgende Bedingungen:

(N)  po+|Al>0, (5.15)
(A p(t)y=—A@)"p(t)  fiir fast alle t € [{%*, "], (5.16)
(T)  p™)
[ aG x Xk * * 3k * 17
:+ W(IO’ s X (to‘ ),IL s X (tl’ )) pO
dh 0% _* /0% 1« _x/ 1% 17
+ () (75X (), X (1) | A, (5.17)
p(t"*)
[ aG B * * 3k * 17
=- 8x(t1)(t0 K5O, (1) | po
oh 17
_ ax(tl)(to’*,x*(to’*),tl’*,x*(tl’*)) A, (5.18)
p(to*>Tg(t0,*7x*(t0,*)7u*(to,*)
_aG kK * * 3k *
== |Gt )|
- T
- g:;(lo’*,x*(to’*),tl’*,x*(tl’*))} A, (5.19)
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p(eh*) Te(eh X (), u (1)
G * % * *
:Jﬂ(t(’ ) ! ”]p
.
- %(f“?*,x*(zo*) thx (ll’*))} A, (5:20)

(M) {B(I)Tp(t)]T(v—u*(t))SO fiirallet € [°*,1'*], ve 0. (5.21)

Eine zulissige Losung von (LT) erfiillt also die Maximumbedingung (M) mit ei-
ner Adjungierten p, welche eine Losung der adjungierten Gleichung (A) mit den
Transversalititsbedingungen (7') und der Nichttrivialititsbedingung (V) ist.

Analog zur Aufgabe (LQ) definieren wir fiir die Aufgabe (LT) die Umschalt-
funktion durch

o(t) = B(t) p(t). (5.22)

Da eine optimale Steuerung u* die Maximumbedingung (M) erfiillt, gilt fiir alle
te [ O *,tl *}

1, falls o;(r) > 0,
wi(t) = { —1, falls o;(1) <0,  i=1,....m. (5.23)
singuldr, falls 0;(¢) =0,

Falls die Zielfunktion G oder die linke Seite 4 der Randbedingung nicht direkt
von einer der Variablen ¢, x(¢%), ¢! oder x(¢!) abhiingt, so ist die auf die jeweili-
ge Variable eingeschrinkte Jacobi-Matrix gleich der Nullmatrix, und der entspre-
chende Term in den Transversalititsbedingungen (7°) ist Null beziehungsweise der
Nullvektor. In den folgenden Aufgaben schreiben wir die Funktionen G und % nur
in Abhiéngigkeit von denjenigen Variablen, welche auch explizit in der jeweiligen
Funktion auftauchen, obwohl der Definitionsbereich formal der Raum R%**+2 jst.

5.2 Zeitoptimale Aufgabe mit festen Randbedingungen

Wir widmen uns nun einer der Standardaufgaben der optimalen Steuerung. In der
Aufgabe (LT) sind das Zielfunktional G und die Funktion 4 noch nicht festgelegt.
Wir setzen

Gt x(1%),t! x(e")) = G (t') = 1! (5.24)
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und
0
R(e%,x(19), 1!, x(t!) = W (0, x(:°), x(¢")) = [ x(:°) —a (5.25)
x(t")

mit dem Anfangswert a € R"\ {0}. Der Anfangszeitpunkt wird somit auf t* =0
gesetzt, und wir erhalten die zeitoptimale Aufgabe (LT7), bei welcher in minimaler
Zeit t! > 0 die Zustandstrajektorie x von dem Anfangswert a in den Nullvektor
tiberfiihrt werden soll.

Zur besseren Ubersicht halten wir fest:

(LTy) Minimiere 7', (5.26)
beziiglich  (x,u) € PC'(0,:';R") x PC(0,¢';R™), (5.27)

%(t) = f(t,x(¢),u(r))  firfastaller € [0,7'], (5.28)

x(0) =a, (5.29)

x(t) =0, (5.30)

u(t)e U firaller € [0,¢']. (5.31)

Es seien %% die Menge der zulissigen Steuerungen und 47 die zulissige Men-
ge fiir die Aufgabe (LT%).

Aus Satz 5.1 erhalten wir fiir eine Losung (x*,u*) € 9% mit dem Endzeitpunkt
T*, der Adjungierten p? und den Parametern pg und A7 aus den Transversalitits-
bedingungen (7'

p*(0)"g(0,a,u*(0))
*5(2(0)) =—17 (5.32)
pe(T”
PAT) T F(T* X (T),u* (T*)) =pZ. (5.33)

Mit (5.32) gilt nach der Nichttrivialititsbedingung (¥)
Ph+ PP (0) 80,0, (0)| + [p#O) + [pA(T) > 0. (5.34)

Die Nichttrivialititsbedingung fiir die Aufgabe (LT;) konnen wir auch in der Form

(Nz) P&+ |p* ()| +|p*(T*)| >0 (5.35)
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schreiben, denn falls |p#(0) " g(0,a,u*(0))| > 0 gilt, dann muss auch p#(0) # 0
und somit |p#(0)| > 0 gelten.

Fiir eine Losung (x*,u*) der Aufgabe (LT;) gilt nach Gleichung (5.33) und der
Randbedingung x*(T*) = 0 die Transversalititsbedingung

(Tz)  p?(T*) " [B(T*)u*(T*) +b(T*)] = pé. (5.36)

Wir kénnen folgern, dass

P (T*) #0 (5.37)
gilt. Denn falls p?(T*) = 0 wiire, dann wire wegen der Adjungierten-Gleichung
p2(t) = —A(t) T p%(t) auch p?(0) = 0, und mit der Nichttrivialititsbedingung (V)
wiirde pg > 0 gelten, Dies stiinde aber im Widerspruch zur Transversalitdtsbedin-
gung (77).

5.3 Modifikation der zeitoptimalen Aufgabe

Wir werden nun ein Hilfsproblem zur Aufgabe (LT;) aufstellen, welches (bis auf
die betrachteten Rdume) als Aufgabe vom Typ (LQ) dargestellt werden kann. Zu
diesem Zweck verwenden wir das Zielfunktional

G0, x(t%), 1! x(1")) = GM (x(1")) = Ex(z‘)Tx(tl). (5.38)
Der Zeithorizont ¢! kann nun nicht mehr beliebig sein, sondern wird auf ein 7 mit
0 < T < T* festgelegt, wobei T* der minimale Endzeitpunkt aus Aufgabe (LT)
ist.! Als Randbedingung verwenden wir

t()
R(t%, x(10),t' x(eh)) = W (1, x(:°), 1) = | x(:°) —a (5.39)
th—T

mit dem Anfangswert a aus Aufgabe (LT).
Wir erhalten die Aufgabe mit festem Zeithorizont

! Bei praktischen Berechnungen muss natiirlich iiberpriift werden, wie 7 gewihlt werden kann,
wenn T* nicht bekannt ist. Mit dieser Problematik werden wir uns in Abschnitt 6.8 genauer
auseinandersetzen.
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(LTv) Minimiere %X(T)TX(T), (5.40)
beziiglich  (x,u) € PC'(0, T;R") x PC(0, T;R™), (5.41)

x(t) = f(t,x(r),u(?)) fur fastaller € [0,7], (5.42)

x(0) = a, (5.43)

u(t) el fiir alle r € [0, T]. (5.44)

Es seien M die Menge der zuldssigen Steuerungen und ¢4M die zulissige
Menge fiir die Aufgabe (LT)y).

Da T* die minimale Zeit ist, bei welcher x*(T*) = 0 fiir ein zuldssiges Paar
(x*,u*) € 9% gilt und wegen T < T*, ist

x(T) £0 (5.45)

fiir alle Paare (x,u) € 9™. Das Zielfunktional GM minimiert den euklidischen Ab-
stand des Endzustands vom Nullvektor und es gilt

GM(x(T))>0  fiiralle (x,u) € ¥M. (5.46)

Bei der modifizierten Aufgabe (LTy) wird also die zulissige Zustandstrajektorie
gesucht, welche die Endbedingung der zeitoptimalen Aufgabe (LT7) am wenigsten
verletzt.

Fiir eine Losung (x™, u™) mit der Adjungierten p* und den Parametern p}/ und
AM erhalten wir aus Satz 5.1 die Transversalititsbedingungen

PM(0)7£(0,a,uM(0))
—pM(0) =—AM (5.47)
—pM(1) (T, 2M(T),u(T))

(T
pM(T) =— pi!A™(T). (5.48)

Angenommen, es sei p) = 0. Dann gilt p(T) = 0 wegen Gleichung (5.48).
Mit der Adjungierten-Gleichung pM (1) = —A(¢) T p(¢) gilt dann p™ (0) = 0, und
mit Gleichung (5.47) folgt —AM = 0 im Widerspruch zur Nichttrivialititsbedin-
gung pM + |AM| > 0.

Die Nichttrivialitdtsbedingung ist also bereits durch Po > 0 erfiillt, und wegen
AM € R™?2 enthilt Gleichung (5.47) keine direkte Einschriinkung der Randpunkte
der Adjungierten. Wir konnen die Nichttrivialititsbedingung und die Transversali-
titsbedingungen an eine Losung der modifizierten Aufgabe (LTy,) zusammenfas-
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sen als
(Ny)  pof >0, (5.49)
(Tw) — PM(T) = —pgx"(T). (5.50)

In den folgenden zwei Lemmata werden wir untersuchen, ob eine Folge von
Losungen (x,u™) der Aufgaben (LTy,) fiir den Grenziibergang

T—-T"-0 (5.51)

gegen eine Losung (x*,u*) der Aufgabe (LT,) konvergiert.

Mit einer Folge (x,uM) fiir T — T* — 0 meinen wir eine geordnete Teilmenge
der Losungen der Schar von Aufgaben (LTy,) (mit dem Scharparameter T'), wobei
der zugehorige Zeithorizont 7' mit steigendem Index streng monoton wachsend
gegen T* konvergiert. Eine solche Folge wird beispielsweise mit einem € € (0,T*)
durch

Tk::T*—%, k=1.2,... (5.52)

realisiert.

Lemma 5.2. Fiir eine Folge von Lisungen (x™ ,uM) der Aufgaben (LTy) mit T —
T* — 0 ist jeder Hiiufungspunkt eine Losung der zeitoptimalen Aufgabe (LTy).

Beweis. Wegen der Endbedingung x(t') = 0 in Aufgabe (LT7) und wegen der
Stetigkeit aller zulissigen Zustandstrajektorien x auf [0,¢!] gilt

lim 2(1) =0. (5.53)

Die Losung (x*,u*) eingeschrinkt auf [0,7] ist zuldssig fiir die Aufgabe (LT),)
und wegen der Optimalitit von (x™uM) gilt fir T < T*

G"(M(T)) < GM(x*(T)). (5.54)
Mit Ungleichung (5.46), Gleichung (5.53), der Stetigkeit von GM, der Stetigkeit
von xM auf [0, T*) und der Stetigkeit von x* auf [0, 7*] folgt nun

0< lim OGM(xM(T))§ lim GM(x*(T))= lim 1|x*(T)|2:o, (5.55)

T—T*— T—T*—0 T—T*—02

und somit gilt
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lim XM(T)=o0. (5.56)

Mit x(0) = a fiir alle (x,u) € M ist die linke Randbedingung der Aufgabe (LT%)
erfiillt, es gilt
lim 4% (0,x"(0),x(T)) = 0. (5.57)
T—=T*—0

Fiir die Folge von Losungen (x™ M) ist mit T — T* — 0 also jeder Haufungspunkt
zuldssig fiir die Aufgabe (LTz) und wegen T — T* auch optimal. O

Wenn die Aufgabe (LT) mehr als eine Losung hat, dann kann auch die Folge
der Losungen (x™,uM) fiir T — T* — 0 mehrere Hiufungspunkte haben. Fiir die
Konvergenz gegen eine Losung der Aufgabe (LT;) muss die Folge der Losungen
der Aufgaben (LT),) weitere Voraussetzungen erfiillen.

Wenn wir die Aufgabe (LTj) mit der zulidssigen Menge

FM = {(x,u) € Wi*(0,T;R") x L(0,T;R")|x(0) = a,
u(t) € U, x(t) = f(t,x(t),u(t)) fir fastalle t € [0,T]}. (5.58)

betrachten, dann erhalten wir eine Aufgabe vom Typ (LQ), welche wir entspre-
chend mit (LQys) bezeichnen. Fiir die Aufgabe (LQy) existiert eine Losung
(x',u') € FM, siehe Kapitel 2, Abschnitt 2.2.

Lemma 5.3. Wenn fiir jede Aufgabe einer Folge von Aufgaben (LQpy) mit T —
T* — 0 eine Losung die Voraussetzungen (V3.1) und (V3.2) mit den selben Kon-
stanten [, & und 7T erfiillt und die Abschiitzung (3.22) mit den selben Konstanten
Gimi“ fiiri=1,... ,merfiillt ist, dann sind die zugehérigen Aufgaben (LTy) eindeu-
tig losbar und deren Losungen (xM,uM) konvergieren fiir T — T* — 0 gegen eine
mogliche Losung® (x*,u*) € WL (0, T*;R") x L' (0,T*;R™) der Aufgabe (LTy).

Beweis. Nach den Voraussetzungen (V3.1) und (V3.2) haben die Komponenten
der Umschaltfunktionen ¢’ der Losungen (x',u’) von (LQys) nur endlich viele
Nullstellen, von denen keine in 0 oder 7 liegt, und in jeder Nullstelle wechselt
die jeweilige Komponente das Vorzeichen.

Wegen Voraussetzung (V3.1) und der Darstellung der Losung in (2.23) finden
wir fiir die optimale Steuerung 1’ einen stiickweise stetigen Reprisentanten

2 Mit einer moglichen Losung meinen wir ein Paar (x*,u*), dessen stiickweise stetig differenzier-
bare beziehungsweise stiickweise stetige Reprisentanten eine Losung der Aufgabe (LT7) bilden,
falls diese existieren.
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u' e PC(0,T;R™). (5.59)

Weiterhin sei
¥" e PC'(0,T;R") (5.60)

die eindeutige Losung der Systemgleichung (5.42) mit der Randbedingung (5.43)
und der Steuerung u”. Wegen 9™ c .FM ist (x",u") € 9 eine Losung der Auf-
gabe (LTys), und insbesondere die einzige Losung. Denn wiire ein zuléssiges Paar

(X" ") € 9M mit

" "

" "
" ="+ [ =6

oo >0 (5.61)

eine Losung von Aufgabe (LTyy), so wire es wegen G (x"'(T)) = GM (¥ (T)) =
GM(¥/(T)) auch eine von (x,u’) verschiedene Losung von (LQy), im Wider-
spruch zur eindeutigen Losbarkeit von (LQ),) nach Korollar 3.5.

Es seien oM die Umschaltfunktion zur Losung der Aufgabe (LTj,) und o’ die
Umschaltfunktion zur Losung der entsprechenden Aufgabe (LQ)s). Wegen den
Bedingungen (A), (A), (T) und (Ty) und den Gleichungen (2.22) und (5.22) gilt

oM(t)=pMo'(r)  fiirfastallet € [0,T]. (5.62)

Mit der Stetigkeit von o™ gelten die Voraussetzungen (V3.1) und (V3.2) auch fiir
die Losung der Aufgabe (LTys) und wir kénnen nun die Aussagen aus Kapitel 4,
Abschnitt 4.2 auf die Aufgabe (LT),) anwenden.

Nach den Abschitzungen (3.33) und (3.34) gilt fiir jedes T < T™* aus der Folge
von Aufgabe (LT)s) mit von T unabhiingigen Konstanten ¢&,y,8 > 0

GV (1)) = G (M (1) = @ ([ = [+ ]« =[[1,)  (563)
falls ||u* —MMHI <2v8 und
GM (& (1)) = G (1)) = @ ([ =[] +[|¢* =], ,) (5.64)

falls ||u* — l/lMHl > 278.
Nach Gleichung (5.55) gilt

T_l)ijgr*l_OGM(T,x*(T)) —GM(T,:M(T)) =0, (5.65)
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mit den Gleichungen (5.63) und (5.64) konvergieren also die eindeutigen Losun-
gen (xM uM) der Aufgaben (LTy) fiir T — T* — 0 gegen eine mogliche Losung
(x*,u*) € WH0,T*;R") x L'(0, T*; R™) der Aufgabe (LTy). O



Kapitel 6
Numerische Untersuchungen

In diesem Kapitel werden wir zunichst zeigen wie die Aufgabe (LQy y) in die
Aufgabe (P y) umgeformt werden kann. Dabei ist die Aufgabe (P, y) eine end-
lichdimensionale quadratische Optimierungsaufgabe auf dem Raum R, bei wel-
cher die Nebenbedingungen nur aus boxed constraints bestehen. Dazu werden wir
die diskreten Zustinde x” in Abhingigkeit von der diskreten Steuerung " darstel-
len.

Im néchsten Abschnitt werden wir die Euler-Diskretisierung der zeitoptimalen
Aufgabe (LT;) angeben, welche wir vorher in eine Aufgabe auf dem Zeitintervall
[0,1] umwandeln. Weiterhin werden wir zeigen, zu welchen Schwierigkeiten es
bei dem Versuch kommt, fiir die diskretisierte zeitoptimale Aufgabe die diskreten
Zustinde in Abhéngigkeit von der Steuerung darzustellen.

Wir werden kurz auf einen numerischen Optimalitétstest mithilfe der Lyapunov-
Matrix-Differentialgleichung eingehen.

AbschlieBend werden wir einige Aufgaben aus der optimalen Steuerung unter-
suchen. Zum numerischen Losen der Aufgaben wurde die Funktion quadprog in
der MATLAB-Version R2014b verwendet.

6.1 Umformung der diskretisierten Aufgabe

Wir definieren zunichst den Nm-dimensionalen Spaltenvektor
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ui= (ug7...,u1’1v,1)T. 6.1)
Die Steuerungsbeschrinkungen fassen wir zusammen durch u € 27V mit
N — {ueRN’”|bl§u?§b”,j:07...,N—1}. 6.2)
Esseij€{0,...,N—1}. Mit
Aj=E"+hA(t)), B; := hB(t}), Bj = hb(t)) (6.3)

folgt aus der Differenzengleichung (4.5) und der Anfangsbedingung (4.6) durch
rekursives Einsetzen von xi?

X?H :AjX?+Bju.};+ﬁj
= (A1 (- (Boa+Bouf+Bo) +... ) + Byl +Bj1 )
+ B+ B 6.4)
=Aj. Aoa+ A ABoub+ A AP+ A AB Ul
A APtk AB gy + AR+ Bju + B

Wir definieren nun den Nn-dimensionalen Spaltenvektor

T
X = (x’f,...,xf’v) , 6.5)

, (6.6)

die Nn x Nm-dimensionale Matrix
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By 0 . 0
B = A1Bo 6.7)
. . ]B%N,Z 0
Ay_1...A1Bo -+ Ay_1Bn—2 By—1
und den Nn-dimensionalen Spaltenvektor
Bo
Bi + A1 Bo
B = : (6.8)
Bv—1+An_1Bv_2+ -+ Ay_1...A1Bo
Wir koénnen nun Gleichung (6.4) kurz schreiben als
x = Aa+Bu+ . (6.9)

SchlieBlich definieren wir noch die Nn x Nn-dimensionale symmetrische, posi-
tiv semidefinite Matrix

"W (1) 0 0

w—| © & ] (6.10)
S U hW(ty_1) O
0 0 0

den Nn-dimensionalen Spaltenvektor
hW(t 1 )

= : 6.11)
/’lW(l‘N_l)
q

und den Nm-dimensionalen Spaltenvektor
hr(lo)
p = : . (6.12)
hr(thl)
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Wir kénnen mit Gleichung (6.9) nun das Zielfunktional F VN aus Gleichung (4.8)
in der folgenden Form darstellen:

FYN () = h%aTW(IO)a‘FhW(tO)T“
1
+3 [Aa+Bu+ B] W [Aa+ Bu+ ]

+ o' [Aa+Bu+ Bl +h§uTu+pTu. (6.13)

Durch Auflésen der Klammern und Weglassen der Summanden, welche nicht von
u abhéingen, erhalten wir die Zielfunktion

1
FVFP(u) = EHT [IB%TWIB%JrhvENm} u
.
+ [BTWAH]BTW[S +Bo+p| u (6.14)

Wir erhalten nun die zur Aufgabe (LQy) dquivalente Aufgabe

(Py) Minimiere F"**(u) (6.15)
beziiglich we %M. (6.16)

Der zuldssige Bereich ist wegen Voraussetzung (V2.3) nichtleer und kompakt.
Nach dem Satz von Weierstral} iiber Minima und Maxima existiert mindestens ein
Punkt u* € %™, in dem das Minimum von F"-¥ auf der Menge %" angenom-
men wird.

Die Hesse-Matrix der Zielfunktion F¥* ist positiv semidefinit fiir v = 0 und
positiv definit fiir v > 0, denn fiir alle u € RV gilt

u'B'WBu=v' Wv>0 (6.17)

mit v := Bu. Die Funktion F¥'* ist somit konvex auf der konvexen Menge %™
und jeder lokale Minimalpunkt ist ein globaler Minimalpunkt. Fiir v > O besitzt
die Aufgabe (Py ) genau eine Losung, siehe [1], Satz 1.3.6.
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6.2 Diskretisierung der zeitoptimalen Aufgabe

Im letzten Abschnitt konnten wir die Linearitét der Differentialgleichung nutzen,
um x" nach Gleichung (6.9) in Abhingigkeit von u* darzustellen. Nun werden wir
am Beispiel der zeitoptimalen Aufgabe (LT7) untersuchen, zu welchen Schwie-
rigkeiten es bereits bei dem Versuch kommt, die gleiche Strategie bei einer qua-
dratischen Differentialgleichung anzuwenden. Wir machen jedoch keine Aussagen
zur Konvergenz von Losungen einer diskretisierten nichtlinearen Differentialglei-
chung.

Zur besseren Ubersichtlichkeit nehmen wir an, dass die rechte Seite der Dif-
ferentialgleichung (5.7) nicht von ¢ abhéngt und keinen konstanten Summanden
enthilt. Fiir alle ¢ € [0,¢'] soll also gelten

A(t) = A e RV, B(t) =t Be R™"™, b(r)=0€R". (6.18)

Wir wollen nun die zeitoptimale Aufgabe (LT;) in eine Aufgabe iiber dem festen
Zeitintervall [0, 1] iiberfiihren. Dazu ersetzen wir den Endzeitpunkt ! durch den
Parameter T > 0 iiber welchen in der neuen Aufgabe auch optimiert wird, und
erhalten als Differentialgleichung fiir die neue Aufgabe:

d ) R
5(6) = TA%(s) + TBa(s)  fir fastalle s € [0,1]. (6.19)
A)

Mit der Euler-Diskretisierung erhalten wir die diskrete Differenzen-Gleichung

T
B = (AR 4Ba)), =0 N-1. (6.20)

Wir konnen zwar

A

T T

fir j =0,...,N — 1 definieren, und mit den Gleichungen (6.6) und (6.7) erhalten
wir eine Darstellung der Form

% = Aa+Ba, (6.22)

allerdings hiingen die Matrizen A und B von den Potenzen 7'!,.... TV ab. Das
heiflt, umso feiner die Diskretisierung gewihlt wird, umso ‘nichtlinearer’ hingt
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£ von @" und a ab. Der selbe Effekt tritt auch auf bei der Diskretisierung von

bilinearen Systemen der Form
m
&)= A+ Y wi(t)B; | x(r)  fiir fastalles € [0, 7] (6.23)
i=1

mit B; € R"*" fiir i = 1,...,m, siehe auch [15], Gleichung (1).

Ein weiterer Ansatz zum numerischen Losen der Aufgabe (LQy y) besteht dar-
in, die Differenzengleichung (4.5) als Nebenbedingung zu behalten und iiber den
Vektor

(E) —: 7 € RNnHNm (6.24)

zu optimieren. Wir erhalten dann eine Nn + Nm-dimensionale Optimierungsauf-
gabe mit quadratischer Zielfunktion, Nm boxed constraints und N» linearen Ne-
benbedingen. Im Fall der Aufgabe (LT7) erhalten wir wegen der Randbedingung
(1) =0eine (N — 1)n+ Nm + 1-dimensionale Optimierungsaufgabe mit linearer
Zielfunktion, Nm boxed constraints, Nn quadratischen Nebenbedingungen und der
Nebenbedingung 7' > 0. Dieser Ansatz wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit
nicht weiter untersucht.

6.3 Optimalititstest

Bei einigen der in den folgenden Abschnitten diskutierten Aufgaben aus der op-
timalen Steuerung wurde ein numerischer Optimalititstest auf der Grundlage der
Lyapunov-Matrix-Differentialgleichung (siehe auch [9]) durchgefiihrt. In diesem
Abschnitt beschrinken wir uns auf Aufgaben der Form (LQ), welche neben den
Voraussetzungen (V2.1), (V2.2) und (V2.3) auch die folgenden beiden Vorausset-
zungen erfiillen:

(V6.1) Es gelten m = 1 und b* = —b'. Die Funktionen w, r, A und B sind kon-
stant und die Funktionen W und b sind Null fiir 7 € [0, T].

(V6.2) Es gelten T = 1 und * = 1 = —b'. Die Funktionen w und r sind Null fiir
t €[0,1].

Falls eine Aufgabe (LQ) die Voraussetzung (V6.1) aber nicht (V6.2) erfiillt, so
kann diese in eine beziiglich der optimalen Trajektorien dquivalente Aufgabe um-
geformt werden, welche beide Voraussetzungen erfiillt.
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Es seien nun (x,u) € & ein zuldssiges Paar, p die zugehorige Adjungierte, ¢
die zugehorige Umschaltfunktion und X die Menge der Nullstellen von o. Falls
fir o die Voraussetzungen (V3.1) und (V3.2) erfiillt sind und die im néchsten
Absatz definierten Nenner Nj und Ny fiir alle s € X strikt positiv sind, dann ist
nach [9], Lemma 3.1 und Theorem 4.1, (x,u) ein starker lokaler Minimierer. Mit
der Konvexitit von F erhalten wir die globale Optimalitit von (x,u).

Die Matrix-Funktion QF sei fiirf € [0, 1]\ X definiert als Losung der Lyapunov-
Matrix-Differentialgleichung

OM(1) = -0 (A—-AT Q" (1), (6.25)
siehe auch [9], Gleichung (12). Es gelte die Randbedingung
o' (1)=0 (6.26)
und an den Sprungstellen s € X gelte
Ks 1, K.
QH(s+0)— Qs —0) = ——2d; [dy ] = ——2di [df]" (6.27)
Ny N
wobei
u(s+0)—u(s—0)
=— 6.28
S p(S)TAB b ( )
d¥ :=Q"(s+0)B, (6.29)
NS =1Fx [dF]" B, (6.30)

siehe [9], Gleichungen (13) bis (15).

Bei dem numerischen Optimalititstest, welcher in den folgenden Abschnitten
angewendet wird, liberpriifen wir die strikte Positivitéit der Nenner N;" fiir die Dis-
kretisierung der Funktion QF. Es seien (x"*,u"*) € .ZV eine Losung der Aufgabe
(LQy) mit der diskreten Adjungierten p" und der stetigen diskreten Umschalt-
funktion c”.

Wir bezeichnen mit
= {j € {1,...,N—1}|6"(r) = 0 fiir mindestens ein ¢ € (1; | ,t,-]} 6.31)

die Menge der Indizes, bei denen die Umschaltfunktion im vorangehenden Teil-
intervall beziiglich der Diskretisierung das Vorzeichen wechselt. Das halboffene
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Intervall ist so gewihlt, da im Fall GJ’-' = 0 die Funktion 6" (¢) fiir € (¢;,¢;41) das

gleiche Vorzeichen hat wie 6. Falls nun u”(¢) fiir t € [t;_1,t;41) der Losungs-
darstellung (2.23) geniigt, so findet zwischen u’}_l und u},‘ ein Sprung statt. Falls
ij-’ #£ 0 fiir alle j = 0,...,N — 1 erfiillt ist und «”" der Losungsdarstellung (4.18)
geniigt, dann liegt j genau dann in I*, wenn zwischen “?—1 und u’]’ ein Sprung
stattfindet. Wegen der stiickweisen Linearitit von 6" liegen genau dann zwei auf-
einanderfolgende Indizes j und j+ 1 in I*, wenn ¢ (¢) = O fiir alle ¢ € [t},t;1]
ilt.

¢ Wir setzen bei dem numerischen Optimalititstest entsprechend der Randbedin-
gung (6.26) zunichst

On =0, (6.32)

und berechnen Q; fiir j = N —1,N —2,...,1 solange, bis entweder die strikte
Positivitdt aller im Folgenden definerten Nenner N]f-‘ fiir j € I* iiberpriift wurde
oder bis festgestellt wurde, dass einer der Nenner nichtpositiv ist.

Essei j€{0,...,N—1}.ImFall j+1 ¢ I* wird Q; mit der Diskretisierung von
Gleichung (6.25) berechnet. Wir verwenden das implizite Euler-Verfahren, sodass
Q; der Gleichung

Qj=Qj+1+h (Qj+1A +ATQJ+1) (6.33)

geniigt. Im Fall j+ 1 € I* geniigt Q; der Diskretisierung von Gleichung (6.27).

Genauer gilt
h

K T
Qj1—-0j= ,ANJ;‘I dj?+1 [dj?+l} , (6.34)
j+1
wobei
W
K= — L (6.35)
h
{pjﬂ] AB
di ) =Qj11B, (6.36)
T
Niy =1 =xy [dh] B (6.37)

Falls fiir alle j € I* die Nenner N;’ strikt positiv sind, so erhalten wir eine

von den Ergebnissen aus Kapitel 4 unabhingige Bestitigung, dass (x*,u*) im
Rahmen der Genauigkeit der Diskretisierung optimal fiir die Aufgabe (LQ) ist.
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Die Nenner N57 bewerten wir als strikt positiv, wenn N57 > h fiir alle j € IF
erfiillt ist. Die Werte sollen also sehr viel groBer als die Schrittweite sein.

6.4 Diisenauto

Als erstes Anwendungsbeispiel widmen wir uns der Standardaufgabe eines Dii-
senautos, welches sich nach einer bestimmten Zeit mit moglichst geringer (ein-
dimensionaler) Geschwindigkeit in der Nihe des Nullpunktes (auf der R-Achse)
befinden soll:

(LQpi)  Minimiere %X(S)T (é (1)) x(5), (6.38)
beziiglich  (x,u) € W;°(0,5;R?) x L*(0,5;R), (6.39)
i) = (8 (‘)> x(1) + (?) u(t)
fiir fast alle 7 € [0, 5], (6.40)
x(0) = (?) : (6.41)

—1<u(t) <+1 fir fast aller € [0,5].  (6.42)

Die Steuerung u realisiert den Schub des Diisenautos, welcher betragsmiflig auf
ein Maximum von 1 normiert ist. Der Schub kann positiv oder negativ sein, wo-
durch das Diisenauto je nach Orientierung der Geschwindigkeit x, beschleunigt
oder abgebremst wird. Die Geschwindigkeit wirkt sich wiederum auf den Ort x;
aus. Der euklidische Abstand des Zustandsvektors x(z) am Ende der Bewegung bei
t =5 soll minimiert werden.

Nach [2], Example 6.1, gilt fiir die Losung (x*,u*) der Aufgabe (LOp)

w1, falls t € [0, 7],
wl)= {+1, falls t € (7,5] (6.43)

und
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.5 | | —Trajektorie !
oL+ Anfangswert ] 08 .
-0.5 °
o 0.5 -
8 ; -
1.5 15 - .
2 , P I O.h
25 25 *Uh’
730 1‘ 2‘ f; 4 5 6 7 730 1 2 3 4 5
w’f t
Abb. 6.1 (LQp,), Trajektorie Abb. 6.2 (LQp; ), Steuerung und
Umschaltfunktion
_ 1.2
2l tit;r 6> : falls 7 € [0, 7],
X' (1) = - 6.44
®) 12 =21t +1+12+6 falls 1 € (z.5] ©.44)
t—27+1 ’ ’

mit dem Umschaltpunkt 7 ~ T = 3.5174292. Zur Auswertung der numerischen Er-
gebnisse verwenden wir den Umschaltpunkt 7. Fiir die numerische Losung der dis-
kretisierten Aufgabe mit N = 100 sind in Abb. 6.1 die Trajektorie und in Abb. 6.2
die Steuerung sowie die zugehorige Umschaltfunktion dargestellt.

Wir bemerken, dass in der Nihe des Umschaltpunktes 7 die diskrete Steuerung
auf einem Diskretisierungsschritt betragsm@Big nicht in der Niahe des Maximums
liegt. Dieser Effekt tritt auch bei feineren Diskretisierungen auf und entspricht den
Beobachtungen aus den Sitzen 4.9 beziehungsweise 4.13. (i). Er ist moglicherwei-
se dadurch zu erklédren, dass bei der numerischen Berechnung der Optimierungs-
aufgabe die Losung meist nur ndherungsweise berechnet wird. Da die diskrete Um-
schaltfunktion 6” in dem betreffenden Diskretisierungsschritt eine Nullstelle hat,

hx

gilt mit dem entsprechenden Index Gj’? (uﬁ‘ —u; ) &~ 0 mit einer diskreten optimalen

Losung u*. Die diskrete Maximumbedingung (My) ist nur ‘wenig verletzt’.

In Tabelle 6.1 sind die Abweichungen der numerischen Ergebnisse von der
Losung (x*,u*) fiir verschiedene Schrittweiten aufgefiihrt, wobei die Nullstelle
der diskreten Umschaltfunktion ¢” mit s" bezeichnet wird. Die Abweichungen
wurden normiert mit /N entsprechend der Abschitzungen aus Satz 4.6, (i) und
Satz 4.11, sowie mit N entsprechend der Abschitzungen aus Satz 4.12, (i) und
Satz 4.13, (ii). Um eine entsprechende Konvergenzrate zu bestitigen sollten mit

Nk
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wachsender Diskretisierungszahl N die Eintriige ungefiahr konstant bleiben oder
abfallen.

NN —wl], VN|u"—u]], N

‘E—sh| \/]V‘f—sh‘

50 3.8336 0.5422 0.8715  0.1232
100 5.0476 0.5048 1.7429  0.1743
200 3.5440 0.2506 3.4955  0.2472
400 5.6490 0.2825 2.0063  0.1003
800 4.9490 0.1750 0.3686  0.0130

Tabelle 6.1 (LQOp;), Numerische Ergebnisse

Nach [2], Example 6.1, und Gleichung (2.22) gilt fiir die Umschaltfunktion o
zu der Losung (x*,u*) fiir alle 7 € [0, 3]

o(t) = (t* = 107+23.5) 1 — 57 +527— 1235 (6.45)
und somit fiir alle 7 € (0,5)
6(1) = 1> — 10T +23.5~ 0.6980 > 0. (6.46)

Also sind fiir die Losung (x*,u*) die Voraussetzungen (V3.1) und (V4.1) erfiillt.
Die Ergebnisse aus Tabelle 6.1 fiir N ||u”" — u* |, scheinen die Abschitzung (i) aus
Satz 4.12 zu bestitigen. Aus den Ergebnissen fiir |’f — sh| lasst sich mit den ver-
wendeten Schrittweiten noch keine RegelmiBigkeit abschitzen. Eventuell ist dies
erst bei kleineren Schrittweiten der Fall.

Der numerische Optimalitétstest aus Abschnitt 6.3 wurde fiir die numerischen
Losungen (x,u") der Diskretisierungen der Aufgabe (LQp1) mit den verschiede-
nen Schrittweiten durchgefiihrt. Die Nenner N/ j” ', waren fiir alle getesteten Schritt-
weiten strikt positiv.

Wir betrachten nun eine dhnliche Aufgabe, allerdings ist der Zeithorizont T
noch nicht festgelegt und die Anfangsgeschwindigkeit ist Null. Das Diisenauto
ruht am Anfang der Bewegung im Startpunkt x;(0) = 0 und soll mit moglichst
geringer Endgeschwindigkeit x,(7') méglichst nah an die Zielposition x/ > 0 ge-
bracht werden.



66 6 Numerische Untersuchungen

-
(LOp2) Minimiere lx(T)T (1 0) x(T)+ (—x{) x(T), (6.47)
2 01 0
beziiglich  (x,u) € W;°(0,T;R?) x L*(0,T;R), (6.48)

01 0
x(t) = <0 O) x(t)+ (1> u(t)
fiir fast alle € [0, T], (6.49)
x(0) =0, (6.50)

—1<u(t) <+1 fiir fastallez € [0,T].  (6.51)

Es sei t/ der minimale Zeithorizont, mit welchem fiir eine Losung (x*,u*) € .7

der Zustand x* (t/) = (x/,0) " erreicht wird und somit das Zielfunktional F (x*, u*)
den minimalen Wert annimmt. Nach [4], Beispiel 3.2.3 gilt

tf =2Vx/, 6.52)

und fiir die optimale Steuerung gilt

L.f
u*(t):{+1’ falls r € [0, 517], 6.53)

-1, falls 1 € (3¢/,¢7].

Fiir groBere Zeithorizonte mit 7 > ¢/ konnen wir beliebig viele Losungen der
Aufgabe (LQp») finden, denn nach Erreichen des Nullpunktes kann ab einem Zeit-
punkt ¢ € [t/,T) der Zustand aus dem Nullpunkt heraus und wieder in den Null-
punkt hinein gesteuert werden. Dies wird beispielsweise durch eine Steuerung der
Form

+1, falls ¢ € (t/,t/ + ¢,
u(t) =14 —1, falls 1 € (/ 4,1/ + 3], (6.54)
+1, fallst € (+/ + 3¢t/ +4¢]

mit einem hinreichend kleinen € > 0 realisiert. Diesem Effekt konnen wir ent-
gegenwirken, indem wir auch iiber die Steuerung optimieren, genauer iiber ||u]|,.
Dieser Term wird im Zielfunktional hinzugefiigt, und der Term aus dem urspriing-
lichen Zielfunktional wird durch eine Konstante p > 0 gewichtet. Wir erhalten ein
Zielfunktional der Form

Flx,u) = %x(T)T (g g) x(T)+ <l())x{)Tx(T) + /T ()| dr.  (6.55)
0
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Damit wir eine Aufgabe vom Typ (LQ) erhalten, ersetzen wir die Steuerung u
durch die Steuerung & = (v, W)T. Die Steuerung # besteht aus dem positiven und
dem negativen Anteil von u geméaf

U=v—w, (6.56)

mit v(z),w(t) € [0,1] fiir fast alle z € [0, 7]. Wir erhalten die folgende Aufgabe:

(LOps)  Minimiere %X(T)T (p O) (T) + ("(’)xlf >Tx(T)

0p
T T
1
- ( ) a(t)dt, (6.57)
1
/
beziiglich  (x,2) € W;*(0,T;R?) x L*(0,T;R?), (6.58)
01 00).
x(r) = (O 0) x(t) + <1 1) a(t)
fiir fast alle 7 € [0, T, (6.59)
x(0) =0, (6.60)

(8) <) < G) fiir fast alle 7 € [0,T]. (6.61)

Die Komponenten i und i, wirken entgegengesetzt in Gleichung (6.59), fiir
eine optimale Steuerung " ist offenbar fiir fast alle 7 € [0, 7] @} (1) = 0 oder @3 () =
0 erfiillt. Somit gilt im Fall einer optimalen Steuerung ii*

T T

T
[+ = [la@l+an)a = [1a6-aola 66
0

0 0

und das Zielfunktional der Aufgabe (LQp3) ist dquivalent zu dem in der Glei-
chung (6.55).

Wir untersuchen nun die numerischen Losungen der Diskretisierung der Auf-
gabe (LQp3) mit der Zielposition x/ = 4 und dem Zeithorizont 7 = 5. Fiir N = 100
und p = 1 sind in Abb. 6.3 die Trajektorie und in Abb. 6.4 die Steuerung darge-
stellt.

Weiterhin sind fiir den Fall N = 100 und p = 10 die Trajektorie in Abb. 6.5 und
die Steuerung in Abb. 6.6 dargestellt.
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Abb. 6.5 (LQp3), Trajektorie, p = 10 Abb. 6.6 (LQp3), Steuerung, p = 10

Es gilt T =5 > 4 = ¢/ nach Gleichung (6.52), es existiert also ein zulissi-
ges Paar (x,u) € .7, sodass x(5) = 0 erfiillt ist. Wegen des Integralterms in Glei-
chung (6.57) ist dies jedoch bei einer Lésung der Aufgabe (LQp3) mit 7 = 5 und
x/ = 4 nicht zwingend der Fall. Mit wachsendem p steigt die Gewichtung auf
das Terminalfunktional im Zielfunktional. In Tabelle 6.2 sind mit verschiedenen
Parametern p die euklidischen Abstinde der Endzustinde zu dem fiir das Termi-
nalfunktional optimalen Endzustand aufgefiihrt. Nach diesen Ergebnissen scheint

der euklidische Abstand ‘x}lloo — (xf , O) T) in etwa umgekehrt proportional zu dem

Parameter p zu sein.
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P [¥ioo = (,0)]
1 0.8877
10 0.1576
100 0.0175
1000 0.0018
10000 0.0002

Tabelle 6.2 (LQOp3), Abstand des Endzustandes von der Zielposition

6.5 Aufgabe mit linearem zeitunabhingigem Integralterm

Wir beschiftigen uns nun mit einer Aufgabe aus [12], Example 17.2.

2
(LOww1) Minimiere / —2x(t) + 3u(r) dt,
0

beziiglich  (x,u) € W;°(0,2;R) x L”(0,2;R),

0<u(r)<2 fiir fast alle 7 € [0,2].

69

(6.63)

(6.64)
(6.65)
(6.66)
(6.67)

Nach [4], Beispiel 5.1.1 gelten fiir die eindeutige Losung (x*,u*) der Aufgabe

(LQpw1) mit dem Umschaltpunkt 7 =2 —1n (3)

‘(1) = 2, falls 7 € [0, 7],
W0, fallste (.2

und
(1) = Tel —2, falls 7 € [0, 7],
T 7e! — 52, falls € (1,2],
fiir die zugehorige Umschaltfunktion o gelten fiir alle ¢ € [0, T
o(1)=—5+2e""

und fiir alle # € (0,7)

(6.68)

(6.69)

(6.70)

(6.71)
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NN |u' —w]], VN|u"—u]], N|7—s"] VN|z—s"|

50 4.3709 0.6181 29013  0.4103
100 4.7419 0.4742 2.9094  0.2909
200 5.4837 0.3878 29140  0.2060
400 2.9674 0.1484 29145  0.1457
800 5.9348 0.2098 29158  0.1031

Tabelle 6.3 (LQpw1), Numerische Ergebnisse

Fiir den Umschaltpunkt 7 gilt 6(7) = —5 < 0, es sind also die Voraussetzun-
gen (V3.1) und (V4.1) erfiillt.

In Abb. 6.7 ist der Zustand x” fiir eine numerische Losung der Diskretisierung
der Aufgabe (LQpw1) mit N = 100 dargestellt. Abb. 6.8 enthilt die zugehorige
Umschaltfunktion und Steuerung.

In Tabelle 6.3 sind, analog zur Aufgabe (LQp;), die normierten Abweichun-
gen der numerischen Ergebnisse von der Losung (x*,u*) der Aufgabe (LQpw1)
aufgefiihrt. Die Ergebnisse scheinen die Abschitzungen aus Satz 4.12, (i) und
Satz 4.13, (ii) zu bestdtigen.

Wir beschiftigen uns nun mit der Regularisierung der Aufgabe (LQpw). Um
eine Konvergenzrate entsprechend der Abschitzung (4.108) zu erreichen, wih-
len wir den Regularisierungsparameter v = v/A. In Abb. 6.9 und Abb. 6.10 sind
die numerisch berechneten optimalen Steuerungen fiir verschiedene Schrittweiten
dargestellt.

In Tabelle 6.4 sind die Abweichungen der numerischen Ergebnisse mit dem Re-
gularisierungsparameter v = v/A von der Losung der nicht regularisierten Aufgabe
(LQrw1) enthalten. Die Ergebnisse scheinen die Abschitzung (4.108) zu bestiti-
gen.

N VN ||u" — u*

50 1.1014
100 0.9336
200 0.8315
400 0.7538
800 0.7461

Tabelle 6.4 (LQOpy 1), Numerische Ergebnisse fiir v =/
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Abb. 6.10 (LQpw1), Steuerung, N = 200,
v=vh

6.6 Aufgabe mit quadratischem zeitabhéingigem Integralterm

Wir beschiftigen uns mit einer Aufgabe aus [6], Example 3.2, welche angelehnt ist
an eine Aufgabe aus [12], Example 17.3. Im Gegensatz zu den anderen Aufgabe,
welche wir im Verlauf der vorliegenden Arbeit untersuchen, sind nicht alle Para-
meter zeitlich konstant. In [6] steht die Aufgabe mit dem Integralterm § (x(t) — 02
Um eine Aufgabe vom Typ (LQ) zu erhalten, multiplizieren wir den Integralterm
aus und lassen den Term f02 %tz dt im Zielfunktional weg, da dieser konstant ist.
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2
(LOw2) Minimiere / %x(t)Tx(t) —tx(r)ds, (6.72)
0
beziiglich (x,u) € W7 (0,2;R) x L*(0,2;R), (6.73)
X(t) = u(r) fiir fast alle 7 € [0, 2], (6.74)
x(0)=1, (6.75)

1
0<u(r)<2 fiir fast alle 7 € [0,2].  (6.76)

Wie wir anhand der Systemgleichung und der Steuerungsbeschriankung sehen, ist
die Losung (x*,u*) der Aufgabe (LQpw2) gegeben durch

sy - 0 falls € [0, 1],

vt = { 1,  fallsre(1,2] (6.77)
und o
syl b falls z € [0, 1],

)= { i,  fallsre (1,2, (6.78)

siehe auch [6], Example 3.2. Weiterhin gilt p(¢) = O fiir t € [1,2] nach [6], Example
3.2. Mit Gleichung (2.22) folgt

o(t)=0 firalles € [1,2], (6.79)

also ist Voraussetzung (V3.1) fiir die Losung (x*,u*) nicht erfiillt. Wegen W () = 1
fiir alle 7 € [0, 2] erfiillt die Aufgabe (LQyw>) jedoch die Voraussetzung (V3.3).

Fiir die vergleichsweise geringe Diskretisierungszahl N = 50 sind in Abb. 6.11
und Abb. 6.12 die numerischen Ergebnisse fiir die Diskretisierung der Aufgabe
(LQrw->) dargestellt. Ahnlich wie bei der Aufgabe (LQp ) tritt der Effekt auf, dass
in der Nihe des Umschaltpunktes r = 1 die Steuerung u” nicht exakt mit der opti-
malen Steuerung u* tibereinstimmt.

Wie von den Ergebnissen in Tabelle 6.5 scheinbar bestétigt wird, konnen wir
fiir die Numerischen Ergebnisse der Aufgabe (LQpw2) keine Konvergenz wie in
Satz 4.6, (i) oder Abschitzung (4.108) erwarten, da bereits Voraussetzung (V3.1)
nicht erfiillt ist.

In Abb. 6.13 bis 6.16 sind die numerisch berechneten Steuerungen fiir eine
vergleichsweise grof3e Diskretisierungszahl und verschiedene Regularisierungspa-
rameter dargestellt. Durch die Regularisierung ist eine Glittung der Steuerungen
sichtbar.
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funktion, N = 50

e | P e | e I T
firv=0 firv=vhfirv=~nh3 firv=nh

50 0.0043  0.6765 0.5666  0.3644
100 0.0207  0.5975 0.4642  0.2557
200 0.0392  0.5210 03761  0.1816
400 0.0333  0.4508 0.2999  0.1327
800 0.1523  0.4137 0.2626  0.1869
1600 0.2598  0.4358 0.3312  0.2676

Tabelle 6.5 (LQOrw2), Abweichungen der Steuerungen fiir verschiedene Regularisierungspara-
meter

Tatsdchlich scheinen nach Tabelle 6.5 die Abweichungen der numerischen Lo-
sungen von der optimalen Steuerung mit steigender Diskretisierungszahl N sogar
zu wachsen. Dies ist moglicherweise dadurch zu erkldren, dass in MATLAB nur
mit einer bestimmten Genauigkeit gerechnet wird. Durch eine hohere Diskretisie-
rungszahl ist eventuell auch der kumulierte Diskretisierungsfehler grofer. Dieser
Effekt scheint bei der regularisierten Aufgabe erst bei grofleren Diskretisierungs-
zahlen aufzutreten. ,

Nach Abschitzung (4.110) konvergiert die Losung der mit v = h3 regularisier-
ten Aufgabe in der L>-Norm in O(h% ). In Tabelle 6.6 sind die entsprechenden nu-
merischen Ergebnisse mit verschiedenen Regularisierungsparametern aufgefiihrt.

2 . . .
Fiir v = v/hund v = 3 sind auch die normierten Ergebnisse enthalten.
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Abb. 6.13 (LQ;w>), Steuerung, N = 800,
v=0

Abb. 6.15 (LQpw»), Steuerung, N = 800,
2
v="h3

6 Numerische Untersuchungen

yd
, /—/
) 05 1 15 2

t
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Abb. 6.16 (LQpw>), Steuerung, N = 800,
v=nh

Die Ergebnisse fiir den Regularisierungsparameter v = h3 scheinen die Ab-
schitzung (4.110) zu bestitigen. Das Ergebnis fiir N = 1600 ist vermutlich wieder
auf die nicht exakte Rechnung mit MATLAB zuriickzufiihren.

In Abb. 6.17 und Abb. 6.18 sind die numerisch berechneten Zustinde fiir v =

Vhund v = 3 dargestellt.
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* k * * l *
e N e O e o e P Al S
firv=0 firv=+vhfirv=+vh firv=~h3 firv=~h3

50 0.0462 0.1698 1.2008 0.1278 0.4707
100 0.0232 0.1449 1.4491 0.0983 0.4562
200 0.0121 0.1204 1.7025 0.0736 0.4303
400 0.0064 0.0981 1.9626 0.0536 0.3946
800 0.0250 0.0831 2.3490 0.0422 0.3919

1600 0.0560 0.0851 3.4029 0.0619 0.7242

Tabelle 6.6 (LQOpw»), Abweichungen der Zustinde fiir verschiedene Regularisierungsparameter

22 T T T 22

Abb. 6.17 (LQw>), Zustand, N = 800, Abb. 6.18 (LQw>), Zustand, N = 800,
V= \/E V= h%

6.7 Ein numerischer Ansatz zur Synthese

Wir betrachten die folgende Aufgabe mit freiem Zeithorizont ¢! > 0 aus [13],
Chapter V, Exercise 10:
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n

(MS)  Minimiere / lu(r)| dr, (6.80)
0
beziiglich  (x,u) € W°(0,r1;R?) x L=(0,¢';R), (6.81)
1-1 —1

x(r) = (O ) )x(t)—i—( | >u(t)
fiir fast alle 7 € [0,7'], (6.82)
x(0) =a € R*\ {0}, (6.83)
x(t') =0, (6.84)

—1<u(t)<+1  firfastaller € [0,t'].  (6.85)

Bei dem Syntheseproblem wird fiir jeden Anfangswert a € R?\ {0} eine opti-
male Steuerung gesucht, mit welcher die Endbedingung x(¢') = 0 erfiillt ist, siche
auch [14], Kapitel 1, § 5, und [13], Seite 9. Im Fall von Bang-Bang-Steuerungen
versucht man dabei typischerweise, die optimalen Trajektorien darzustellen, auf
denen sich der Zustand x(¢z) bewegt. Wir werden fiir eine modifizierte Aufgabe
(LQus) die Kurven im Raum R? approximieren, auf welchen bei den optimalen
Trajektorien die Umschaltpunkte liegen.

Wie bei der Aufgabe (LQp3) ersetzen die Steuerung u durch die Steuerung
i € L=(0,t';R?), welche aus dem positiven und dem negativen Anteil von u be-
steht. Weiterhin modifizieren wir die Aufgabe (MS) dahingehend, dass wir die
Endbedingung x(t') = 0 weglassen, und stattdessen das Terminalfunktional

%x(tl)Tx(tl) (6.86)
mit dem Gewichtungsparameter p >> 0 zum Zielfunktional hinzufiigen. Schlie$3-
lich ersetzen wir ¢! durch den festen Zeithorizont 7 > 0 und erhalten die folgende
Aufgabe:
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08 — Trajektorie —Trajektorie
o8 + Anfangswert M « Anfangswert
] O‘i =< I
8 8
Abb. 6.19 (LQys), Trajektorien, Abb. 6.20 (LQus), Trajektorie,
verschiedene Anfangswerte a=(03,-09)"
r T
e 1 T(P 0 1 A
(LOwms) Minimiere EX(T) 0 p x(T)+ | idr, (6.87)
0
beziiglich  (x,i) € W°(0,T;R?) x L™(0,T;R?), (6.88)
o (11 —1 R
x(r) = (O ) )x(t) + ( | a(r)
fiir fast alle 7 € [0, 7], (6.89)
x(0) = a € R*\ {0}, (6.90)

(8) <) < G) fiir fast alle 7 € [0,7']. (6.91)

Fiir N =200, p =100 und 7 = 10 sind in Abb. 6.19 und Abb. 6.20 die nume-
risch berechneten optimalen Trajektorien dargestellt.

In Abb. 6.19 und Abb. 6.20 markieren die blauen Punkte die Nullstellen der
Umschaltfunktionen Glh und die roten Punkte markieren die Nullstellen der Um-
schaltfunktionen Gzh. Bei den numerischen Berechnungen konnte nicht fiir alle
Startpunkte eine optimale Trajektorie in den Nullpunkt gefunden werden, wie auch
in Abb. 6.20 ersichtlich ist. Tatsdchlich wurden bei den Berechnungen mit MAT-
LAB fiir verschiedene Zeithorizonte nur dann Trajektorien in die Nihe des Null-
punktes gefunden, wenn der Startpunkt in einem Bereich um den Nullpunkt und

in [~1,1] x [~1,1] lag.
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Abb. 6.21 (LQys), Zustinde, a = (—0.4,0.6) T Abb. 6.22 (LQOus), Steuerung und Umschalt-
funktionen, a = (—0.4,0.6) "

Fiir N =200, p = 100, T = 2.5 und a = (—0.4,0.6) " sind in Abb. 6.21 die
Zustiande und in Abb. 6.22 die Steuerung sowie die Umschaltfunktionen der nu-
merischen Ergebnisse dargestellt.

Fiir die numerische Approximation der Kurven der Umschaltpunkte verwenden
wir den Parameter p = 100 und die Diskretisierungszahlen N = 50, 100,200, 400.

Die Startpunkte fiir die Berechnungen werden folgendermafen gewdhlt: Zu-
néchst approximieren wir die Menge [—1,1] x [—1,1] durch ein gleichmiBiges
quadratisches Gitter mit 21 - 21 Gitterpunkten a. Um eine groere Dichte von Start-
punkten um den Nullpunkt zu erhalten werden die Startpunkte a berechnet durch

apla|
a=\, .,/ 6.92
(az |a2|) ( )
Fiir jeden Startpunkt, mit Ausnahme des Nullpunktes, tiberpriifen wir fiir die
mit 7 = 15 numerisch berechnete Trajektorie, ob

’xf{,‘ <1 (6.93)
gilt. Falls dies nicht erfiillt ist, so wird die Trajektorie nicht verwendet und wir
tiberpriifen den nichsten Startpunkt.

Falls die Bedingung (6.93) erfiillt ist, so verwenden die Umschaltpunkte der
numerisch berechneten Trajektorie mit dem {iberpriiften Startpunkt und dem Zeit-
horizont, welchen wir durch das folgende Verfahren ermitteln. Wir beginnen mit
T™min — (0 ynd 7M2% = 30). Falls fiir die Trajektorie x", welche mit dem Zeithorizont
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N Zeit
50 3.4m
100 39.1m
200 4.3h
400 41.4h

Tabelle 6.7 (LQpys), Berechnungsdauer

Tmin 4 max

T
2

(6.94)
berechnet wurde, die Bedingung

’xjhv‘ <0.001 (6.95)
erfiillt ist, so ist der Zeithorizont zu grof3 gew#hlt. Wir ersetzen 7™ durch T,

und berechnen erneut eine Trajektorie mit dem Zeithorizont aus Gleichung (6.94).
Falls die Bedingung (6.95) nicht erfiillt ist, aber

‘xﬁv‘ >0.1 (6.96)
gilt, so ist der Zeithorizont zu klein gewihlt. Wir ersetzen 7™ durch 7', und be-
rechnen erneut eine Trajektorie mit dem Zeithorizont aus Gleichung (6.94). Falls

weder (6.95) noch (6.96) erfiillt sind, so haben wir eine Trajektorie mit

0.001 <

Kl <01 (6.97)

gefunden. Wir nehmen an, dass einerseits die Endbedingung x(t') aus Aufgabe
(MS) hinreichend genau approximiert ist, und andererseits der Zeithorizont klein
genug gewdhlt ist, damit nicht wie in Abb. 6.21 die Zustinde am Ende des Zeit-
intervalls in der Néhe des Nullpunktes ruhen. Wir verwenden die Umschaltpunkte
auf der gefundenen Trajektorie und gehen iiber zum nichsten Startpunkt.

In Tabelle 6.7 sind fiir die getesteten Schrittweiten die gerundeten Rechenzeiten
angegeben, die fiir das beschriebene Verfahren benotigt wurden. Die Berechnun-
gen wurden mit der Leistung von etwa 1.5 Prozessorkernen eines Prozessors vom
Typ ‘Six-Core AMD Opteron Processor 2427 durchgefiihrt.
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Abb. 6.25 (LQys), Umschaltpunkte, N =200 Abb. 6.26 (LQOys), Umschaltpunkte, N = 400

In Abb. 6.23 bis 6.26 sind die numerisch berechneten Zustinde an den Um-
schaltpunkten dargestellt. Die Mengen 15 und 15 sind dabei analog zu Glei-
chung (6.31) definiert.

Wir koénnen bei den getesteten Schrittweiten beobachten, dass bei einer Halbie-
rung der Schrittweite die Approximation genauer wird, allerdings steigt auch der
Rechenaufwand sehr stark an.

6.8 Harmonischer Oszillator

Wir betrachten schlie8lich noch die zeitoptimale Aufgabe aus [10], Abschnitt 5.3:
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!

(LTy) Minimiere 1de, (6.98)
0
beziiglich  (x,u) € W°(0,t1;R?) x L=(0,¢';R), (6.99)
(01 0
x(1) = (1 O) x(t)+ (1> u(t)
fiir fast alle 7 € [0,¢'], (6.100)
x(0) =a € R*\ {0}, (6.101)
x(t') =0, (6.102)

—1<u(t)<+1 firfastaller € [0,7'].  (6.103)

Ein (eindimensionales) Pendel soll in moglichst geringer Zeit in die Ruhelage
mit der Winkelgeschwindigkeit Null gesteuert werden. Die Steuerung stellt dabei
einen anpassbaren Anteil der Winkelbeschleunigung dar.

Wir modifizieren die Aufgabe (LT ), indem wir die Endbedingung x(t') = 0
durch das Terminalfunktional 1x(t') "x(t') annihern und den zu optimierenden
Zeithorizont ¢! durch den festen Zeithorizont T ersetzen.

(LQy)  Minimiere %x(T)T <(1) ?) x(T), (6.104)
beziiglich  (x,u) € W;°(0,T;R?) x L*(0,T;R), (6.105)
01 0
x(t) = (_1 O) x(t)+ (1> u(t)
fiir fast alle 7 € [0, 7], (6.106)
x(0) =a € R?\ {0}, (6.107)

—1<u(r) <+1 fiir fast alle 7 € [0,7].  (6.108)

Wir wollen bei den numerischen Testrechnungen einen Zeithorizont T verwen-
den, fiir welchen wie in Abschnitt 5.3 die Bedingung 7 < T* erfiillt ist, wobei
T* die minimale Endzeit aus der Aufgabe (LTy) darstellt. Dazu konnen wir ein
dhnliches Verfahren wie in Abschnitt 6.7 verwenden, wobei wir fiir |x(7)| = 0 den
Zeithorizont verkleinern und fiir [x(7)| > 0 den Zeithorizont vergroBern.

Fiir N = 400, T = 16.875 und a = (0, —10) " sind in Abb. 6.27 die Trajektorie
und in Abb. 6.28 die Steuerung und Umschaltfunktion der numerischen Ergebnisse
der Diskretisierung der Aufgabe (LQp ) dargestellt. Fiir die Ergebnisse wurde der
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Abb. 6.27 (LQy), Trajektorie Abb. 6.28 (LQp), Steuerung und Umschalt-
funktion

Optimalititstest aus Abschnitt 6.3 durchgefiihrt, wobei alle Nenner strikt positiv
waren.

Bei einer Losung der Aufgabe (LTy) betridgt nach [10], Abschnitt 5.3 der Ab-
stand der aufeinanderfolgenden Umschaltpunkte 7. Fiir die numerischen Ergebnis-
se der modifizierten Aufgabe lagen die entsprechenden Absténde bei rund 3.1219
und 3.1641.



Kapitel 7
Zusammenfassung

Im Verlauf der vorliegenden Arbeit haben wir die Aufgabe (LQ) aus dem Be-
reich der optimalen Steuerung untersucht. Charakteristisch fiir diese Aufgabe sind
das linear-quadratische Zielfunktional F, die lineare Systemgleichung f mit dem
festen Anfangswert a, der kompakte und konvexe Steuerbereich U und der feste
Zeithorizont T. Wir haben die Existenz einer Losung gesichert und notwendige
Optimalitdtsbedingungen angegeben, welche fiir die Aufgabe (LQ) auch hinrei-
chend sind.

Wir haben dann eine Regularisierung der Aufgabe (LQ) behandelt, durch wel-
che auch die Eindeutigkeit der Losung gesichert wurde. Ausserdem haben wir eine
Diskretisierung der Aufgabe diskutiert.

Fiir den Fall, dass die Losung der Aufgabe (LQ) eine Bang-Bang-Steuerung
mit einer gewissen Stabilitidtsbedingung aufweist, konnten wir verschiedene Aus-
sagen zeigen: Wir haben zunichst auch die eindeutige Losbarkeit der nichtregu-
larisierten Aufgabe gezeigt sowie die Konvergenz der Losung der regularisierten
Aufgabe gegen die Losung der nichtregularisierten Aufgabe. Weiterhin haben wir
fiir die Aufgabe (LQ) die Konvergenz der diskreten Losungen und der zugehorigen
Adjungierten gezeigt. Schliellich haben wir noch die Konvergenz der optimalen
Steuerung der sowohl regularisierten als auch diskretisierten Aufgabe behandelt.

Falls keine optimale Bang-Bang-Steuerung vorliegt, konnten wir unter Voraus-
setzung der gleichmifigen positiven Definitheit der Parameterfunktion W zumin-
dest die Konvergenz der optimalen Trajektorien der regularisierten Aufgabe sowie
der regularisierten und diskretisierten Aufgabe angeben. Ausserdem konnten wir
unter Voraussetzung einer optimalen Steuerung mit beschrinkter Variation fiir die
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diskretisierte Aufgabe die Konvergenz fiir den minimalen Wert des Zielfunktionals
zeigen.

Wir haben eine allgemeinere Aufgabe mit nicht notwendigerweise festem Zeit-
horizont behandelt und wir haben eine Modifikation einer zeitoptimalen Aufgabe
vorgestellt, um diese durch eine Aufgabe der Form (LQ) anzunihern.

AbschlieBend haben wir gezeigt, wie die Diskretisierung der Aufgabe (LQ)
als endlichdimensionales quadratisches Optimierungsproblem dargestellt werden
kann und wir haben fiir eine Auswahl an Aufgaben Testrechnungen durchgefiihrt.
Die numerischen Untersuchungen schienen die theoretischen Konvergenzresultate
zu bestitigen. Allerdings haben wir am Beispiel einer Aufgabe mit einer singuldren
optimalen Steuerung auch erkannt, dass die Konvergenzresultate fiir die nichtregu-
larisierte Aufgabe nicht ohne Weiteres iibertragbar sind, wenn die Voraussetzung
einer Bang-Bang-Struktur fiir eine optimale Steuerung nicht gegeben ist.
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